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Fi(;urc  d'une  masse  liquide  en  équilibre  sous 
Faction  du  vent.  — Forme  cl  mouvement  d’une 
bulle  qui  s'élève  à travers  un  liquide.  — Près* 
sion  moyenne  d'un  liquide  oscillant  dans  un 
siphon;  conséquence  reinarquablc.  — Près* 
sîoTi  exercée  sur  les  parois  d’un  tube  par  un 
liquide  en  mouvcnïenl  sous  Faction  de  forces 
quelcornjues.  — Forme  d’une  voile  rectangu- 
laire, etc. 

Machines  mises  on  mouvement  par  les  Ilaides, 

Houes  hydrauliques  en  général.  — Roue  & atigcts. 
— Roue  de  côte.  — Houe  en  dessous.  — Roue 
a aubes  courbes  de  M.  Poncelet.  — Roue  pen- 
dante dans  un  cour.’int  h grande  section.  — 
Ailes  des  moulins  k vent. — Travail  développé 
par  la  vapeur  dans  les  machines. 
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CHAPITRE  V. 

PRINCIPE  DE  D’aLEMBERT. 

D’Alcmbcn  donna  le  premier  une  méthode  générale 
pour  déterminer  le  mouvement  d’un  système  de  pojnts 
matériels  sollicités  par  des  forces  quelconques  (‘).  Voici 
comment  il  expose  sa  méthode  dans  son  Traité  de  Dy- 
namique, publié  en  1743  (II*  partie,  c.  i). 

PnOBLÉME  GÉNÉRAL. 

« Soit  donné  un  système  de  corps  disposés  les  uns  par 
))  rapport  aux  autres  d une  manière  quelconque  ; et  sup- 
» posons  qu'on  imprime  à chacun  de  ces  corps  un  mou- 
» uement  particulier  quil  ne  puisse  sui\>re  à cause  de 
» t action  des  autres  corps . Trouver  le  mouvement  que 
» chaque  coips  doit  prendre. 

^ Solution. 

» Soient  A,  B,  C,  etc.,  les  rorps  qui  composent  le 


( * ) Ce  principe  fut  formulé  pour  la  première  foi*  clans  un  Mémoire 
proHentc  h l*Aeadcinie  des  Sciences,  vers  la  fin  do  l’année  174^- 

II.  I 
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» système,  et  supposons  <|u'oii  leur  ait  imprimé  les  moii- 
» vements  iK),  S,  etc.,  qu'ils  soient  forcés,  à cause  de 
)i  leur  action  muluclle,  de  changer  dans  les  mouvements 
'»  rt,  />,  c,  etc.  Il  est  clair  qu’on  peut  regarder  le  mouve- 
» ment  imprimé  au  corjis  A comme  composé  du  mou- 
t)  vcment  a ([u’il  a pris  et  d’un  antre  numveinent  a -,  qu’on 
» peut  de  même  regarder  les  autres  mouvements  Hî>, 
)>  G,  etc.,  comme  composés  des  mouvements  A,  /2;  c, 
» K,  etc.;  d’où  il  suit  que  le  mouvement  des  corps  A, 
)i  II,  C,  etc.,  entre  eux  aurait  été  le  même  si , au  lieu  de 
))  leur  donner  les  impulsions  .1.,  rt!>,  G,  etc.,  on  leur  eût 
» donné  h la  fois  les  doubles  impulsions  «,  «;  A,  c, 
» X,  etc.  Or,  par  la  supposition,  les  corps  A,  B,  C,  etc., 
■»  ont  pris  d’eux-mêmes  les  mouveinenls  n,  h,  c,  etc.; 
I)  donc  les  mouvements  a,  |3,  x,  etc.,  doivent  être  tels, 
» (]u’ils  ne  dérangent  rien  dans  les  mouvements  «,  h, 
» c,  etc.,  c’est-.à-dirc  que  si  les  corps  n’avaient  reçu  que 
» les  mouvements  a,  |3,  x,  etc.,  ces  mouvements  auraient 
» di’i  se  détruire  mutuellement,  et  le  système  demeurer 
» en  repos. 

» De  là  résulte  le  principe  suivant,  pour  trouver  le  mou- 
» veme.nt  de  plusieurs  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
» les  autres.  Décomposez  les  mouvements  «i.,  Db,  G,  etc., 
» imprimés  à chaque  corps,  chacun  en  deux  autres  a,  a ; 
» A,  c,  x;  etc.,  quiseront  tels,  que,  si  ton  n'eiit  im- 
» primé  aux  corps  que  les  mouvements  a,  h,  c,  etc.,  ils 
» eussent  pu  conserver  ces  mouvements  sans  se  nuire  ré~ 
» ciproquement , et  que,  si  on  ne  leur  eût  imprimé  que 
» les  mouvements  a,  /3,  x,  etc.,  le  système  fût  demeuré 
» en  repos;  il  est  clair  que  a,  h,  c,  etc.,  seront  les  mou- 
» vements  que  ces  corps  prendront  en  vertu  de  Ici^  ac~ 
Il  lion.  Ce  qu'il  fallait  trouver.  » 

Il  parait  qu’avant  d’Alembert,  Fontaine  avait  aperçu  le 
principe  qui  nous  occupe;  oar  dans  la  Table  des  Mé- 
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moires  cleFontaine,  qui  précède  son  Traité  de  Calcul  dif- 
férentiel et  intégral  3),  nous  Irouvonsqu’il  .avaii  com- 
muniqué ce  princi|)c  à l’Académie  en  17.39.  'l'oniclois, 
les  idées  de  Fontaine  sur  ce  sujet  ne  furent  puliliées  que 
longtemps  après  l’apparition  du  Traité  de  Dynaniujue,- 
et  d’Alembcrt  a certainement  rhonneur  d’avoir  montré 
la  merveilleuse  fécondité  du  principe.  Une  des  plus  belles 
applications  qu’il  en  fit  eut  pour  résultat  lu  solution  com- 
plète du  problème  de  la  précession  des  wjuinoxes,  pro- 
blème qui  jusqu’à  cette  époque  avait  résisté  aux  efforts 
réunis  d’un  grand  nombre  de  géomètres  et  de  Newton  lui- 
môme. 

On  peut  encore  voir  l’origine  d«'  la  découAcrte  de  d'A- 
lembert  dans  un  Mémoire  de  Jacques  Bernoulli  publié  en 
1686  dans  les  Acta  eruditorum,  sous  le  titre  : Narratio 
controversiœ  inter  Dn.  Hugeniiim  et  Ahhatcm  Catela- 
niim  agitatœ  de  centra  oscillationis,  etc.  (').  Il  s’agissait 
du  pendule  comjiosç.  Bernoulli  commit  une  méprise  dans 
la  solution;  néanmoins  il  montra  comment  un  problème 
de  dynamique  peut  se  ramener  à un  problème  de  statique, 
ce  qui  est  le  fond  de  la  méthode  de  d’Alembcrt  (’). * (*) 

(‘  ) jACQfES  Bernuilli,  Optra,  l.  I,  p.  J-)-,. 

(*)  Voici  le  raUonnement  de  BernuiilU  : 

Soient  A , A'  deux  poids  égaux  liés  à une  droite  rigide  et  libre  de  tourner 
dans  un  plan  vertical  autour  de  sou  extrémité;  le  premier  de  ces  poids 
sera  le  plus  éloigné  de  l’extrémité  fixe.  Le  système  étant  écarté  de  la 
verticale,  on  l'abandonne  à lui-même.  Soient  r et  r’  les  distances  des 
poids  au  point  de  suspension , e et  e'  les  vitesses  de  ces  poids  corres- 
pondantes à une  position  dn  système  choisie  à volonté,  u et  W les  vitesses 
qu’auraient  ces  deux  corps  aux  mêmes  pointa  s'ils  étaient  descendus  dans 
les  mêmes  circonstances  initiales  en  formant  chacun  un  pendule  séparé. 
I.a  liaison  du  système  a fait  acquérir  au  corps  A la  vitesse  v — u,  et  an 
corps  B la  vitesse  négative  — (u' — v’);  or  ces  vitesses  acquises  doivent  se 
faire  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,  laquelle  constitue  un  levier;  donc 
V — u ; u' — c'  ::  r';  r.  Telle  est  la  relation  qui  détermine  le  mouvement  du 
système. 

Si  Bernoulli  cilt  remplacé  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  tint 
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Ou  trouvera  de  plus  amples  développements  sur  ee 
point  de  l’instoire  des  seicnces  dans  la_  Mécanique  ana- 
lytique de  Lagrange,  IL  partie,  i"  section,  et  dans  \' His- 
toire des  Mathématiques  de  Montucla,  IV'  partie,  vu'  li- 
■ vre,  § 3,  et  V'  partie,  in'  livre,  § 4-  Dans  les  Traités 
modernes,  on  énonce  le  principe  de  d’ Alemberi  sous  l’une 
des  formes  suivantes  ; 

Lorsqu'un  système  matériel  est  en  niowenient  sous 
l'action  de  forces  quelconques,  les  forces  qui  seraient 
capables  de  produire  le  mouvement  observé,  si  tout  le 
système  était  libre,  font  équilibre,  en  vertu  des  liaisons, 
aux  forces  réellement  appliquées  prises  en  sens  con- 
traires. 

Lorsqu’un  système  matériel  est  en  mouvement  sous 
l'action  de  forces  quelconques,  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  au  moyen  des  liaisons. 

Souveni,  pour  abréger,  on  nomme  forces  effectives 
les  forces  qui  produiraient  le  mouvement  observé  si  tout 
le  système  était  libre. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT  d'un  POINT  MATÉRIEL. 

I . Nous  allons  d’abord  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  matériel  assujetti  à rester  dans  V intérieur  «T un  tube 
qui  change  à chaque  instant  de  position  et  même  de 
forme. 

Nous  supposerons  le  tube  assez  étroit  pour  que  le 
point  matériel  ne  puisse  pas  osciller  transversalement 
dans  son  intérieur,  et  nous  négligerons  le  frottement. 


...»  ài>  dv' 

par  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  inlinimcnt  petit,  son 

raisonnement  eût  etc  une  application  exacte  du  principe  attribué  h d’A- 
lembcrt. 
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L’axe  de  ee  lube  pourra  former  une  courbe  à double 
courbure. 

RapporUm»  le  système  à trois  axes  reetangulaires  fixes 
dans  l'espace.  Soient 

.Tjjy,  Z les  coordonnées  du  point  matériel  à l’époque  t\ 

X 4-  <lx , y 4-  dy^  z 4-  dz  les  coordonnées  du  mèm<* 
point  à ré}X)quc  infiniment  voisine  t-\-  dt\ 

.r  4-  Jx.  ^ 4-  djy,  Z -i-  3 Z les  coordonnées  d’un  jwiiil 
du  tube  infiniment  voisin  du  point  (x,y^  z)  ; 

X,  Y,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point  maté- 
riel. 

Donnons  au  point  matériel  un  petit  mouvement  vir- 
tuel qui  le  fasse  passer  de  la  position  {x,y,  z)  à la 
position  (.T-t-dx,  y -h  ây,'  z -h  âz).  Le  principe  de 
d’Alembert,  combiné  avec  celui  des  vitesses  virtuelles, 
nous  fournit  l’équation 

Les  coordonnées  x,  y,  z sont  encore  assujetties  à véri- 
fier les  équations  du  tube , 

if(x,  y,  z,  t)  = o,  x(x,  y,  z,  t)=io.  , 

Ces  trois  C({uatioiis  pourront  nous  donner  , z eu  fone-' 
lion  de  t,  et  alors  le  problème  sera  résolu. 

Clairaut  a traité  cette  question  et  plusieurs  autres  du 
même  genre  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  Recueil 
de  l’Académie  des  Sciences  pour  1742. 

Appliquons  ces  formules  à quelques  exemples  ; 

2.  Un  tube  rcctdigncj  situé  dans  im  plan  horizontal, 
tourne  autour  de  l’un  de  ses  points  avec  une  vitesse  an- 
gulaire telle,  que  la  tangente  de  l'angle  décrit  soit  pro- 
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poriionnclle  au  temps.  Déterminer  le  inoiiwernent  d un 
point  matériel  placé  dans  l’intérieur  de  ce  tube. 

Nous  prendrons  le  plan  horizonlal  pour  plan  des 
<•1  la  position  initiale  du  tube  pour  axe  des  x. 

Soit  y = Itx  r«'*(juation  du  lube  à l’époque  A sera 
une  constante. 

Dans  la  formule  générale  (A)  on  n’a  pas  à considérer 
les  termes  en  s,  et  l’on  doit  poser 


Il  vieni 


X = Y = 
d‘  X 

liF 


=r  ktSx. 


kt-~=  O. 
fio 


Déplus,  ré<iualion  du  tube  donne  la  relation 
d\y 
dr 

hdimiiianl  on  obtient  une  relation  entre  les  deux 
dt' 

variables  ,r  et  t ^ 


, f/’x  , dx 
kl  — — - -+-2/  ~r~' 
dt‘  lit 


tl'x  dx  2 A’/ 
f/<’  ' dt  1 -4-  /’  f' 


L’intégrale  première  est 

log  ^ + log  (i  + A’ /’)  = const., 

ou,  si  l’on  nomme  (5  la  vitesse  initiale  du  point  dans  le 
tube , 

/ 

‘ I + A*t’ 

On  tire  de  là , en  nommant  a la  valeur  Initiale  de  x. 


X = (7  -t-  J arc  tang  ( kt), 


et , par  suite, 


y = akt  4-  8 7 arc  tang  ( kt). 

Prenons  des  coordonnées  polaires  r,  &,  dont  l’origine 
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soil  iiu  teiitrt;  lie  nilatmii,  cl  dont  l'axe  soit  la  iliici  lioii 
iuiliale  du  tube. 

îNiius  aurons , d'après  les  \aleurs  piceédenles , 

P 

■y:.  («^,-^0 

il’iiù  résulte  rétpialioii  de  la  trajectoire, 

fl  k + |i  0 

k cosO 

' AV.  AV. 

d.  Di-lcrminer  la  mouyamcnl  d'nn  point  pesant  placé 
lions  l’inténcuv  d'un  tuhe  rectiligne  qui  décrit  un  cône 
droit  autour  de  la  verticale  d’un  mouvement  uniforme. 

Soient  a riiicliiiaison  du  tube  sur  la  verticale  et  &)  la 
vitesse  angulaire  de  la  projection  du  tube  sur  un  ]>lan  ho- 
rizontal. 

Prenons  l’origine  au  somiiict  du  cône,  l’axe  des  z di- 
rigé en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  l’axe  des  .r  dans 
le  plan  vertical  qui  contient  le  tnbe  à l'origine  du  temps. 
La  vitesse  w sera  comptée  positive  lorsque  le  mouvement 
en  projection  horizontale  aura  lieu  de  l’axe  des  X vers 
l’axe  des  jr. 

Il  nous  faut  poser  dans  la  formule  (A), 


puis  éliminer  deux  des  coordonnées  a; , ) , z à l’aide  des 
équations  du  tube, 

- = tangMt,  = tanga. 

Mais  nous  arriverons  à des  formules  plus  simples  si 
nous  employons  des  coordonnées  polaires,  savoir  les  an- 
gles * et  0)1 , et  la  distance  r du  sommet  du  cône  au  point 
matériel  comptée  positive  de  bas  en  haut. 


^ lungO  ; 
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Les  formules  de  transformations  sont  les  suivantes  : 

X =r  rsina  cosut, 

(i)  / = r sina  sin  oif, 

Z = r cos  a. 

Ou  eu  lire 

X , ^ y.  ^ Z ^ 

Sx  = — or,  S y =z  — S r,  S Z — ~S  r. 
r r r 

D’après  ces  valeurs,  la  formule  (A)  donne  d’abord  l’équation 
d'x  d'y  d'- Z 

Mais  il  faut  remplacer  ici  les  variables  X z par  les  va- 
riables r,  a et  f , à l’aide  des  relations  (i).  Afin  d’abréger 
cette  substitution  , observons  que  si  l’on  diflerentie  deux 
fols  la  relation 

Æ’  -I-  r’  -+-  ï’  = r\ 

on  obtient 

xd'  X -h  yd'  y -t-  zd'  z = dr'  rd'  r — (rfx’  -f-  dy'  -J-  dz'). 

D’ailleurs  la  quantité  dx^  + dy'  -ydz*  qui  figure  ici  re- 
présente le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  situés  sur  la  surface  du  cône  5 et  le  carré  de  cette 
distance  peut  encore  se  représenter  par  la  somme 
, -f- r’ sin’ a . w’ rf/’, 

car  cette  distance  est  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle 
infiniment  petit  dont  les  côtés  sont  dr  et  rsina.cdi/f. 
I On  a donc 

xd'  X yd' y zd'  z ■=  rd'  r — r'  sin’  a.w’rf/’. 


Substituant  cette  valeur,  on  trouve  l’équation  transformée 
d' t 
~dt' 


d' r 

— rw’  sin’  a -t-  cosa  o, 


\ ai’sin’a/  , . , / ecosa 

î =:  «’  sin'  a ( r 2__ — 

dt‘  \ w'sin’a 
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doiil  l'hilëgrale  est 


, . jÇCOSa  Mftina  . ^Cüibiiioc 

(2)  r : = Ce  +Ce 

Oi'sin^a 

Les  constantes  C et  Q!  se  déterminent  par  les  données  ini- 
tiales. 

Supposons  que  le  point  matériel  soit  lancé  du  sommet 
du  cône  le  long  du  tube  avec  la  vitesse  u. 

Nous  aurons 


• _£££!±=c  + c'. 

«’sin’a  M sin  a 


C — C'; 


d’où 


U COt  a 


e COS  a • U 

r = .2—; ( ^ 

u’sin’a  a usina 


«jf  siaoc 


w H COt  a 


— cüCttinK 


2w  bina 


Si  M > ^ cota,  r croit  jusqu'à  l’inGni,  le  mobile  s’é- 
loigne indéfiniment. 

Si  U = - cqt  a ,*r  croît  sans  cesse  et  s’approche  toujours  . 

« 

de  la  valeur  sans  jamais  pouvoir  l’atteindre.  Ainsi 

le  mobile  se  meut'  toujours  dans  le  même  sens , mais  ne 
dépasse  pas  une  certaine  position.  ' * 

Si  « < - cota;  alors,  ixisant  * ' 

: ■ ■ “ ■ ' ' ; 

’ ■*'  ■ « = -cola  — b,  ^ ‘ ' 


nous  avons 
B -t-  à 


usina  2u 


**  Il  . / . * i\  — ailsin*  I 

— bc  H- (2// 4 b)c  9 

sina  L I 

-{2„  + b)c  J; 

d'où  nous  voyons  que  si  la  vitesse  «est  positive,  le  mobile 
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cesse  de  luoiitci'  pour  couitncncer  à descendre  à réjKH|ue 


2w  sin  a \ b J 
dr 

pour  la<pielle  — s’annule.  Depuis  celte  époque,  l(‘inubile 

descend  indéfinimenl  dans  la  partie  inférieuia-  du  lulic 
avec  une  vitesse  toujours  eroissantc. 

Kxaininons  maintenant  le  cas  où  le  tube  tournerait 
dans  le  plan  horizontal. 

Il  faut  poser  a = - dans  l’équation  (2).  Elle  devient 


.Admettons  que  le  point  matériel  parte  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  distance  au  centre  égale  à c,  cl  représentons 
par  a l’arc  dé-crildans  le  temps  l par  le  point  du  tube 
d’où  le  mobile  est  parti.  Alors  l’équation  de  la  trajectoire 
])Ourra  s’écrire  • 

Sous  celte  forme,  elle  représente  une  chaînette  dont  u 
serait  l’abscisse  et  r l’ordonnée. 

Ce  cas  particulier  constitue  le  premier  problème  où 
l’on  ait  étudié  le  mouvement  d’un  point  matériel  assujetti 
à rester  sur  une  ligne  mobile.  11  est  dù  h Jean  Ber- 
noulli (').  Anqrèrcl’a  résolu  dans  les  Annales  dcM.  Ger- 
gonne,  l.  XX,  p.  .37. 

4.  Etudions  le  mouvement  d'un  point  matériel  assu- 
jetti à rester  sur  une  surface  qui  change  à chaque  instant 
de  position  et  de  forme. 


(‘)  Oftera^  l.  IV,  |».  j|S. 
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On  pourra  se  ropréseiiter  le  point  materiel  euinuic  ren- 
fermé entre  deux  surfaces  parallèles  infiniment  voisines. 
Nous  ferons  abstraction  du  frottement. 

Soient 

X,  jr,  Z les  coordonnées  du  point  matériel  à l’époque  <; 

X ■+■  dx,  y -f-  dy,  z dz  les  coordonnées  du  même 
point  à l’époque  infiniment  rapprocliée  t dt\ 

X -h  àx ,y  -+-  dy,  z -+-  d z les  coordonnées  d’un  point 
de  la  surface  infiniment  voisin  du  point  {oc, y,  z)  ; 

X,  Y,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicilcnl  le  point. 

Le  principe  de  d’Alembert , combiné  avec  celui  des  vi- 
tesses virtuelles , nous  donne  l’équation 


Les  variables  x,y,  z,  t doivent  encore  vérifier  l’équation 
de  la  surface  mobile, 

F y,  s.  t)  = O- 


Cette  dernière  équation  nous  permet  d’éliminer  la  varia- 
tion d z ; car  elle  nous  donne 


f/F 

(Ix 


rt'F  , 

« J-  -f-  - - d/  4- 
Hy 


O, 


Il  en  résulte 


[1 

-XI 

'l*’  / 

rfF  J 

'îÇi  - z') 

f/F  1 

[' 

\ ) 

' <h  ' 

V ) 

Maintenant  les  variations  dx,  dy  sont  tout  à fait  ar- 
bitraires; il  faut  donc  ([lie  leurs  coefficlcnis  soiejil  séjia- 
rénicnt  nuis.  Ceci  nous  fouinit  les  trois  équations  sui- 
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vaiiu-s,  dont  ruiii-  est  une  ronsétiuoiicc  des  deux  autres, 


Deux  de  ces  trois  é<]uations , conjointement  avec  celle  de 
la  surface,  détermineront  x,  jr,  2 en  fonction  de  t,  el  le 
problème  sera  résolu. 

5.  Déterminer  le  mouvement  iT un  point  pesant  lancé 
le  long  d’un  plan  qui  tourne  uniformément  autour  d’un 
axe  horizontal. 

Prenons  l’axe  de  rotation  pour  axe  des  x,  la  verticale 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  pour  axe  des  z,  et 
l'instant  où  le  plan  est  horizontal  pour  époque  initiale. 
Nommons  o)  la  vitesse  angulaire  du  plan  comptée  positive 
lorsque  la  rotation  a lieu  de  l’axe  des_^'  vers  l’axe  des  z. 

Nous  avons  d’abord 


dx  ■ 

rit' 


d'y 

IF 


S Y + 


^2  = O. 


Au  lieu  d’éliminer  2 par  l’équation  du  plan,  - = tangeot, 

• il  nous  sera  plus  commode  de  remplacer  les  coordonnées 
y,  Z par  l’angle  décrit  eot  et  par  la  distance  du  mobile  à 
l'axe  de  rotation.  Soit  /•  cette  distance.  Les  formules  de 
iransforotation 

y = rco%ut,  irzrsint't, 

donneul 

o_7' = cosuf.Jr,  i?z  = sin  wt.  jr; 

d'y  d'r  dr 

— — = cosoit.  2w  Smwt.“: — u'  COSen/.r, 

de'  , dt'\  fit  ^ ■ 

d' i d'r  ■»  ' ' dr 

—r~  = sinut.  -7—  4-  2«  coswf . — — u’  sin  wt.r.  > 

de'  de'  .de  _ 
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De  CCS  valeurs  on  conclut  IV^uaiion  Irauslorméc 
r/’  JC  . f il’  r 

— — 5x4-1  -1 a’  r — ^sinw/ 

ill’  \ lit’ 

\ 

Ici  àx  et  ôr  sont  à volonté;  on  doit  donc  poser 

' tl’x  d’ r 

——=0,  et  — ; uV — "Sinwf=0. 

dt’-  dt‘ 


l.a  première  équation  a pour  intégrale 

. ‘ x = Af4-A’; 

*•  . * • 
l’intégrale  de  la  seconde  s’obtient  par  la  méthode  commune 

des  étpiations  linéaires  ; elle  est 


e 

sin  a/. 

2w’ 


Les  quati^  constantes  A,  A',  B,  B'  se  déterminent  sans 
difficulté,  quand  on  connaît  la  position  et  la  vitesse  ini- 
tiales. 

Supposons  en  particulier  que  le  mobile  parle  de  l’ori- 
gine des  coordonnées  sans  vitesse  initiale.  Alors 


et,  par  conséquent, 

S / ilt  — Ul  . 

x = o,  r=j-^—{e  — c — asinwfl. 

4 a’ 

Lorsque  t est  très-grand,  le  mobile  décrit  dans  l’espaie 
une  courbe  qui  est  à très- peu  près  la  spirale  logarifb inique 


l’angle  0 tenant  ici  la  place  de  co<. 

Nos  formules  supposent  que  le  point  matériel  reste  sur 
le  plan.  Or,  si  le  point  matériel  est  simplement  posé  sur 


VÉCA>tQi;E  nATIO^^ELLE. 


le  plnn,  il  tiiiira  par  rabaiuloiincr.  Uéicrminoiis  l’éjMjquc 
à laf|Uflle  celle  scparaiion  aura  lieu. 

Soit  R la  réaeiion  que  le  plan  exerce  sur  le  mobile.  Il 
V a constauimenl  équilibre  entre  la  réaction  R , la  pcsan- 
leur  et  la  force  accélératrice  elfcclivc  prise  en  sens  con- 
li-airc;  par  cou.scqucnl,  les  projections  des  deux,  pre- 
mières forces  spr  la  verticale  sont  égales  à Ja  ])rojeetiou 
de  la  troisième.  De  là  l'équatiou 
r/’z 

. ~ e — R cos  - ■ 

flr  ” 


(l’z 


Si  Ion  y remplace-^  par  sa  valeur  eu  r et  <,  donnée 


plus  haut,  puis  r et  ses  dérivées  par  les  valeurs  eu  t qui 
résultent  de  la  seconde  équation  du  mouvenicnl,  il  vient 

R = 2 " cos  6) / — 2w’  ( B c’"*  — B'  c~  ''**)- 


Ainsi  la  réaction  est  nulle,  et,  par  suite, Me  mobile 
.abandonne  le  plan,  à l’époque  qui  vérifie  réqualion 

— ;COSw/=:Br  — Bc 

0.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  materiel 
placé  dans  l’intérieur  d'uh  tube 'circulaire  qui  tourne 
uniformément  dans  un  plan  horizontal , autour  de  l’un 
des  points  de  sa  circonférence.  On  supposera  le  point 
matériel  placé  sans  vitesse  initiale  à l'extrémité  du  dia- 
mètre qtn  passe  au  centre  de  rotation. 

Soient  w la  vitesse  angulaire ,, et  0 l'angle  au  centre 
mesuré<|)ar  l’arc  que  le  point  matériel  a parcouru  sur  le 
cercle  mobile. 

On  trouve 

0 c-'  — c“'-" 

sin  - ; 

2 


d’où  l’on  voit  que  le  point  rnaléiiel  s’avance  sans  cesse 
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vers  le  rentre  de  rotation,  sans  jamais  pouvoir  l'at- 
teindre. 

' * AN.  \V. 

7.  Déterminer  le  mom’cnienl  d’un  poitil  pesant 
assujetti  a se  nioin'oir  sur  un  plan  qui  tourne  avec  une. 
vitesse  uniforme  autour  d’un  axe  vertical  situé  dans  ce 
même  plan. 

Soient  w la  vitesse  angulaire  du  plan  j r la  distanct'  du 
mobile  h l’axe  de  rotation,  z la  distanee  du  même  point 
au-dessous  du  plan  horizontal  qui  contient  sa  position 

initiale,  u,  « et  5 les  valeurs  initiales  <le  — et  — • 

tU  <U 

On  trouve 

* awr  = (wrt -t- a)  r"' -f- (wn  — a)c~''"; 

d’où  l’on  tire  l'équation  do  la  courbe  décrite  sur  le  plan. 


log 


a’ 


vr 


NV.  NV, 


8.  l.n  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  une 
courbe  liée  à un  axe  vertical , autour  duquel  elle  tourne 
uniformément  ; on  demande  à quelle  condition  cette 
courbe  doit  être  assujettie  pour  que  le  point  glisse  d'un 
mouvement  uniforme. 


Conservons  la  notation  du  proldcine  précédent;  et 
soient  X,  J',  Z les  coordonnées  d’un  point  de  la  courbe, 
ds  la  diirércntielle  de  l’arc. 

f 


I,a  composante  tangentiellc  de  la  pesanteur. 


faire  éejuilibre  à la  composante  langcntielle  de  la  force 
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cMitrifugi-, 

gdz  + [xdx  -(-  ydy)=z  o, 

6)’  . 

Z -) (x’  -4-  r’i  = const. 

2g  ' • 

Ainsi,  la  courbe  doit  être  tracée  sur  un  paraboloïde  de 
révolution  autour  de  l’axe  de  rotation , le  paramètre  de  la 

parabole  génératrice  étant  ~ 

Question  proposée  au  concours  d'agrégation,  année  i85o. 

SECTION  II. 

QUESTIONS  DIVERSES. 

l . Considérons  un  système  de  points  matériels  soumis 
à des  forces  et  à des  liaisons  quelconques . 

Soient 

m,  OTi,  Wj,  etc.,  les  masses  j 

«,  a,,  fl,,  etc.,  les  positions  à l’époque  t\ 

è,  , bi,  etc.,  les  positions  à l’époque  < -I- i//; 

c,  Ci,  Cl,  etc.,  les  positions  qu’auraient  les  mêmes 

points  à l’époque  t + dt,  si  pendant  l’instant  dt  ils 
eussent  été  libres  de  toutes  liaisons,  les  forces  extérieures 
restant  les  mêmes. 

Les  distances  cb,  c,  è, , c,b,,  etc.,  mesurent  les  dévia- 
tions instantanées  ducs  aux  liaisons. 

Ceci  posé,  propiosons-nous  de  démontrer  que  le  mou- 
vement d’un  système  de  points  matériels , liés  entre  eux 
d’une  manière  quelconque,  s’opère  à chaque  instant,  de 
telle  sorte,  que  la  somme  des  produits  que  Ion  obtient  en 
multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  sa 
déviation  instantanée  due  aux  liaisons,  est  inférieure 
à celle  que  l'on  trouverait  en  supposant  qu’à  l’époque 
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t-^dt  les  points  aient  d autres  positions  p , Pi , , etc . , 

compatibles  avec  les  liaisons. 

Dans  le  mouvement  réel , les  forces  perdues  à l’époque  t 
sont 


bc 

d?' 


fc,Ci 

'dl^' 


biCj 

~dT‘' 


Or  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  en  vertu  des 
liaisons ;*par  conséquent,  si  nous  donnons  aux  points  du 
système  des  déplacements  virtuels  iiPi,  ^Tpi,  - • • , 
nous  aurons,  d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 


m bc.  b ^ cos  (cA p)  ^ ^ 

D'ailleurs 

' J î -î  /v 

=.  cù  cos  (cAp); 

donc  la  différence 


2 c P — 2 ni  cb  = 2 inbp  — 7.  ^ mbc.b^  Cos  {cb  p ) 


est  toujours  positive  ; c’est-à-dire  que  la  somme  rela- 
tive aux  déviations  réelles,  ^ mch  , est  inférieure  à la 


somme  ^mcp,  relative  à tout  autre  système  de  dévia- 


tions compatibles  avec  les  liaisons. 

11  suit  de  là  que,  dans  le  cas  où  les  mouvements  libres 
ne  peuvent  exister  par  suite  de  conditions  nécessaires,  ces 
mouvements  sont  modiCés  parla  nature,  delà  même  ma- 
nière que  le  calculateur,  appliquant  la  méthode  des 
moindres  carrés,  modifie  les  nombres  observés  lorsqu’ils 
se  rapportent  à des  grandeurs  qui  sont  assujetties  à des 
relations  nécessaires. 


Gauss,  Journal  de  M.  Cralle,  t.  IV,  p.  23a. 

II.  2 
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Considérons  un  système  de  points  assujettis  à des 
liaisons  quelconques  et  un  second  système  semhlahle  au 
premier  quant  à la  disposition  et  quant  aux  liaisons. 
Soit  a le  rapport  de  similitude  linéaire  entre  les  deux 
systèmes.  Supposons  de  plus  que  (3  soit  le  rapport  des 
masses  entre  les  points  homologues  , et  y le  rapport  des 
forces  semblablement  dirigées  qui  agissent  sur  les 
points  homologues  dans  la  position  initiale  e^  dans  les 
autres  positions  semblables.  Dans  ce  cas , le  mouvement 
des  deux  systèmes  sera  semblable,  c’est-à-dire  que  les 
points  homologues  décriront  des  courbes  semblables  dans 
des  temps  proportionnels  : le  rapport  des  temps  s^r-a 


et  celui  des  vitesses 


En  effet,  nommant  m la  masse  d'un  point,  et  X , Y,  Z 
les  forces  motrices  fpii  le  sollicitent  parallèlement  aux 
axes,  nous  pourrons  représenter  le  niouAl-mcnt  du  pre- 
mier système  jiar  ré(jnation 


étendue  à tous  les  points  de  ce  système.  Si  nous  supposons 
que  le  second  système  soit  liomothctique  ati  premier  par 
rapport  à l’origine,  ce  qui  ne  nuit  point  à la  généralité, 
nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  second  sys- 
tème par  l’équation 
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étendue  à tous  ies  |ioints.  Or  cette  éipiaiion  eoincide 
avec  la  première  (|uand  on  ,y  remplace  ilt  ji.ir  y/  c//. 

Cela  suffit  pour  la  démonstration. 

Mais  pour  se  rendre  pleinemenl  raison  de  ce  ihéorème, 
il  faut  observer  que  dans  les  questions  de  dynamique,  il  ' 
entre  trois  quantités  tout  à fait  indépendantes  y l’espace, 
le  temps  et  la  masse  , et  deux  autres  quantités  qui  dépen- 
dent des  premières,  la  vitesse  ei  la  force.  La  vitesse  est 
proportionnelle  à l'c-space  parcouru  cl  en  raison  inverse 
du  temps.  La  force  est  proportionnelle  à la  masse,  .à  la  vi- 
tesse communiquée  et  en  raison  inverse  du  temps-,  ou. 
ce  qui  revient  au  même,  la  force  est  proportionnelle  à la 
masse,  à l’espace  qu’elle  fait  parcourir  et  en  raison  inverse 
du  carré  du  temps. 

Les  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse  sont  tout 
à fait  arbitraires;  par  conséquent,  les  équations  qui  pro- 
viennent d'une  question  de  dynamique  ne  peuvent  être 
altérées  quand  on  multiplie  respectivement  les  longueurs, 
les  temps  et  les  masses  pour  des  nombres  à volonté  a,  s et 
|3  ; pourvuque  l’on  multiplie  en  même  temps  les  vitesses  et 

les  forces  par  les  nombres  r;  = et  y = — • 

‘ s'a' 

Le  théorème  qui  nous  occupe  est  dû  à JNewton  (Prin-  - 
cipia,  lib.  II,  prop.  3a).  Il  constitue  une  vraie  théoris; 
de  la  similitude  en  mécanique,  la(|Uelle,  comme  l’on 
voit,  résulte  de  l’homogénéité  des  équations  par  rap- 
port aux  trois  espèces  de  quantités  qui  y figurent.  Quel- 
ques applications  feront  sentir  son  importance  théorique 
et  pratique. 

Deux  points  matériels  égaux  attirés  vers  un  centre 
fixe  par  une  force  proportionnelle  à la  puissance 
de  la  distance  partent  sans  vitesse,  l’un  d'une  dis- 
tance a,  l'autre  d’une  distance  a'.  J/ntrs  distances  an 

. J. 
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centre  d'utti action  seront  proportionnetles  après  des 
temps  dont  le  rapport  est 


Si  n = i,  les  distances  seront  proporlionnclles  après 
des  temps  r'-gaux , et , par  conséquent , les  mobiles  arrive- 
ront en  même  temps  au  centre  d’attraction  (’). 

L’application  suivante  a été  signalée  par  M.  J.  Ber-  • 
trand  (’). 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  'prévoir,  par  des  expé- 
riences  en  petit,  la  valeur  d’une  invention  mécanique 
dont  la  réalisation  sur  une  grande  échelle  serait  trop 
coûteuse.  Il  s’agira,  par  exemple,  d’une  locomotive,  et 
l’appareil  construit  sera  a fois  plus  petit  que  la  machine 
projetée. 

Le  rap{>ort  des  masses  sera  a’,  celui  des  forces  ducs  à 
la  pesanteur  sera  de  même  a’ 5 par  conséquent,  le  rapport 
des  autres  forces  qui  agissent  sur  les  deux  sj’stèmes  doit 
alttssi  être  De  là  il  résulte  que  le  rapport  des  vitesses 
sera  comme  le  rapport  des  temps,  et  le  rapport  des 
travaux  «*.  Examinons  séparément  les  dilïërentes  forces 
qui  se  trouvent  en  jeu.  Les  pressions  de  la  vapeur  sur  les 


(*)  Ei'LCRt  Hechanica,  t.  1,  cap.  iii,  $ 3o8. 

(•)  Nruto!!,  Principia,  lib.  1,  prop.  xxxvm,  cor.  7. 

(*j  Journal  de  l École  PolyUchnitjur,  XWIK  cahier,  p.  i8p. 
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pistons  devant  être  dans  le  rapport  de  et’  à l'uiiiië,  les 
tensions  rapportées  à des  surfaces  égales  devront  être  dans 
le  rapport  de  « à l’unité.  Les  résisianees  de  l'air  étant 
proportionnelles  aux  surfaees  et  aux  carrés  des  vitesses, 
elles  se  trouveront  naturellement  dans  le  rapport  voulu 
de  a’  à l’unité.  Les  frottements  de  glissement  étant  pro- 
jwrtionnels  aux  pressions  se  trouveront  aussi  dans  le  môme 
rapport.  Enfin  lés  frottements  de  roulement  étant  projwr- 
lionnels  aux  pressions  et  en  raison  inverse  du  diamètre 
des  roues,  se  trouveront  dans  le  rapport'de  a’  à Tunité. ' 
Ils  seront  donc  trop  grands  dans  le  petit  système;  on  de- 
vra tenir  compte  de  cette  dilférencc  qù’il  est  difficile  d’é- 
viter. 

Savart  a reconnu,  par  de  nombreuses  expériences,  que 
si  l’on  prend  pour  mesure  du  son  rendu  par  un  corps  so- 
lide élastique  le  nombre  de  vibrations  exécutée  pendant 
l 'unité  de  temps , ce  son  variera  en  raison  inverse  des  di- 
mensions du  corps,  tandis  que  ces  dimensions  croîtront 
ou  décroîtront  dans  un  rapport  donné.  Or,  comme  l’a 
remarqué  M.  Cauchy  (‘),  cette  loi  générale  d'acoustique 
résulte  encore  de  l’homogénéité  des  é<iuationsdu  mouve- 
ment. 

En  effet,  soient  deux  corps  de  môme  nature  et  dont  les 
dimensions  linéaires  sont  dans  le  rapport  a.  On  peut 
considérer  ces  corps  comme  formés  d’un  môme  nombre 
de  molécules  semblablement  disiwsécs  et  possédant  des 
masses  qui  soient  dans  le  rapport  a’.  Dès  lors  on 
a deux  systèmes  semblables.  Si  donc  les  valeur^  initia- 
les des  déplacements  moléculaires  nécessaires  pour  pro- 
duire des  vibrations  sont  dans  le  rapport  a , le  rap- 

a’ 

port  de  la  durée  des  vibrations  .sera  -p,  y étant  le  rapport 

V7 


( • ) Hem.  de  r Acnd.  drs  Sc.  de  Pw  i.*,  t.  I\ , p.  1 17  j 


Digitized  by  Goog[e 


•4'J.  MÉCAMyUE  KlTiONAELLE. 

clfs  forces  inoliices.  11  nous  reste  à prouver  (|ue  le  rap- 
port des  forces  motrices  est  a’,  ou  bien  (|ue  celui  des  for-  . , 

Ces  accélératrices  est  -•  Or,  si  l’on  cherche  l’expression  de 

la  force  accélératrice  qui  solli«’ite  une  molécule  z), 

on  trouve  cpi’elle  est  une  somme  de  termes  formés  cha- 
cun d’une  constante  multipliée  par  l’une  des  dérivées 
partielles  du  second  ordre  des  variations  des  coordonnées 
depuis  la  position  d’éc[uilibre , ces  dérivées  étant  prises 
par  rapport  aux  coordonnées  elles-mêmes;  en  sorte  que 
les  coordonnées  et  leurs  variations  étant  multipliées  par 
a,  chaque  terme  se  trouvera  divisé  par  «.  On  se  rend 
compte  jusqu’à  un  certain  point  de  cette  expression  de  la 
force  sans  aucun  calcul,  en  considérant  une  file  de  molé- 
cules , et  partant  de  ee  principe,  que  l’action  mutuelle  de 
deux  molécules" très-voisines  est  proportionnelle  à l’é- 
cartement qu’elles  ont  subi  à partir  de  leur  position  d’é- 
tpiilibrc,  et  que  cette  action  est  nulle  quand  les  deux  mo- 
lécules ne  sont  pas  très-voisines  l’une  de  l’autre. 

On  verrait  de  la  même  manière quela  loi  de  Savart  s’é- 
tend aux  sons  rendus  par  une  masse  fluide  contenue  dans  ‘ 
un  espace  fini. 

3.  Soient  P et  P'  deux  petites  billes  réunies  par  une 
tige  rigide  et  sans  poids  ; la  première  peut  glisser  sur  un 
Jil  tendu  horizontalement , et  la  seconde  repose  sur  le 
plan  horizontal  qui  eontienl  le  fit.  Déterminer  le  mou- 
vement que  prend  le  système  quand  on  lui  imprime  une  . 
vitesse  connue  le  long  du  plan  horizontal. 

On  suppo.se  que  les  frottements  sont  nuis  et  que  les 
billes  peuvent  être  assimilées  à des  points  matériels. 

Prenons  le  fil  pour  axe  des  jc,  et  .soient 
X l’abscisse  de  la  première  bille; 

.c',  y'  les  coordonnées  de  la  seconde; 

/ la  distance  des  deux  billes; 
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;/i , m' leurs  masses  ; 

0 l’angle  (jue  la  druile  PP'  fait  avec  l’axe  des  x. 


Puisque  les  forces  extéi  ieures  sont  nulles,  on  a l’équü 

tiun 

. 

d‘x  . . . 

U'y'  \ \ 

m (3x  1 —rr  -tt  ) = o. 

dt'  \ dt*  dO  1 

Or 

. . 

• 

x'  = X 4 / cos  0, 

/ ' = / sin  6 , 

lîx'  ^x  — /sinOdO, 

^ /cos 6^0  ; 

U‘x'  U‘x  d'eosO 

U' y'  ^f/’sinO 

4 

dt^  dt^  dV  ’ 

Ur  ~ Ut' 

SiibstituuiU  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  ei 
égalant  à 7.éro  les  coefficients  des  variations  arbitraires 
d.r , (JO,  il  vient 

é 

I \ / t cos  6 

(0  (w  4- / ^^  - = o, 


.d'cosOX  . , ,„//’sin6 

— w 1 1 —7—  + l — — — I siiiO  + ni  0 — — cosô  = O. 


■■■  • y - fil,  I - • • fh 

La  première  é(jualion  a pour  intégrales  successives 

( 3 ) ‘ (m  m')'^  — «(' / sin  0 ^ = A , 

' _ ' (Ü  (it 

(//I -(- /h')x  + w/'/cosO  = A/ + B, 

A et  B étant  deux  constantes. 

Soient  x„  et  0„  les  valeurs  initiales  de  x et  de  ô;  |3  et  w 

.celles  de  — et  de  Ces  valeurs  détermineront  les  twi- 
dt  Ut 

stantes , et  l’on  trouvera  finalement  . 

( m 4 ./II')  (x  — X,)  -I-  ni' /(cosO  — cos  0,) 


f4) 


— [(  "'*)  P — ni’ II,!  sinOjJf. 


JC  * 

L’élimination  de  la  dérivée  — entre  les  équations  (i 


Ut' 
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et  (a)  fournit  une  seconde  équation  , 

tP  cus6 


{' 


tl‘  siiiô 

cosO 


dp 


dp 


sinO  = O , 


qui  a pour  intégrale 
(m 


,./rfsin6\’  /rfcos6\’ 


const. , 


</6' 

( OT -+- wj' cos*9} -^  = const. 

Si  l’on  détermine  la  constante  par  les  données  initiales, 
il  vient 


»/6  / 
* ~ “ V 


m -h  m' cos’  0, 


( ) J.  \!  ...  ■ g 

Cette  dernière  formule  donne  6 en  fonction-  de  l à l’aide 
d’une  intégrale  elliptique;  portant  celte  valeur  dans  l’é- 
quation (4) , on  aura  x exprime  en  fonction  de  t. 

L’équation  dilTércntielle  de  la  courbe  que  décrit  la 
bille  P'  s’obtiendra  par  l’élimination  de  dl  entre  les  équa-. 
lions  (3)  et  (5)  ; les  coordonnées  seront  alors  x et  6.  Elle 
donnera  immédiatement  x en  fonction  de  0 à l’aide  d’une  ■ 
quadrature. 

Clairaut,  Mém.  de  l'Acad.  des  Sc.  de  Pans,  p.  lo. 


4.  On  suppose  trois  points  matériels  mobiles  dans 
un  plan  fixe  et  qui  s'attirent  proportionnellement  à la 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Trouver  tous  les  cas  où  le  mouvement  de  deux  de  ces 
points  autour  du  troisième  est  de  même  nature  que  le 
mouvement  relatif  de  deux  points  s’attirant  seuls  sui~ 
vant  la  même  loi. 

Soient 

fx  l'attraction  de  l’unité  de  masse  sur  l’unité  de  masse* 
à Punité  de  distance  ; 

M,  m,  m' les  masses  ; 
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p,  r,  r'  les  distances  mm'.  Mm,  Mm'; 

X,  jr  etx',  j'  les  coordonnées  des'points  m et  m'  par 
rapport  à des  axes  rectangulaires  et  de  directions  fixes 
qui  se  coupent  au  point  M. 

Prenons  la  question  de  plus  haut,  en  supposant  d’a- 
bord que  l’attraction  de  l’unité  de  masse  sur  l’unité  de 
masse  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance.  Re- 
présentons cette  fonction  par  f (r). 

La  force  accélératrice  qui  sollicite  le  point  m a pour 
composante  suivant  l’axe  des  x,  supposé  fixe, 


'■  P -, 

Si  nous  ajoutons  à cette  force  une  nouvelle  force  accélé- 
ratrice égale  et  contraire  à celle  qui  sollicite  suivant  la 
même  direction  le  point  pris  pour  origine,  nous  pour- 
rons considérer  l’origine  comme  fixe,  et  les  équations 
que  nous  fournira  le  principe  de  d’Alenibert,  dans  cette 
hypothèse,  seront  celles  du  moiivcnicnt  relatif.  Ces  équa- 
tions sont  les  suivantes  : 


(2)  ■—  -(-  (M  -t-  "')?W  ~ 1 = 0, 

(3)  7 + '”[?('•)  7 + ? (?)  " ' 

(4) 

Or,  si  le  point  m était  attiré  par  un  seul  point  placé  à . 
l’origine,  son  mouvement  serait  régi  par  des  équations 
de  la  forme 


eP  X , . X 

_+K,(r)-  = o, 


fP  y 

fir 


■+■  7 — O, 
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K (li'si^iiaiil  une  coiistaiilc.  Pour  que  dans  le  syslciue  des 
trois  points  le  niouveinciit  soit  de  même  nature,  il  faut  < 
donc  que  l'on  ait  constamment 

* * 

H désiÿ^nant  une  constante.  L’élimination  de  H nous 
donne  la  condition 

ia-s  équations  (3)  et  (4),  traitées  de  la  même  manière, 
nous  auraient  donné  la  condition  semblable 

De  là  résultent  deux  solutions, 

t(p)  _ ?(£_)  _ î _ 

P r r'  X y 

Sans  pousser  plus  loin  la  discussion  du  cas  général,  ve- 
nons au  cas  le  plus  intéressant,  celui  oit  (jp(r)  = 

PnEMiÈnE  SOLUTION.  p = r=>'\  les  irais  points  sont  ron- 
stamment  situés  aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral.  . 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)  se  réduisent  aux  sui- 
vantes : 

iPx  X 

— -»-fA(M -H /« -I- «/  )-  = O, 

i{‘Y  . » r 

-f-  it(  M t-  w -4-  /«  ) — =r  O , 

• • • \ 

d’où  l’on  voit  que  chacun  des  deux  corps  m,  m'se  meut 

I oiniiic  s il  était  attiré  vers  l’origine  par  une  masse  égale 

à la  masse  totale  des  trois  cor|)s. 

Pour  que  ce  mouvement  ait  lieu,  il  ne  suHit  [>as  que 
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les  corps  soient  primiüveniunt  situes  aux  sominets  d’un 
triangle  é(|uilatéral , mais  il  faut  encore  ({ue  les  vitesses 
initiales  de  deux  coi-ps  relativement  au  troisième  soient 
égales  et  également  inclinées  sur  les  droites  qui  joignent 
les  deux  premiers  corps  au  dernier,  en  sorte  qu’on  ait  au 
premier  instant  * 

d a dr  dr^ 


Seconde  solution.  - = ^-,  les  trois  oints  sont  con- 
stamment en  ligne  droite , et  si  le  point  m'  se  troin’c  nu 
milieu, 

= — ~r  — d 
X y r ’ ^ 

Ces  dernières  relations  permettent  d’écrire  l’éqiia- 
tion  (i)  sous  la  forme 


alors  on  voit  que  le  point  m se  meut  comme  s’il  étÿil 
attiré  vers  l’origine  par  une  force  égale  à 


-c-  ,M  -H  m -f- 


/«'  m’ 


Dr  les  trajectoires  des  points  m,  ni , rapportées  à dCs 
coordonnées  polaires  dont  l’origine  est  au  point  M,  ont 
des  équations  de  la  forme 

F(r,G)  = o,  ^-(r',6)  = ü. 

Si  ces  équations  étaient  connues,  l'élimination  de  0 donne- 
rait une  relation  entre  les  distances  simultanées  r cl  d, 
de  laquelle  on  pourrait  tirer  la  valeur  de  / en  fonction. 

de/’,  l.e  rapport  — et.  par  suite,  l’expression  (G)  sont 
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donc  des  fonctions  de  r.  D’un  autre  côté , quand  la  force 
attractive  est  une  fonction  de  la  distance , la  trajectoire 
ne  peut  être  une  section  conique , comme  l’exige  notre 
problème,  que  dans  le  seul  cas  où  la  force  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance;  donc 


— = const. 
r 


Soit 

{■;) 

d’où 


P 


Si  l’on  reporte  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  ou  (5),  il 


vient 


St + î’  ( ' °- 

Les  mêmes  substitutions  faites  dans  l'équalion  (3)  don- 
nent 


Mais  on  doit  avoir 


d'x  , . f/’x' 

= 


par  conséquent , 

M -*-  '«  -f  «;'{i  i -t-  =^M  -f- 


-4-  w ( I + />  ) — 1 


/” 


ou  bien 

j — .(/»'-)- 3 — {2  w'-f- 3/«)/;  — (hi +/«')  = 0. 

Les  équations  (a)  et  (4) , traitées  de  la  même  manière, 
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uoiuluiraicnt  à la  mèniu  relation  que  doit  vérifier  la 
eonstanie  p.  La  valeur  de  cette  constante  est  donc  la  ra- 
cine positive  de  l’étjuation  (8),  laquelle  est  unique  d’après 
la  règle  de  Dcscarles. 

En  résumé,  les  trois  mobiles  sont  toujours  en  ligne 
droite,  et  leurs  distances  sont  dans  un  rapport  constant, 
déterminé  par  les  écjuatioiis  (7)  et  (8).  Les  sections  co- 
niques décrites  par  les  points  m,  m'  sont  homothétiques 
par  rapport  au  pointM. 

Pour  produire  ce  mouvement,  il  faut  des  positions  ini- 
tiales qui  satisfassent  aux  conditions  précédentes,  et  des 
vitesses  initiales  relatives  qui  soient  parallèles  entre  elles 
et  proportionnelles  à la  distance  au  point  M. 

Si  l’on  suppose  que  M se  rapporte  au  soleil , à la 
terre  et  m à la  lune,  on  aura,  d’après  les  nombres 
de  la  Mécanique  céleste  (tome  III) , 

I I • 

M=r  I,  m = — m =r  — p-  _■ 

329b  jo  32gb3oXb8,5 

Ces  nombres  , rapprochés  de  l’équation  (8),  montrent 
que  P sera  une  petite  fraction;  011  peut  donc,  sans  erreur  < 

considérable,  égaler  le  plus  grand  terme  positif  au  plus 
grand  terme  négatif;  alors  il  vient 

1>=\/ — 3 — 5 ou  à peu  près  />  = —('). 

Les  deux  cas  (jue  nous  venons  d'exan)iner  sont  les 


(')  M.  Liourillc  a démontre  ( Àddiuoas  à la  Vonnaiisanee  drs  T^mps 
pour  que  dan?%  ccUc  solution  le  système  formé  par  îen  trois 

corps  est  instable;  en  sorte  que,  dès  qu’il  est  Ic^'êremcnt  trouble,  il  tond 
à se  déran(;er  de  plus  en  plus  d’une  manière  rapide. Il  en  recuite  que  si  ce 
système  avait  été  réalisé  par  le  Créateur  dans  le  soleil,  la  terre  et  la  lune, 
la  lumière  de  la  lune , loin  de  remplacer  constamment  celle  du  soleil  pen< 
dant  les  nuits,  comme  ralTirmc  Laplace  dans  \'Expo»ition  du  du 
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seuls  où  l’oii  :ti(  jni  trouver  toutes  les  iiittigriiles  rigou- 
reuses tltt  fameux  Problème  des  trois  corps.  Ils  ont 
été  discutés  par  l.aprauge  dans  son  hssai  d'une  nourcUe 
méthode  pour  lésoiidrc  le  problème  des  trois  corps,  ou- 
vrage qui  a remporté  le  prix  de  l’Académie  des  Seienees 
de  Paris,  en  177^. 

5.  Un  fil  Jlexible,  pesant  et 
homogène , porté  par  l 'une  de 
ses  extrémités , tourne  tuiifor- 
mément  autour  d’un  a.re  ver- 
tical. Dire  si  le  Jil  peut  con- 
server une  figure  permanente , 
et  quelle  est  cette  figure. 

Admettons  que  cette  figure 
permanente  soit  possible,  et 
clicrclions  à la  délerminer. 

Le  principe  de  d'Alembert  réduit  le  problème  à une 
simple  question  de  statique.  Trois  forces  agissent  sur 
ebacun  des  éléments  du  fil,  la  pesanteur,  et  deux  ten- 
sions dirigées  en  setis  contraires  suivant  les  tangentes 
extrêmes.  Ces  trois  forées  doivent  faire  équilibre  à'  la 
force  eireclive  dirigée  en  sens  contraire,  c’est-à-dire  à la 
force  centrifuge;  ainsi  les  moments  des  quatre  forces  au- 
tour de  l’axe  de  rotation  doivent  faire  une  somme  nulle. 
Or  les  moments  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge 


monde  (liv.  IV,  chap.  v),  aurait  clé  probablcnichl  moin*  fréquente  qn’cllo 
ne  l ‘eM  dan^  I cUt  actuel  de«  choses. 

Quant  au  système  fourni  par  la  prcnjière  solution  , M.  Gasclieau 
tic  Mécanique)  a montre  qu’il  est  stable  quand  on  a 

(M  H-  m-t-m'  )’ 

mm' ^ 

seulement  dans  cc  cas.  Cette  iiié{;nlilc  est  satisfaito  par  le  soleil,  l.s 
i.M  re  et  la  lune. 
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clant  nuis,  ceux  clos  deux  lonsioiis  duiceul  c'iie  égaux  et 
de  signes  contraires;  par  suite,  quel  cjuc  soit  le  point  du 
fil  que  l’on  considère,  le  moment  de  la  tension  on  ce 
point  doit  être  égal , en  valeur  absolue , au  moment  de  la 
tension  à l’oxtréniitc  libre,  lequel  c;st  nul,  puisque  la 
tension  est  nulle  à cette  extrémité.  Cela  exige  que  l’axe 
soit  renroutre  par  chacune  des  tangentes  à la  courbe 
formée  par  le  fd  ; d’où  il  résulte  que  la  courbe  est  plane. 
Au  reste,  si  l’on  omettait  de  faire  celte  remarque  dès 
le  principe  , l’analyse  )’  suppléerait. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  l’axe  des  -) 
sur  l’axe  de  rotation,  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, et  faisons  passer  l’axe  des  x par  l’extrémité  in- 
férieure du  (il. 

Soient  ti)  la  vitesse  angulaire,  T la  tension  essentiel- 
lement positive,  et  s l’arc  compté  à partir  de  l’extrémilé 
inférieure. 

Le  principe  de  d’Alcmbert,  applicjuc  à run  des  élé- 
ments du  fil , nous  donne  les  équations 


(0  '>[ 

T ^ j -(-  ùi^xiU  = o, 

(a.)  . • ,/( 

J • 

I.a  seconde  a pour 

intégrale 

T = CS  + const  ; 
ils 

et,  puisque  T et  a sont  nuis  à l’cxtrémilé. 

(3) 

...  ''.y 

Multiplions  les  équations  (i)  et  (a)  respectivement  par  ^ 

fiy  ■ . , • 

cl  puis  ajoutons  les  produits,  en  dévelop|>anl  les  dif- 
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fiTcnliclles  et  observant  que 

rfT  = — u’xf/r  + gdy, 

T = — - w’x’  -I-  gy  -+-  const. 

Soit  a la  distance  de  l’axe  à l'extrémité  inférieure. 
Nous  devrons  avoir  simultanément 

x — a,  y = O,  T = o. 

- Cela  nous  détermine  la  constante,  et  nous  donne 

(4)  T = ^ («’— -v’)  4- g-r- 

Pour  obtenir  l’équation  différentielle  de  la  courbe, 
remplaçons  ds  dans  les  équations  (i)  et  (a),  par  sa  va- 
leur [-(DT  dj , et  considérons  comme  la  va- 
riable indépendante  ; nous  jiourrons  écrire  Tes  résultats 
sous  la  forme 

"T-(^)’]"-^T-D']=“- 

Retranchant  ces  équations  membre  à membre  après  avoir 

iLx 

multiplié  la  seconde  par  — » puis  remplaçant  T par,  sa 
valeur  (4) , il  vient 

[1  (u’,  ~\fl'x  i dx\^  w’  t dx\'‘  dx  w’ 

Cette  équation  difïércntielle,  résolue  par  rapi>ort  à la 
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plus  haute  dérivée,  a tous  ses  coeflicients  réels;  par  con- 
■séfjucnt  elle  représente  une  courbe.  Le  fil  peut  conseiver 
une  figure  permanente. 

Il  nous  reste  h étudier  cette  figure. 

L’équation  (3)  nous  montre  que  la  lensioTj , estimée 
parallèlcnieiit  à l’axe  de  rotation,  est  égale  au  poids  du  fil 
situé  au-dessous  du  point  considéré;  T est  donc  supérieur 
à gy,  et,  par  conséquent  (4),  a:  ne  peut  atteindre  a.  T 
étant  essentiellement  positif,  la  même  équation  (3)  nous 
fait  voir  que  J"  croît  toujours  quand  s augmente.  Par  là 
nous  pouvons  déjà  entrevoir  ([uc  la  courbe  forme  une  suite 
d’ondulations  de  part  et  d’autre  de  l’axe  de  rotation.  Le 
nombre  de  ces  ondulations  est  évidemment  indéterminé; 
il  dépend  de  la  longueur  du  fil  et  de  sa  position  initiale. 

Intégrons  l’équation  (i)  à partir  de  l’extrémité  infé- 
rieure du  Cl  ; nous  aurons  •' 


xds,  ou  l>ion 


en  nommant  x,  la  distance  de  l'axe  au  centre  de  gravité 
de  l’are  .v  sur  lecjuel  .s’étend  l’intégrale.  Divisant  la  re- 
lation obtenue  par  l’équation  (3),  il  sient 


(5) 


fU 


'j'a-, 


Or,  si  nous  stipposons  que  la  distance  à Taxe  soit  un 

ilx  ■ 

maximum  ou  un  minimum  à l’extrémité  de  larc.c, — ^ 

fh 

sera  nul  à ce  point  ; donc  aussi  j',  sera  nul,  e’est-à-diro 
que  le  centre  de  gravité  du  fl  qui  pend  au-dessous  d'un 
point  dont  la  distance  à l’axe  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  se  trouve  sur  Vaxe  de  rotation. 

11  est  évident  que  la  même  chose  peut  se  dire  de  toute 
poVlion  de  Cl  dont  les  extrémités  sont  parallèles  à l’axe. 
'-IL  *.-■  ■ • - 3 
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De  là  il  suit  qu’une  telle  portion  tin  lil  coupe  toujours 
Taxe,  et  l’on  en  conclut  que  la  distance  de  l’axe  aux  dif- 
férents points  du  fil , prise  en  valeur  absolue,  n'a  pas  d'au- 
tre minimum  que  zéro.  Ainsi  la  forme  générale  de  la 
courbe  est  bien  telle  que  l’indique  la  figure. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  résulte,  eu  égard  au 
théorème  de  Guldin , que  toute  portion  de  la  courbe  qui 
est  terminée  à deux  points  consécutifs  ]>arnii  ceux  où  la 
tangente  est  verticale  (en  y comprenant  l'extrémité  libre), 
est  divisée  par  l’axe  en  deux  parties  tpii  engendrent 
dans  leur  rotation  des  surfaces  équivalentes.  A l’aide  de  la 
même  relation  (5),  il  est  aisé  de  voir  que  plus  générale- 
ment , si  Von  considère  deux  arcs  situes  tout  entiers  d’un 
même  côté  de  l’axe,  et  dont  les  tangentes  extrêmes 
soient  parallèles  deux  à deux , les  surfaces  engendrées 
par  ces  deux  arcs  seront  équivalentes. 

Aux  points  où  la  tangente  est  verticale,  ^ = i ; 

donc,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4)  j on  a pour  ces 
points 

= — r)  = -r’)- 


Puistjue  ^ est  généralement  inférieur  à l’unité  et  ja- 
mais supérieur,  s — y croit  avec  y,  d'après  cela,  la  der- 
nière relation  nous  fait  voir  que,  de  deux  points  où  le 
fil  est  vertical,  le  plus  éloigné  de  l’axe  est  le  moins 
élevé.  Ceci , rapproché  de  ce  que  nous  avons  dit  sur  l'aire 
des  différentes  nappes  de  la  surface,  nous  montre  que  la 
distance  de  deux  intersections  consécutives  de  taxe  par 
la  courbe  va  en  augmentant  à mesure  que  l’on  s’élève 
au-dessus  de  l’origine. 

Quand  on  suit  la  courbe  en  partant  de  son  extrémité 
inférieure,  on  rencontre  les  points  d’inflexion  sur  les 
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hranrhes  qui  se  rapprochent  de  l’axe.  En  e/rct  si  l’on 

P«s'‘  = ^ ' '■quation  diireremielle  de  la  rourhe.’ 

elle  donne 


La  couibe  intéressante  qui  nous  oeeupe  ici,  peut  s<- 
• réaliser  à très-peu  près  en  faisant  tourner  avec  la  main 
. une  chaine  à la  fois  pesante  et  flexible. 

6.  Un  fil  flexible  y homogène  et  soustrait  à la  gramê, 

tourne  uniformément  autour  (Cunedroilcfixesur  laquelle 

sont  attachées  ses  extrémités.  Dire  si  le  fil  peut  conser- 
ver une  figure  permanente , et  quelle  est  cette  figure. 

On  montrera  d’abord  que  la  courbe,  si  elle  existe,  doit 
être  une  courbe  plane;  puis,  prenant  l’origine  à l’une 
des  extrémités  du  fil,  et  l’axe  des  ^ suivant  l’axe  de  ro- 
tation , on  arrivera  à l’équation  différentielle 

\l[b  — xy  — a' 

dans  laquelle  a et  A sont  des  constantes  positives,  et  a <fb. 

Cette  équation  représente  une  courbe  réelle;  et,  comme 
les  constantes  sont  indépendantes  de  la  vitesse  angulaire , 
la  forme  de  la  courbe  ne  dépend  pas  de  la  vitesse  angu- 
laire; elle  dépend  seulement  de  la  longueur  du  fil , de  la 
distance  de  ses  extrémités  et  de  sa  position  initiale. 

Il  existe  une  infinité  de  formes  d’équilibre,  dans  les-  • 
quelles  le  fil  est  partagé  en  arcs  égaux,  situés  alternali-, 
veinent  de  part  et  d’autre  de  l’axe  de  rotation.  Ces  formes  - 
diverses  se  distinguent  par  les  valeurs  différentes  des  con- 
stantes a et  b. 

Ce  problème  a été  proposé  par  M.  Sturm,  au  concours 
d’agrégation  de  i84a 
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CHAPITRE  VI. 

MOMENTS  d’inertie. 


On  nomme  moment  d'inertie  d’un  corps  par  rappoil 
à un  axe,  la  somme  des  pro<luits  que  l’on  obtient  en  mul-* 
tipliant  la  masse  de  chatjue  molécule  par  le  carré  de  sa 
distance  à l’axe. 

Si  l’on  désigne  par  M la  masse  du  corps  entier,  et  par  k 
une  ligne  convenablement  déterminée,  on  ]>ourra  mettre 
le  moment  d’inertie  sous  la  forme  MA*;  alors  la  ligne  k 
est  ce  que  l'on  nomme  le  rayon  de  gyration  du  corps  au- 
tour de  l’axe  considéré. 

Euler  s’est  servi  le  premier  du  terme  moment  d’inertie  ; 
voici  comment  il  s’en  expli(pie  (')  : « Ratio  bujus  deno- 
» minationis  ex  similitudine  motus  progressivi  est  de- 
» sumpta  : quemadmodum  cnim  in  motu  progressivo,  si  a 
» vi  secundumsuam  dircctionem  sollicitante  accelerctur, 

» est  incrementum  celeritatis  ut  vis  sollicitans  divisa  per 
» massam  scu  ineiliam  ; ita  in  motu  gyratorio,  quoniam 
» loco  ipsius  vis  sollicitantis  ejus  momentum  considerari 

» oportet,  eam  expressionem 

n in  calculum  ingretlitur,  mo;»c«/nm  ineitiœ  appcllcmus, 

)>  ut  incrementum  celeritatis  angularis  simili  modo 
» proportionale  fiat  momento  vis  sollicitantis  divisc/per 
» momentum  inertiæ.  » ^ 

Soient/tet  A' les  rayons degyration  d’un  corps  auiourdc 
deux  droites  parallèles  LctL',  a la  distance  de  ces  droites. 


(*)  Tk{^oria  wotus  corporutn  ioiiâornm,  cap.  V,p.  ifij. 


/ 


r’</M,  quæ  loco  inertiæ 
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x'  la  distance  d’une  molécule  r/M  à un  plan  mené  par 
la  droite  1/  pcqtendlculairetnent  au  plan  des  deux 
droites  L et  L',  cette  distance  étant  comptée  positive  du 
côté  de  la  droite  L.  On  a généralement  la  relation 

jc'rfM; 

mais  (juand  la  droite  L'  passe  au  centre  de  gravité,  le  der- 
nier ternte  disparait  et  l’on  a simplement 

(U)  = 

Par  un  point  pris  à volonté  dans  l’intérieur  d’un  corps  , 
traçons  des  droites  en  nombre  quelconque,  et  sur  chacune.  • 
de  ces  droites  portons  une  longueur  égale  à la  valeur  in-  ^ 
verse  de  la  racine  carrée  du  moment  d’inertie  relatif  à cet 
axe.  Les  extrémités  de  ces  longueurs  seront  toutes  sur  la 
surface  d’un  même  ellipsoïde.  Si  nous  prenons  l’origine 
des  coordonnées  à l’origine  des  droites,  et  si  nous  posons 

« = ^ ^ • 
il  z=z  J yzdyi , f= 

les  intégrales  s’étendant  au  corps  entier,  l'équation  de 
rdlipsoïde  sera 

(V)  (b+c)x’-h{c  + u)y’+(a-hb)z’—2i/yz—2ezx—2fj:y=:^- 

Cet  ellipsoïde  a été  nommé  par  M.  Poinsot  ellipsoïde 
central  du  corps  j>ar  rapport  au  point  pris  {xmr  origine 
des  droites. 

« 

Considérons  l’un  quelconque  des  axes  coordonnés , 
l’axe  des  x par  exemple.  Si  l’on  a e = o et  J—  o,  on 
dit  que  l’axe  des  x est  un  «xe  principal  d'inertie  relative- 
ment au  point  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  le  . . 
moment  d’inertie  relatif  .à  çci  axe  se  nomme  moment 


MX'  = M(«'-t-X'.>)  — 5>. 


“/ 
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d'inertie  principal.  Eu  loin  point  du  corps  passent  trois 
axes  principaux  d’inertie;  ces  axes  sont  dirigés  suivant 
les  axes  de  l'ellipsoïde  central  relatif  à ce  point,  et,  par  • 
conséquent,  ils  se  coupent  à angle  droit. 

Trouver  le  rayon  de  gyration  d’une  lentille  bicon- , 
vexe  homogène  autour  d'une  parallèle  à V axe  de  ré- 
volution. On  suppose  la  lentille  -terminée  par  deux 
r surfaces  sphériques  égales.  ~ 

Il  nous  suffit  de  considérer  une  seule  des  deux  lentilles 
plan-convexes  dont  renseinble  forme  la  lentille  proposée. 
Soient 

* r le  rayon  de  la  surface  sphérique;  ‘ •' 

a la  flèche  de  la  lentille  plan-convexe; 

. b le  rayon  delà  base; 

■ M la  massi’  ; . • . ; ’ 

P la  densité; 

, h cl  A''  les  rayons  de  gyration  autour  de  l’axe  proposé 
. et  autour  de  l’axe  de  révolution; 

c la  distance  de  ces  deux  axes.  ■ ' 

Commençons  par  déterminer  le  rayon  A'*. 

Pour  ci'la,  considérons  d’aliord  une  tranche  infininienl 
mince  et  perpendiculaire  à l’axe.  Si  nous  nommons_y  le 
rayon  de  cette  tranche  et  x sa  distance  au  sommet  de 

■ la  lentille,  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  autour  de 
l’axe  de  révolution  sera 

0(1x1  I r’ . rdOdj-  ~ -Tpr‘(l.r. 

Jo  Jo  ^ 

' De  là  il  résulte 


1 /*** 

‘ ax  = — rp  I 

2 Jo 


( 7.  rx  — 
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^ A • 


a fl 


pal  QjiiâéquciU , 

= ( n ' + 5 n ’ A ’ + 1 0 A ‘ ) J 

i-k  I #A  ' ' ' 


b . lo 

ei , puisque  M = ^np  («  ’ + 3 «i* ) , on  a 

i n ‘ -4- 5rt’ A’ -t- lo  A‘ 
lo  o’  4-  3 A’ 

Maintenant  il  est  aisé  de  calculer  A car 
' • ■ A’=A’‘~f-c’. 

Kulkh  , Thcnria  molilf  corporum  solidorum  , cap.  VI,  prol). 


*\ 


2.  Étant  donnés  une 
pyramide  homogène  à 
hase  quelconque  et  trois 
axes  rectangulaires 
» OX,  OY,  OZ  passant 
„ an  sommet,  concevons 
que  l'on  ait  joint  le 
centre  de  gravité  G de 
^ l'aire  de  la  hase  d un 
B sommet  A du  contour 
polygonal  de  cette  aire 
et  au  milieu  B d'un 


' . ^ la  pyramide  triangu-, 

luire  qui  aurait  pour  hase  le  triangle  G AB  et  pour  som- 
met le  sommet  O de  la  .pyramide  donnée;  p,  l,  a les 
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longueurs  OG,  GH,  HA  ; A j «x  leurs  projections  sur 
le  plan  YOZ5  et  que  l’on  indique  par  le  signe  S une 
somme  relative  à toutes  les  pyramides  triangulaires 
telles  que  la  pyramideOCiAVi,  dont  l’ ensemble  constitue 
la  jryramide  donnée,  le  moment  d’inertie  de  ce  dernier 
corps  autour  de  l’axe  OX  sera  représenté  par  la  formule 

Il  s’agit  de  démontrer  ce  résultat. 

Di  soiis  de  suite  que  le  moment  d'inertie  d’un  po- 
lyèdre homogène  de  forme  quelconque , autour  d'une 
droite  quelconque  OX,  sera  représenté  par  la  même 
formule,  pours’u  que  l'on  étende  le  signe  sommatoirc  H 
il  toutes  les  pyramides  ayant  pour  sommet  un  même 
point  de  la  droite  OX  et  pour  bases  les  différentes  faces 
du  polyèdre , et  que  dans  cette , somme  on  regarde 
comme  négatives  les  masses  des  pyramides  qui,  relative- 
ment à leur  base,  sont  situées  du  côté  opposé  au  po- 
lyèdre. 

Considérons  la  pyramide  triangulaire  OGHA. 

Soient 

la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  O sur  la 

base  ; 

Yio  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G sur  le 
eôté  AH  ; 

K un  point  quelconque  du  solide; 

H le  pied  de  la  droite  OK  sur  le  plan  de  la  base  ; 

I l'intersection  de  la  droite  GH  avec  le  côté  AH; 

^ la  distance  HI  ; 

r,  la  projection  de  GH  sur  la  droite  «(,; 

ç la  projection  de  OK  sur  la  droite 

Les  valeurs  assignées  aux  qnantilcs  E,  ^ délinissent 
la  position  du  point  K. 
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Prenons  pour  élément  de  la  base  GAB  le  petit  qua- 
drilatère compris  entre  la  droite  GI , une  droite  iufîni- 
ment  voisine  menée  par  le  point  G , une  parallèle  à AB 
menée  par  le  point  H et  une  parallèle  infiniment  voisine. 

La  surface  de  cet  élément  sera  —di^.dn.  Concevons  que 

cet  élément  soit  la  base  d’une  petite  pyramide  ayant  son 
sommet  au  point  O,  et  prenons  pour  élément  de  niasse 
dm  la  masse  du  petit  solide  découjw  dans  cette  pyramide 
par  un  plan  mené  au  point  K parallèlement  à la  base,  et 
par  un  plan  parallèle  infiniment  voisin.  En  supposant  la 
densité  égale  à l’unité,  nous  aurons 

dni  dt,tl  7)  • 

Ceci  posé,  soient  x , x',  x/'  les  abscisses  des  points  K, 
H,  I,  et  /'il  Al  «I  les  projections  des  distances  /r,  /,  a 
sur  l’axe  des  x. 

Nous  aurons 


'x  = ^x',  j/ ^ p,-h  — {x"  — Pt),  4- /, -t- 

L't,  par  coiisétjuenl, 

D’après  cette  valeur,  et  en  observant  que  pour  embrasser 
toute  la  pyramide  triangulaire  il  faut  faire  varier  les 

rapports  -,  —,  — de  /.éro  à Tuiiité,  il  vient 

a n,  G 

r.i  '•  . T 

I arV//;i=grt»„e„  I . ' ' \ |‘ 


I 
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La  soninif  de  toutes  les  étjualions  semltlables  relalives. 
à toutes  les  pyramides  triangulaires  qui  composent  la  pv- 
ra  mi  de  donnée,  fera  connaître  l’expression  de  l’intégrale 

étendue  à tous  les  éléments  de  ce  dernier  corps. 

Les  trois  remarques  stiivantes  jtermettent  de  simplifier  le 
résultat. 

1°.  Le  produit  ario^o  cgal  <à  six  fois  la  masse 
de  la  pyramide  triangulaire,  on  peut  donc  le  remplacer 
par  6rn. 

a®.  Poiu’  les  deux  pyramides  triangulaires  qui  se  joi- 
gnent au  milieu  13  d’une  même  arête , la  quantité  repié- 
seiitée  par  a,  est  égale  et  de  signe  contraire , tandis  que 
les  autres  quantités  qui  figurent  dans  la  formule  sont 
égales  et  de  même  signe  j donc  les  termes  qui  contiennent 
ir,  à la  première  puissance  disparaissent  dans  la  somme  ' 
relative  à toutes  les  pyramides. 

d**.  Le  produit  «no  Pi  l\  se  décompose  en  deux  fac; 

I O 

2 1 

leurs  le  premier  reste  con- 

stant quand  on  passe  d’une  pyramide  triangulaire  à une 
autre,  et  dont  le  second  représente  le  moment  statique  de 
l’aire  GAB  par  rapport  à un  plan  mené  par  le  centre  de 
gra\ité  G perpendiculairement  à l’axe  OX.  Or  ces  mo- 
ments, relatifs  aux  diil'érents  triangles  qui  forment  la  base 
de  la  pyramide  donnée,  ont  une  somme  nulle;  donc  le 
lerme  ar;oÇo/''iA  disparait  dans  la  somme. 

11  reste  finalement 

, î<)’ 

On  aura  de  meme,  en  nniniuant  o,  et  /), , /, , o. 
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los  projections  de  p,  /,  a sur  les  axes  ÜY  et  ÜZ, 

1 

La  suinmc  de  ces  deux  deruières  équations  donne  préci- 
sément la  formule  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Comme  application,  nous  calculerons  le  moment  d'i- 
nertie d’un  polyèdre  régulier  homogène,  autour  d’un 
axe  OX  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps,  et, 
par  suite,  autour  d’un  axe  quelconque. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  à l’inspection  des  polyèdres 
réguliers,  par  la  considération  de  l’ellipsoïde  central, 
que  les  moments  d’inertie  de  ces  corps  autour  des  axes 
qui  passent  au  centre  de  gravité  sont  tous  égaux.  Par 
suite,  le  moment  d’inertie  autour  de  l’axe  OX  est  égal 
au  tiers  de  la  somme  des  moments  d’inertie  autour  des 
trois  axes  OX  , OY,  OZ  ; c’est-à-dire  que  l’on  a 

j ( r’  -t-  *’)d M ^ Ô 

De  plus,  les  ([uantités  p,  /,  a sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  pyramides  triangulaires.  La  masse  m de  chacune  de 

ces  pyramides  est  g pla.  Si  l’on  nomme  p le  nombre  des 

arêtes  sur  chaque  face  du  jwlyèdrc , et  v le  nombre  des 
_ arêtes  qui  se  réunissent  à chaque  sommet , le  nombre  des 
pyramides  triangulaires,  quadruple  du  nombre  total  des 
arêtes,  sera 

8(iv 

2((i  -4-  v)  — i U.-J 

De  Unit  cela  résulte  la  valeur  suivante  du  moment  d’i- 
nertie , 


/ (.r^+  Z-  (/’’  + i + S • 
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L’une  des  longueurs  p , /,  a étant  donnée,  les  deux  au- 
tres s’eu  déduisent  par  les  relations 

(/;’ -t- /')  sin’ — = fl’)  cos’ - , 

” I F , ‘ 

K rr 

/ sin  - = a cos  — - . 

tt  fi  ■ . 

Hoppe,  Arthivder  Mathcmatik  und  Physik,  von  J.  A.  Grunert; 
Greiswald,  i855,  t.  XXIV,  p.  204. 

3.  Démontrer  la  proposition  suivante  : Si  l'on  cherche 
V ellipsoïde  central  d’un  corps  pour  chacun  des  points 
d'une  même  droite,  et  que  Von  mène  le  plan  conjugué 
de  cette  droite  dans  chacun  des  ellipsoïdes , tous  ces  ' 
plans  se  couperont  suivant  une  même  ligne. 

Prenons  la  droite  considérée  ]>ouraxedesx,  et  représen- 
tons par  X,,  y,,  z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
ilu  corps.  L’équation  [\ ) reprcseiilera  l’ellipsoïde  cen- 
tral relatif  au  point  pris  pour  origine;  et  pour  en  déduire 
ré<jualioii  de  l’ellipsoïde  relatif  au  point  il  sullfa 

de  changer 
X en  x — à ; 

a eu  -^J  (x  — d)’ t/M  = rt -|- 0* — 2x,d; 

e eu  e — z,J; 

J en  f— y, 6. 


(')  On  obtient  cette  relation  eu  considérant  le  trièdre  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  gravité  du  polyèdre  cl  qui  a pour  arêtes  OA,  OB,  OG.  En 
^ olTetilcs  angles  dièdres  correspondants. ù CCS  arêtes  sont  respectivement 

^ ; il  on  résulte  que  l’on  a 
y a /!* 

TT  :r 

cos  - = sin  - cos  ( AOB  ) ; 

V 

et,  par  conséquent,  ' . 

ÔR’  »iii’  - = fu’  coi’  L 
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Mais  il  ne  sera  point  nécessaire  de  former  celte  seconde 
' équation;  car  les  substitutions  indiquées,  faites  dans  l’é- 
quation du  plan  conjugué  de  l'axe  des  x relativement  au 
premier  ellipsoïde,  donneront  l’équation  du  plan  conju- 
gué du  même  axe  relativement  au  second  ellipsoïde. 
D’après  cela,  l’équation  du  premier  plan  conjugué  est 

(1)  . {b  + c)x  —/jr  — CZ=  O, 

et  celle  du  second , 

(é  -4-  c)(x  — 5)  — (/—jiS)  y — (<i—  a,<î)j  = o. 

L’intersection  de  ces  deux  plans  est  représentée  par  l’é- 
quation (i)  jointe  à l’équation 

(2)  x,y  -h  z,z  = b c. 

Or  CCS  deux  équations  sont  indépendantes  de  d;  par 
conséquent,  l'intersection  appartient  au  plan  conjugué  de 
l’axe  des  x dans  l’ellipsoïde  central  relatif  à l’un  quel- 
conque des  points  de  cet  axe. 

Supposons  que  e et  f soient  nuis  pour  une  origine 
convenablement  choisie,  c’est-à-dire  que  la  droite  don- 
née soit  un  axe  principal  d’inertie  relativement  à l’un  de 
ses  points  pris  pour  origine. 

Alors,  d’après  l’équation  (i) , l’intersection  commune 
des  plans  conjugués  sera  dans  le  plan  des  j r ; d’apri’-s  l’é- 
quation (2),  elle  sera  située  dans  un  plan  pcrpcndiculairi' 
au  plan  déterminé  par  l’axe  des  .r  et  par  le  centre  de  gra- 
vité, et  sa  distance  à l'axe  des  x sera  le  quotient  du  cari  é 
du  rayon  de  gyration  autour  de  cct  axe  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  au  même  axe.  11  résulte  de  là  cl  d’une 
proposition  bien  connue  (pic,  si  le  corps  est.  libre  de  tour- 
ner autour  de  la  droite  considérée , et  quune  force  in~ 
stantanéc  vienne  à le  frapper  suivant  l'intersection  com- 
mune des  plans  conjugués , l'axe  n éprouvera  aucune 
percussion. 
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Trouver  pour  un  corps  quelconque  le  lien  des 
points  O tels  que,  les  axes  principaux  d’inertie  relatijs 
à ce  point  étant  pris  pour  axes  coordonnés , tune  des 
quantités 

ait  une  valeur  assignée  d'avance  H. 

Les  seules  données  de  la  question  sont  les  valeurs  A , 
B,  C que  prennent  les  quantités  a,  h,  c lorsque  P ori- 
gine O coïncide  âvec  le  centre  de  gravité  du  corps. 


PiTiioiis  d'abord,  autour  du  point  ü,  des  axes  coor- 
<1oniiés  rectangulaires  de  di  réel  ions  quelconques,  OX', 
OY',  OZ/,  et  posons 


Repri-sentous  encore  par  h l’une  des  quantités  a,  A,  c, 
en  sorte  que  M (n  -t-  i -t-  c — h)  soit  l’un  des  moments 
d'inertie  principaux  relatifs  à l’origine,  et  nommons  , 
fi,  V les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  de  ce  moment 
avec  nos  axes  coordonnés.  ■■ 

L'txjuation  de  l’ellipsoïde  central  sera 

h'  -hc')  r’’  -4-  (c'  -t-  a’) y'  ■+■  î'’  — ift y'  z' 

-7.c's'x' - a/'ar-v' =.i, 

M 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

b' y'  + c'i’’  ■+■  2 d'y  z'  + 2 f'  z'x'  -h  a/’x'  r' 

M 

Si  l’on  applique  cette  iHfuation  au  point  de  la  surface 
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(|ui  f'slsûué  sur  l’a\e  princip;il  de  direction  (X,  p,  v),  en 
observant  que  l’inverse  du  earr<'-  de  la  distance  de  ce  point 
à l’origine  est  M {«'-4- e' — /«)  ou  M(fl4-X’-f-e  — //), 
il  vient 

. a"i.'  -t-  b' ^ r'v’-t-  arf'pv  4-  2e'vi  + a.A'lp  = h. 

De  plus,  puisque  l’axe  principal  d’incM'lic  est  normal  à 
la  surface  de  l’ellipsoïde,  les  quantités  X,  p,  v,  A doivent 
vérifier  les  relations 

, n’  X 4-  ./’’(*  + X V /)'  P 4-  <■/'  V 4-y’  X c'  V X 4-  f/  ' P ^ 

X P V ' 

d’où  l'on  tire  par  l’éliiuination  des  eosiinis, 

/i’  — (<*’  ■+■  4-  e’)  /<’  4-  {a'  b'  4-  b'c'  4-  c'a'  — — «'•* — ■_/'')  //' 

b'e'^-i^/'^-h2<rc/')=zo. 


Telle  est  l'é<[uation  (juia  pour  racines  les  trois  valeurs 
fie  A correspondantes  à l’origine  O. 

Supposons  niaiptenant  que  les  axes  OX^,  OY',  07/ 
soient  parallèles  aux  axes  principaux  d’inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité  ) et  transportons  l’origine  à ce  centre. 
Nous  aurons,  en  nommant  >5,  Ç les  coordonnées  du 
point  O relativement  à la  nouvelle  01  igine , ^ 


I n'  = A4-ï’,  //  = B4-n%  c'=C4-:, 

I rf—rX,  '•  = f—U\ 


et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs , la  dernière  équation 
deviendra 

Ç-'  , 

A — A /i  — b'*' /i  — C '■ 


Quand  on  y donne  à A la  valeur  partieulière  H,  l’équa- 
tion résultante 


l)‘  !,■ 


H — A ■ II-B  ' H-C 
représente  le  lieu  cherché. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  Second  ordre , (|ui  a pour 
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centre  le  contre  de  gravité  du  corps , et  pour  axes  les  axes  •• 
principaux  d’inertie  relatifs  au  centre  de  gravité. 

Soit 

A<B<C. 

Pour  que  la  surface  soit  réelle  , il  faut  que  H soit  supé-  ' 
rieur  à A.  Suivant  que  H est  compris  entre  A et  B , B et  C , ' 

ou  cpie  H est  supérieur  à C;  la  surface  est  un  hyperbo- 
loïde  à deux  nappes,  un  hyperboloïde  à une  nappe,  ou 
un  ellipsoïde. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  l’on  obtient  en  faisant 
varier  H sont  toutes  homo focales.  Il  en  résulte,  comme 
l’on  sait,  que  deux  surfaces  de  même  famille  ne  se  rencon- 
trent pas  et  que  deux  surfaces  de  familles  différentes  se 
coupent  à angle  droit,  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à un  point  quel-  _ 
conque  O,  sont  dirigés  suivant  les  intersections  des  trois 
surfaces  homofocales  qui  passent  à ce  point. 

En  elTet , les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à l’une 
des  surfaces  fait  avec  les  axes  coordonnés,  sont  propor- 
tionnels aux  quantités 

; ' s 

H _ A ' H - B ’ » — c’  - 

Or,  si  dans  les  éejuntions  (i)  ([ui  délinissent  les  directions 
des  axes  principaux,  on  remplace  h par  H,  /,  p,  v par  les 
fractions  précédentes,  et  a',h',c'^  d\  d,J'  par  les  va- 
leurs (2),  ees  i-quations  sont  identiquement  vérifiées,  eu 
égard  h ce  que  le  point  (^,  r,,  Ç)  se  trouve  sur  la  surface 
rejirésentce  par  l’équation  (!1). 

Eu  chaque  point  O,  les  quantités  désignées  par  a,  h,  c, 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  se  trouvent  comprises 
riMipectivemenl  entre  A et  B,  B et  C,  C et  oo  . D’après 
' cela,  les  moments  d'inertie  prim  ipaux  rangés  par  ordn- 
de  grandeur,  a h , u-(-c,  A-t-c,étant  comparés  aux 
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moments  d'inertie  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité 
et  rangés  dans  le  même  ordre,  A-f-B,  A-t-C, 
on  a les  inégalités  suivantes  : 

A B a b B -4“  C , O c A + C , b -t-  r B C. 

Il  nous  est  facile  de  trouver  les  points  oü  les  trois  mo- 
ments d’inertie  ont  trois  valeurs  données. 

Soient  H,,  H,  ,,Hs  les  valeurs  de  «,  è,  c qui  résultent 
des  trois  moments  donnés,  et  w,  ^ les  coordonnées  des 
points  dont  il  s’agit. 

Pour  obtenir  ces  coordonnées,  il  nous  faut  résoudre 
les  trois  équations  simultanées 


S’  >1’  ü'  _ 

H,  — A H,  — B H,  — C ‘ ’ 

V _ 

H,  — A H,  — B H,  — C “ ‘ 

Nous  y parviendrons  facilement  comme  il  suit  (')  ; 

Dans  l’équation  (3)  qui  comprend  chacune  des  équa- 
tions proposées,  remplaçons  H par  A — «,  et  considérons-  • 
alors  f , TI , Ç comme  des  quantités  connues , et  u comme 
l'inconnue.  Sous  ce  point  de  vue,  l’équation  sera  du  troi- 
sième degré,  et  ses  racines  seront  A — H,,  A — H,, 

A — H,. 

Cette  é<juation  pourra  s’écrire 

I'  Ç’  • . . 

1 -f-  - -t- 1 = o. 

« H -4-  B — A H C — A 


(*)  Le  procédé  do  résolution  que  nous  donnons  ici  est  dû  h M.  Chélini,* 
il  s'applique  À un  nombre  quelconque  d'équations  de  même  forme. 


Digilized  by  Googic 


5o  MÉr.AMQDE  ItAT10^«KL^. 

Faisant  dlsparaitrc  les  dénominateurs  et-  égalant  le 
dernier  terme  au  produit  des  racines  change  de  signe,  il  - 
vient 

r(B- A)(C- A)  = -(A  -H,)(A-H,)(A-H,). 

Nous  trouverions  de  même , ^ 

«’(C-B)(A-B)=-(B-H,)(B-H,)(B-H,), 

i;^(A-C)(B-C)=-{C-H,)(C-H,)(C-H.). 

Ainsi , les  équations  sont  résolues.  On  voit  qu’il  existe 
huit  points  où  les  trois  moments  d’inertie  principaux  ont 
les  valeurs  données.  Ces  huit  points  appartiennent  tous  à 
un  même  système  de  trois  surfaces;  ils  sont  deux  à deux  • 
aux  extrémités  d’un  même  diamètre,  et  pour  chacun  de 
ces  couples  de  points,  les  axes  principaux  d’inertie  sont 
parallèles. 

J.  Bihkt, /our/jfl/  de  l'École  Polyt.,  XVI'  cahier,  p-  4'  i '8'  '• 

5.  Étant  donnés  les  axes  et  les  moments  d’incrUc 
principaux  relatifs  au  centre  de  gravité,  déterminer  le 
lieu  des  points  où  deux  des  moments  d’inertie  princi- 
paux ont  une  même  valeur. 

• Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  sup- 
posons toujours  A < B <[  C.  Il  nous  faut  trouver  la  re- 
lation qui  existe  entre  4 » « » C lorsque  l’équation  en  H , 


(0 


g’  , V , g»  _ 

H — A H — B H — C“'’ 


a deux  racines  égales. 

‘Quand  deux  racines  diilérentes  de  A , B,  C sont  éga- 
les, l'une  d’elles  appartient  à l’équation  dérivée 


(H  — B)‘ 
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Or  cette  dernière  équation  n’a  que  des  racines  iniagi- 
-iiaircs;  donc,  s’il  est  des  racines  doubles  , elles  ne  sont 
autres  que  A , B on  C. 

Pour  reconnaître  dans  quels  cas  ces  quantités  sont  ef- 
fectivement des  racines  doubles,  il  convient  de  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  de  l'équation  (i)  avant  de 
prendre  sa  dérivée.  Alors  on  arrive  sans  peine  aux  ré- 
sultats suivants  : 

I.a  valeur  H = C est  racine  double  quand  on  a 


I.a  valeur  11  = B est  racine  double  quand  on  a 


(3) 


I.a  valeur  H = A ne  peut  jamais  être  racine  double. 

Par  conséquent,  l’ellipse  et  l’hyperbole  représentées 
par  les  équations  (a)  et  (3)  contiennent  tous  les  points 
où  deux  des  moments  d'inertie  principaux  ont  une  même 
valeur.  ■ 

J.  Binet,  ibid. 

6.  Déterminer  tous  les  points  où  les  axes  principaux 
sont  parallèles  à ceux  qui  se  coupent  en  un  point  donné. 

Soient  O le  point  donné,  OX',  OY',  OU  les  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  à ce  point,  GX,  GY,  GZ  des  axes 
parallèles  menés  parle  centre  de  gravité,  etx, , y, , les 
coordonnées  du  point  O relativement  aux  derniers  axes. 

On  a , par  hypothèse . 

Ç r' y rfM  = O, 

4 • 
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OU  bien,  ("Il  IransjKuTaul  les  axes  au  oontrc  de  gravilé, 

/ïf/M  4-  = n, 

u-^ 

ir</M  M Z,  X,  = O , 

xjrfM  4-  Mx,  y,  = O. 

Les  intégrales  qui  ligiircnt  dans  ces  équations  (A)  coii- 
scrvenl  la  môme  valeur,  lorsqu’on  substitue  an  point 
donné  O un  nouveau  point  où  les  axes  principaux  d’iner- 
tie soient  parallèles.  Par  conséquenT,  nous  obtiendrons  le 
lieu  cherché  en  résolvant  les  équations  (A)  par  rapport 
à X, , J', , Si , et  regardant  les  intégrales  comme  des  coii- 
' staiites. 

S’il  n’est  aucune  des  intégrales  qui  soit  nulle , les  équa- 
tions (A)  nous  donneront  deux  systèmes  de  valeurs  de 
X, , s,  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi , if  n’est  en 
général  que  deux  points  où  les  axes  principaux  soient 
parallèles.  La  droite  qui  unit  ces  deux  points  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  centre  de  gravité. 

Admettons  maintenant  que  Tune  des  intégrales  soit 

nulle;  ce  sera  par  exemple  l’intégrale  vx/7M.  Alors 
nous  aurons 

Z,  = 0,  ou  /i  = o; 

et,  par  conséquent,  l’une  des  deux  autres  intégrales  sera 
nulle. 

Soient 

Z,  = O et  f zjrrfM  = o. 

Dans  ce  cas,  le  point  donné  O se  trouve  sur  Tun  ries 
plans  principaux  d’inertie  relatifs  au  centre  de  grasité; 
rundes  axes  principaux  d’inertie  relatifs  au  point  donné, 
OZ',  est  parallèle  à l’un  des  axes  principaux  d’inertie  rc- 


latifs  au  cciilie  de  gravilé;  el  le  lieu  elieielié  est  l'hyper- 
bole équilalèrc  représeulée  par  l’cqualiou 

M -I- / xjfilti  — O. 

Supposons  enfin  que  les  trois  intégrales  soient  nulles. 
Dans  ce  cas,  deux  des  coordonnées  r,  sont 

nulles;  c’est-à-dire  que  le  lieu  cherché  est  l’un  quel- 
conque des  trois  axes  principaux  d’inertie  relatifs  au 
centre  de  gravité. 

GuiBüaT,  Journ.  de  l’Ecole  Polyt.,  XXV'  cahier,  p.  1 18. 

Corollaire.  — Le  résultat  obtenu  dans  le  cas  d'une 
intégrale  nulle,  comparé  à celui  du  problème  4,  nous 
conduit  à ce  théorème  de  géométrie  : Sur-  une- série  (V el- 
lipses ou  d’hyperboles  homofocales , le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à une  direction 
donnée  est  une  hyperbole  égiiilatère  qui  passe  aux 
foyers  communs. 

7.  Étant  donnés  un  corps  et  un  point  choisis  à 
volonté,  déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  qui  passent 
à ce  point,  celles  qui  sont  un  axe  principal  <t inertie 
du  corps  relativement  à l’un  de  leurs  points. 

Soient  P le  point  donné;  Gf,  Gr,  G^  les  axes  prin- 
cipaux d’inertie  relatifs  au  centre  de  gravité;  n,  , 
les  coordonnées  du  point  P par  rapport  à ces  axes;  X,  fx,  v 
les  cosinus  des  angles  qu’une  droite  menée  par  le  point  P 
forme  avec  ces  axes  ; O le  jwint  de  cette  droite  par  rapport 
auquel  elle  est  un  axe  principal  d’inertie;  r la  distance 
PO;  OX',  OY',  OZ'  des  axes  parallèles  à ceux  des  Ç,  n, 

et  conservons  pour  le  reste  la  notation  du  problème  t. 

Les  cosinus  X,  a,  s doivent  (Probl.  4.)  vérifier  les 
équations 

a'\  c'y b'  ^ -y-  d'v  J' s c y ^ g'^  d' ^ 
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ei 

. . À’  + fl’  4-  v'  = I . 

Or  on  a pour  un  point  quelconque  (x', y,  z'),  (Ç,‘»J,Oî 
x'  = Ç — {Ç,  4- ri),  y = ji  — (>i,  4- rfi), 
z'=.Ç  — (Ç,  4-r»); 

d’où 

n'  = A 4-  (Çi  4-  ri)’,  i'  = B 4-  (n,  4-  ru)’, 

* c'  = C4-(Ç,  4-'-v)S 

' </'  = (»,  4- r^)  (Ç, rv),  e' = (Ç,  4- rv)  (Ç,  4- ri), 

/'  = (Ç.  + ri)  (a,  4- rfi). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (A),  et  éli- 
minant r,  ce  qui  est  facile  parce  que  les  termes  en  ;•*  se 
détruisent I il  vient 

iivÇ,  (B  — C)  + ”^'«1  (C  — A)  4-  ifiî,  (A  — B)  = O. 

Cette  relation  nous  montre  que  toutes  les  droites  con- 
courantes qui  sont  un  axe  principal  d’inertie  pour  un  de 
leurs  points,  forment  le  cône  du  second  degré  représenté 
par  l’équation 

[(.-..)  (Ç  - î, )?.  (B -C)l  ■ 

)(«-5')”'{c-A)  =0, 

+ (Ç-Ç,)(«-a,)î,{A-B)J 

ou 

(B-C)Ç,  4-(C-A),,«  4-  (A-B)!;,Ç, 

4-{B  — C))!iÎ,Ï4-(C  — A)  ÇiÇin  4-  (A  — B)Ç,7),î;  =t  o. 
Ampère,  Mém.  de  VAcad:  des  Sc.  de  Paris , t.  V;  i82l'i822. 

CoROLLAiiiE.  — De  là  et  du  ri'aultat  du  problème  4 nous 
concluons  cette  proposition  de  géométrie  : Le  lieu  de 
tontes  les  normales  que  l’on  peut  abaisser  d’un  point 
donné  sur  trois  séries  de  surfaces  honiofocales  est  un 
Cône  du  second  degré. 

8.^  Démontrer  que  la  conelilion  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'arête  d’un  tétraèdre  homogène  soit  un  axe 
principal  d’inertie  du  corps  relativement  à l'un  de  scs 
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poînfs,  est  que  celte  ttrêlc  soit  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à r arête  opposée. 

9.  Nous  proposerous  de  vérilier  quelques-uiis  des  ré- 
sultats suivants  : 

Il  s’agit  de  corps  homogènes,  et  l'on  nomme  k le  rayon 
de  gyration. 

Pour  une  droite  AB  autour  d’un  axe  qui  passe  à 
l'extrémité  A et  fait  un  angle  (3  nuec  la  droite,  la  lon- 
gueur de  la  droite  étaul  /,  ou  a 

3 

Pour  une  droite  autoiw  d'un  axe  perpendiculaire 
et  non  situé  dans  le  même  plan,  ia  étant  la  longueur 
lie  la  droite  et  h la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de 
la  droite  sur  l’axe , 

■A’  = ^ n’  -t-  6’. 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d’un  axe  perpendicu- 
laire à son  plan  et  passant  à son  centre,  de  gravité, 
T étant  le  rayon , c la  corde  et  a la  longueur  de  l’arc , 

— («’  — c’). 
a' 


Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire à son  plan  et  passant  au  milieu  de  l'arc , 


O r* 

k'  î= [a  — c). 

U 


Pour  la  surface  d’une  ellipse  autour  du  grand  axe^ , 
au  étant  le  grand  axe  et  aft  le  petit  axe, 


Autour  du  petit  axe,  on  aurait  A’ 
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Pour  la  surface  d'un  triangle  isocèle  autour  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base,  la  base 
étant  ai, 


Pour  la  surface  d’un  triangle  KlàQ,  autour  d’ un  axe 
perpendiculaire  passant  au  sommet  A,  les  côtés  opposés 
aux  sommets  A,  B,  C étant  respectivement  a,  b,  c, 

A’ = -^  fl*). 

Pour  la  surface  d’un  triangle  autour  d’un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre  de  gravité , 

A’  = ^ (a*  -4-  -1-  c'). 

Pour  la  surface  d'une  ellipse  autour  d’un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre,  ^a,  ai  étant  les  axes 
de  la  courbe, 

• A'  = 2 ("’  + i’b 

4 

' Pour  la  surface  d’un  parallélogramme  autour  d’un 
axe  perpendiculaire  passant  au  centre,  a a,  ai  étant 
les  côtés , 

* - 3 

Pour  la  surface  d’un  polygone  régulier  autour  d'un 
axe  passant  au  centre  de  gravité,  n étant  le  nombre 
des  côtés  et  c la  longueur  de  chacun  d’eux^ 

2 -I-  COS  

. . C n 
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•••••'  n 

Pour  une  sphère  creuse  autour  d'un  diamètre ,■  a et  i 
étant  les  rayons  de  la  surface  externe  et  de  la  surface 
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interne , 


X'  = 


3 a'  b‘ 


5 n*  — b' 

Pour  un  cône  droit  autour  de  son  axe,  a étant  le 
rayon  de^  la,  base, 


. = — n’. 

lO 


Pour  un  cy  lindre  autour  de  son  axe,  a étant  le  rayon 
de  la  base,  ^ 


3 

Pour  un  (yrlindre  autour  d' une  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  V axe,  a étant  le  rayon  de  la  base  et  3 6 la  longueur 
du  cylindre , - 

= 7 fl’  + 5 6’. 

4 3 

Pour  un  cône  droit  autour  d'une  perpendiculaire  à 
l’axe  menée  par  le  centre  dé  gravité,  a étant  le  rayon 
de  la  base  et  c la  hauteur  du  cône , 


*’ = (4«’ -I- <^’)- 


Pour  une  lentille  biconvexe  autour  d’un  diamètre  de 
la  base  commune  des  deux  lentilles  plan-convexes  qui 
la  composent , la  notation  restant  la  même  que  dans  le 
problème  1 , 

I 7fl‘-hi5rt’è’-t-io6' 

20  fl’  -H  3è’ 

Plusieurs  de  ces  résultats, «et  en  particulier  ceux  qui  se 
rapportent  aux  solides,  ont  été  donnés  par  Euler  dans 
l’ouvrage  intitulé  : Tficoria  motus  corporum  solidorum , 
cap.  VI. 


f)8 
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- CHAPITRE  Vil.  . 

t 

nilNCIPE  DES  FOnCES  VIVES  ET  DE  LA,  TliANS.MISSlON 
DD  Tli.VVAiL. 

t ' * 

t 

. SECTION  1. 

FORCES  VIVES. 


L’expression  de  force  vive  a été  introduite  en  méca- 
‘iiique  par  Leibnitz,  qui  s’en  ost  servi  pour  la  première 
l'ois  dans  son  Mémoire  : « Speciinen  dynamicum  pro  ad- 
mirandis  uaturæ  Icgibus  circa  eorporum  vires,  et  mutuas 
’actiones  detegendis,  et  ad  suas  causas  rcvocandis  [Acta 
erucUtoriun,  lypS).  m II  avaitcn  vuede  distinguer  la  force 
d’un  corps  en  mouvement  de  celle  d’un  corps  immobile 
qui  presse  un  obstacle.  Celte  dernière  force,  qui  n’est  en 
ilfet  qu’une  tendance  au  mouvement,  fut  nommée  par 
opposition  force  morte. 

La  mesure  de  la  force  vive,  nommée  aussi  à cette  époque 
Jorce  motrice  ou  force  mouvante,  fut  le  sujet  d’un  débat 
mémorable  dans  les  annales  des  scienres  entre  Leibnitz 
et  les  disciples  de  Deseartes. 

Leibnitz  considérait  la  force  vive  connue  Une  puissance 
inhérente  au  corps  en  mouvement,  par  laquelle  il  est  cg.- 
pable  de  vaincre  une  certaine  somme  de  résistance.  Pour 
trouver  la  mesure  de  la  force  vive,  il  regardait  tout  corps 
animé  d’un  mouvement  comme  ayant  reçu  ce  mouvement 
par  l’action  de  la  gravité,  en  tombant  d’une  hauteur  con- 
vcuable.  Or,  disait-il,  si  un  corps  de  masse  m est  animé 
d’une  vile.sse  v,  il  est  capable  de  remonter  à une  hauteur 


égale  à 


2 g 


en  surmontant  la 


résistance  produite  par  la 
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gravité.  Si  le  corps  était  animé  d'une  vitesse  double, 
triple,  etc.,  il  serait  capable'de  remonter  à une  hauteur 
quatre  fois,  neuf  fois,  etc.,  égale  à la  précédente;  donc  il 
serait  capable  de  vaincre  une  résistance  (piatre  fois,  neuf 
fois , etc. , égale.  De  là  il  suit  que  la  force  vive  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  elle  est  d'ailleurs  évi- 
demment proportionnelle  à la  masse  m,  comme  lu  résis- 
tance de  la  gravité;  donc  la  vraie  mesure  de  la  force  vive 
est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse  ou  mv'. 

Les  disciples  de  Descartes  répondaient  que  si  le  corps 
possède  une  vitesse  double ^il  peut  à la  vérité  remonter  à 
une  hauteur  quadrtiple  ; mais  cela  dans  un  temps  double. 
Or  produire  un  effet  ({uadruple  dans  un  temps  double , 
c’est  avoir  une  pui.ssance  double  et  non  une  puissance 
quadruple;  donc  la  puissance  ou  la  force  vive  d’un  corps 
en  mouvement  est  simplement  proportionnelle  à la  vitesse, 
et  sa  mesure  naturelle  est  le  produit  de  la  masse  par  la  vi- 
tesse ou  me.  Et  d’ailleurs,  ajoutaient-ils,  si  l’on  ne  fai- 
sait pas  entrer  la  durée  de  l’effort  dans  l’estimation  de  la 
force,  il  s’ensuivrait  qu'un  enfant  aurait  la  même  force 
qu’un  homme,  puisqu'un  enfant  peut  faire  en  deux  jours 
le  travail  qu'un  homme  fait  en  un  seul  jour. 

Du  côté  de  Leibnits  se  rangèrent  Jean  et  Daniel  Ber- 
noulli, Wolff,  s’Gravcsande,  Camus,  Muschcnbroeck  , 
Papin,  Hermann,  etc.  Les  principaux  adversaires  furent 
Maclaurin,  Clarke,  Stirling,  Désaguliers , Robins  et 
Mairan.  Malgré  leurs  définitions  opposées,  les  deux  par-' 
tis  arrivaient  aux  mêmes  résultats  dans  la  plupart  des 
problèmes. 

Celte  discussion  dura  trente  années.  Enfin  d’Alembert 
fit  voir,  dans  la  préface  de  sa  Dynamique^  que  la  dispute 
portait  principalement  sur  les  termes,  sans  avoir  aucun 
rapport  nécessaire  avec  les  principes  fondamentaux  ilc  la 
mécanique.  Depuis  celle  époque,  on  est  couvemi  de 
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iiomiuer  quaiitilé  de  mouvement  d'uii  corp»  le  |(rüduit 
de  sa  niasse  par  sa  vitesse,  d’appelei-ybrce  vive  le  produit 
de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse,  et  de  conserver  au 
mot  force  motrice  la  signidcatioii  que  lui  attribue  New- 
ton dans  les  Principes,  savoir  le  produit  de  la  masse  du 
corps  par  l’accélération  que  la  force  communiquerait  au 
corps  s'il  était  libre.  U accélération  dont  il  s’agit  ici  est  la 
dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  vitesse  estimée  dans  le 
sens  de  la  force;  on  la  nomme  aussi  force  accélératrice . 
Ces  dénominations  sont  indépendantes  de  toute  théorie 
sur  la  nature  intime  des  forces;  elles  doivent  être  consi- 
dérées comme  des  conventions,  faites  pour  simplifier  le 
langage. 

Le  principe  des  forces'  vives  consiste  dans  l’existence 
d’une  intégrale  commune  à tous  les  problèmes  de  dyna- 
mique où  les  liaisons  s’expriment  par  des  étjuaüons  in- 
dépendantes du  temps.  Si  l'on  représente  par  X,  Y,  Z les 
forces  motrices  qui  sollicitent  la  molécule  m dans  le  sens 
des  axes  coordonnés,  par  e la  vitesse  de  celte  molécule 
à l’époque  t,  par  v„  sa  vitesse  à l’époque /oj  et  si  l’on 

ronvient  que  le  signe  sommatoire  ^ s'étend  à toutes  les 

molécules  ^du  système,  l’inlégrah'  dont  il  s’agit  peut 
s’écrire- 

" ^ t 

I -f- Yrf/ 4- Zrfj). 

Dans  le  cas  où  la  somme2(X</x  4-  Yrfy  -f-  Zdz)  est 

la  difl’érentielle  exacte  d’une  fonction  des  < oordonnées  x, 
y,  Z,  etc.,  considérées  conune  variables  indépendantes, 
l’accroissement  de  la  force  vive  de  tout  le  sysièmi', 

^mv'—'^mvl. 
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rst  la  somme  des  accroissements  de  force  vive  que  rece- 
vraient les  différentes  molécules  si , étant  toujours  sollici- 
tées par  les  forces  dont  les  expressions  en  fonction  des 
coordonnées  sont  X,  Y,  Z,  etc.,  on  les  forçait,  par  des 
liaisons  convenables,  à passer  de  la  première  position  à 
la  seconde,  en  suivant  un  chemin  choisi  à volonté. 

Dans  le  cas  où  la  somme  ^ (Xc/x  -t-  Y'ify  -I-  Zi/z)  est 

la  différentielle  exacte  d’une  certaine  fonction  des  coor- 
données X,  Z,  etc.,  considérées  comme  variables  assu- 
jetties à vérifier  quelques-unes  des  équations  de  liaisons, 
par  exemple  L = o,  M = o , . . . , R = o,  l'accroissement 
de  force  vive  de  tout  le  système  est  la  somme  des  aecroisse- 
ments  de  force  vive  que  recevraient  les  différentes  molé- 
cules si,  étant  toujours  sollicitées  par  les  forces  X,  Y,  Z, 
elles  étaient  forcées,  par  des  liaisons  convenables,  de  pas- 
ser par  un  chemin  quelconque  de  la  première  position  à 
la  seconde,  en  vérifiant  toutefois  les  conditions  L=o. 
M = o,...,  R = o pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Enfin  lorsque  la  somme  2|(X<fx  -y-'ï dy  Zdz)  n’est 

point  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  coordon- 
nées, x,  jr,  Z,  etc.,  considérées  comme  des  variables 
assujetties  à vérifier  les  équations  de  liaisons,  l’intégrale 

ne  peut  s’obtenir  qu’en  substituant  à x,j,  z,  etc.,  leurs 
valeurs  en  fonction  du  temps  fournies  par  l’intégration' 
des  équations  du  mouvement;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
le  théorème  des  forces  vives  n’est  d'aucune  utilité  pour 
trouver  les  intégrales  du  problème. 

Quand  plusieurs  molécules  sont  liées  entre  elles  de 
. manière  à former  un  svstème  solide,  les  actions  mntuelles 


I 
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qui  naissent  de  ces  liaisons  n’entrent  pour  rien  dans  l'ac- 
croissement des  forces  vives. 

La  force  vive  d’un  système  se  décompose  toujours  en 
deux  parties  dont  l’une  est  la  force  vive  due  au  mouve- 
ment du  système  relativement  à son  centre  de  gravité 
considéré  comme  fixe,  et  l’autre  est  la  force  vive  qu’au- 
rait le  système  s’il  était  tout  entier  concentré  à son  centre 
de  gravité,  sans  que  le  mouvement  de  ce  point  soit  altéré. 
Quand  le  système  est  libre  ou  que  les  liaisons  se  rédui- 
sent à des  relations  entre  les  distances  mutuelles  des  mo- 
lécules, l’équation  des  forces  vives  s’applique  séparément 
au  mouvement  relatif  du  système  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

Le  théorème  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement  des  systèmes  à liaisons  complètes.  On  nomme 
ainsi  les  systèmes  de  molécules  où  les  équations  de  liai- 
sons sont  en  nombre  égal  aux  coordonnées  moins  une. 
C’est  le  cas  de  presque  toutes  les  machines  employées  dans  * 
l’industrie. 

On  trouve  la  première  trace  du  principe  des  forces  vives 
dans  un  poslulatum  dont  Huyghens  s’est  servi  pour  dé- 
terminer le  centre  d’oscillation  (‘)  ; mais  ce  fut  Jean  Ber- 
noulli (*)  qui  le  premier  soupçonna  une  loi  générale  de 
la  nature  dans  la  conservation  des  forces  vives.  Daniel 
Bernoulli  (’)  appliqua  les  idées  de  son  père  au  cas  de 


[*)  St  pcndulum  è pluribus  ponderibus  composilumi  atque  è quicte  di- 
roiBSum,  partent  quameumquo  osdllationis  integræ  cnnfccerit,  atqiic 
inde  porro  intelligantur  pondéra  cjus  singula,  reliclo  cbmmuni  vinculo, 
celeritatea  acquisitas  sursum  convcrtcrc,  a^c  quuiiaquc  possunt  ascendore; 
hoc  facto,  centrum  gravUaiis  ex  oninibns  contposiUc , nd  eamdem  alti- 
tadinem  reverBum  cril,  quant  nnto  inceptam  oscillationem  obtinchat 
{Horologium  oscillatoriumy  P.  IV,  prop.  4)>  * 

(')  Operût  passim. 

(*)  M^m,  de  lAcad.  des  Sr.  de  BerUn^  174^,  p.  336. 
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plusieurs  rorps  qui  s’allireut  avec  une  intensité  fonction 
quelconque  de  la  distance.  D’Alembcrl  ( ' ) démontra  le 
théorème  pour  plusieurs  cas  particuliers,  à l’aide  de  son 
principe  général  de  dynamique,  et  il  ne  fut  point  difGcile 
de  reconnaître  que  sa  démonstration  s’applique  à tous  les 
cas  où  le  théorème  subsiste;  aussi  peut-on  regarder  le 
théorème  général  comme  démontré  dès  cette  époque. 

1 . Déterminer  le  mouvement  du 
pendule  formé  par  un  corps  inva-  . 
riablement  lié  avec  un  axe  cylin- 
drique qui  roule  sans  glisser  sur 
deux  portions  d’un  même  plan  ho- 
rizontal. 

Considérons  la  section  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  à l'axe, 
mené  par  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système;  les 
oscillations  seront  parallèles  à ce  plan. 

Soient  , 

4:  le  rayon  du  cylindre; 

a la  distance  de  l'axe  du  cylindre  au  centre  de  gravité 
du  système; 

m la  masse  du  système  ; 

h .son  rayon  de  gyration  autour  d’une  parallèle  à Taxe  , 
menée  par  le  centre  de  gravité. 

Prenons  l’origine  au  point  où  la  section  du  cylindre 
touche  la  trace  du  plan  horizontal  lorsque  le  pendule  est 
en  équilibre,  dirigeons  l’axe  des  dans  le  sens  de_,la 
pesanteur,  et  nommons 

X,  y les  coordonnées  du  centre  de  gravité; 
l'angle  que  la  droite  a fait  avec  l’axe  des  y ; (*) 


(*)  Traité  de  Dynamique,  part.  Il,  chap.  nr. 
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a la  valeur  initiale  de  l'angle  ® correspondante  à une 
vitesse  nulle. 

Le  principe  des  forces  vives  nous  donne 


Or 


rfo’  dx^ 


,r  = asiny  — cy,  j-  = ocosif  — c; 
dx  . dy 


MU.  . » * 

— = (nCOS(f  — c)- 


— . — = — asm  O — ; 

dt~"' ' ' dt'  dt  ^ dt' 

. substituant  ces  valeurs,  et  déterminant  la  constante  par 
les  données  initiales , il  vient 


rfç’ 


: 2ga{coS(f  — cosa). 


(A’  + o’  -t-c’  — 2flf  cos») 

Telle  est  l’équation  qui  nous  fait  connaître  la  vitesse 
angulaire  du  pendule  pour  une  position  quelconque. 

Si  nous  représentons  par  T la  durée  d’une  oscillation . 
nous  aurons 


/\o.  i 

^ j -1  l (^’+a’-l-c’ — 2ffccos<f)’ 
’’  J (cosip  — cosa)  ’ 


rf®. 


Cette  intégrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finies  mais, 
si  nous  supposons  les  oscillations  fort  petites , il  sera  fa- 
cile de  calculer  sa  valeur  approchée. 

En  effet,  posons 

sini  = ip,  sm-=P; 

2 2 

nous  aurons  approximativement,  en  négligeant  les  puis- 
sances de  ((/  et  de  (3  supérieures  à la  seconde, 

cos«f  = I — 2>|>’,  cosa  = I — 2 P’,  = 

/>,'5  I 

, / * I (A’ -4- a’ -l-c’ — y.nc  -i-  nd-l 

~ V 

i-'o  (2  P’— 2^’)  ' 
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OU,  posant  pour  abréger  , 

k^  + [a-c)‘::=  h\ 

■/5 
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Jo  V{— 

■»  ' 

Dans  notre  ordre  d’approximation , nous  pouvons  rem- 

1 . /h'-k-^acY  , / ^ac 

placer  y/  — ^ par  A ^ i -t-  — - — - — j -,  alors  I in- 

tégration peut  s’effectuer,  et  il  vient 

T = — 4- 

4/<  s/âg 

EiiLF.n,  JVova  Acta  Acad.  Petrvp.,  1788,  p.  i45- 


2.  Un  fil  flexible , très-mince  et  sans  poids,  attaché  à 
un  point  fixe  par  son  extrémité  supérieure,  s" enroula 
sur  la  circonférence  d’un  cercle  vertical,  lequel  fait 
corps  avec  un  solide  dont  le  centre  de  gravité  coïncide 
avec  le  centre  du  cercle.  Une  partie  du  fil  étant  déroulée 
et  tendue  verticalement , on  abandonne  le  corps  à son 
poids.  Déterminer  le  mouvement  qu’il  prendra. 

Il  est  clair  que  la  partie  rectiligne  du  fil  sera  toujours 
verticale,  car  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont 
verticales.  . . - , 

Soient 

y la  longueur  de  cette  partie  rectiligne; 
y a la  valeur  initiale  de  y ; ' 

0 l’angle  dont  le  corps  a tourne  autour  de  son  centre 
de  gravité; 

a le  rayon  du  cercle  ; 

m la  masse  du  corps  ;’  • ' 

k son  rayon  de  gyration  autour  d’une  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle,  menée  par  le  centre. 

11.  5 
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On; 


et  d'ailleurs 
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/ - ^ ô*  dy^  \ 


r/6  1 dy 

y=y;  + a^, 


A l’aide  de  cette  dernière  relulion  réquaiion  des  forces 
s ivcs  peut  s’écrire 


a'  ■+■  X’  d)^ 
a’  dt' 


= (/—/.)• 


Elle  a pour  intégrale 

y —y,  ou  « 0 = 


go’t’ 

2 (r/’  4-  / ' ) 


Cet  exemple  est  l’un  des  Thtoremntn  selecta  donnés 
par  Jean  Bernoulli  pro  conservntione  viriitm  vivarum 
demonstranda  et  experimenlis  con/iimanda. 

Comment.  Àrad.  Pctrvp  , l'ja'j , p.  200.  — Opern  , t.  III , 
p.  127. 


3.  Un  pilon,  maintenu  vertical  à l’aide  iPun  collier, 
est  pressé  avec  une  force  connue  contre  un  plan  incliné', 
surface  supérieure  d’un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
dans  une  rainure  horizontale.  Déterminer  le  mouvement 
communiqué  à ce  corps , en  négligeant  les  frottements. 

Prenons  l’axe  des  y dirigé  suivant  le  pilon  on  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  l’axe  des  x dirigé  en  sens  con- 
traire du  mouvement  dans  le  plan  horizontal  de  la  rainure. 

Nommons  a.  l’angle  que  la  trace  du  plan  incliné  sur  le' 
plan  des  xy  fait  avec  la  verticale; 

et  x'  les  distances  à l’origine  des  points  où  cette  trac»' 
coupe  les  axes  ; 

f (y)  la  force  appliquée  au  pilon; 

m la  masse  du  pilon; 

né  celle  du  corps  ; 

yt  la  valeur  de  y lorsque  le  mouvement  comineni-e.. 
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■ 


f/r' 

~dr 


~dt~ 


r* 


f{y)  dy 


Éliminant  x'  par  la  relalion  x'  = j langa,  il  vient 


dy  \Jm  -H  w'tang’a 


H 


f(x)dr 


Si  Ion  suppose,  en  particulier,  que  la  force  agissant 
sur  le  pilon  soit  la  pesanteur  seule,  alors  on  a 

J f{r)dy  = n,g(y,-jl 

et  1 intégration  de  1 é(|uation  du  mouvement  peut  s’elfec- 
tuer.  On  trouve 

I 


• mst' 


.r=y. 


■ m' tang’a 


x'z=zjr,  tanga  — 


- mgt'  tanga 


r»  -Hot' tang’a 

4.  Un  poids  P est  sus- 
pendu à un  anneau  • D ; 
dans  cet  anneau  passe  une 
corde  qui,  d'une  part,  est 
attachée  à un  point  fixe 
A,  et  qui,  d'antre  part, 
après  avoir  passé  sur  une 
poulie  de  renvoi  B , va 
s'enrouler  sur  un  cylindre 
homogène  , horizontal  C , 
mobile  autour  de  son  axe,  et  soutient  enfin  un  poids  V. 

On  fiait  abstraction  du  poids,  de  la  raideur  et  de 
l’épaisseur  de  la  corde,  ainsi  que  des  frottements  sur 
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les  anneaux.  La  poulie  de  renvoi  H est  supposée  inji- 
nimenl  petite  et  à la  même  hauteur  que  le  point  JixeA. 
La  corde  ne  glisse  point  sur  le  cylindre  C , mais  elle 
l'entratne  dans  son  mouvement . Trouver  le  mouvement 
du  système,  en  supposant  qu'il  n’j  ait  pas  de  vitesse 
initiale.  . • ’ - 

Soient 

2a  la  distance  AH  ; 

M la  masse  du  cylindre  C ; 

r le  rayon  du  cylindre; 

B l'angle  dont  re  cylindre  a tourne  depuis  l'origine  du 
mouvement  ; 

y et  y'  les  distances  de  l’anneau  D et  du  poids  P'  à 
l’horizontale  AB; 

y„  et  jy'o  les  valeurs  initiales  de  y et  de  y'. 

Nous  supposerons  qu’à  l’instant  où  le  mouvement 
commence,  les  cordes  qui  portent  les  poids  sont  verticales 
et  l’anneau  D est  à égale  distance  de  A et  de  B.  Dans  cette 
hypothèse,  chacun  des  deux  poids  restera  constammenr 
sur  une  même  verticale,  puisque  rien  ne  tend  à le  dévier 
ni  à droite  ni  à gauche. 

L’équation  des  forces  vives  est  donc  la  suivante  : 


P /rfr\’  I 

m- 

7.  P (y  — y 

+ 7.P'( 

x’- 

-/.)• 

Nous  avons  d’ 

ailleurs 

r'  + * y 

/fl’  + y'  = const. 

, rO-y' 

' = const.; 

d’où 

' dy’ 

2/ 

dy 

dO 

I dy' 

fit 

Vn’  ■+■  y' 

1 dt 

’ Tt  ~ 

r dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  des  forces  vives 
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i-l  posant,  pour  abréger, 

P«’ 

P + 4 P'  2 M g- 


Il  vient 


(Il 


= ±-  -L=  \/ — 


■ y‘ 


dy 


y/r  — ^ (v'"’ + y'—  î) 


Celle  équation  ne  peut  s’intégrer  sous  forme  finie  ; 
néanmoins  il  nous  est  facile  de  reconnaitre  quelle  est  la 
nature  du  mouvement  dans  les  différents  cas  qui  peuvent 
SC  présenter. 

1°.  Observons  d’abord  que  le  système  reste  en  équilibre 
' sL  l’on  a 

P _ r.  • 

2 P' 

2“.  Soit 


y» 


Alors  le  poids  P l’emporte  dans  l’état  initial,/  augmente, 
et , par  suite,  il  faut  prendre  le  signe  dans  l’équation  (A) 

tant  que  ^ ne  devient  point  infini. 

Or  le  radical  qui  diviser/y  s’annule,  non-seulement  pour 
y = /(,,  mais  encore  pour 


P 

2P' 


Vn’-t-ZÎ 


— y> 


y = ,v.  + 2 — 

1 


Ceci  nous  conduit  à faire  successivement  deux  hyjio- 

ihèses  dans  le  cas  que  nous  examinons. 

.P  , . dt  . . . 

Si  >■  I ; J,  est  plus  petit  que  y o»  devient  point 
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iiilini , el  par  conséquent  ^ reste  toujours  positif,  c'est- 

à-dire  que  le  poids  P descend  autant  que  la  longueur  de 
la  corde  le  permet.  Si  la  corde  avait  une  longueur  indé- 
finie, la  vitesse  du  poids  croîtrait  au  delà  de  toute  limite; 

car  ^ converge  vers  o lorsque_)'  augmente  indéfiniment. 

P 

Si  < I j est  plus  grand  que  jo  i et  par  Consé- 
quent l’anneau  arrive  en  descendant  jusrpi’à  la  distance  j', 
pour  laquelle  — devient  infini.  Là  sa  vitesse  est  nulle, 

mais  les  poids  ne  se  font  point  équilibre,  le  poids  P l’em- 
porte. L’anneau  s’élève  donc  jusqu’à  la  distance ee-  • 
passant  aux  mêmes  points  avec  la  même  vitesse,  puis  re- 
descend , et  ainsi  de  suite.  Dans  l’équation  ( A ) le  signe  -t-  * 
répond  toujours  à la  descente,  et  le  signe  — à la  montée. 

3”.  Supposons  maintenant 

^ **  -h  xl 

Alors  le  poids  P'  l’emporte  dans  l’état  initial,  le  point 
D monte  jusqu’à  la  distance  y, , laquelle  est  inférieure  à 
Yo’,  puis  il  descend  jusqu’à  la  distance  Vo,  remonte,  et  os- 
cille ainsi  tant  qu’on  ne  met  pas  d’obstacle  au  mouvement. 

Question  proposée  au  concours  d'agrégation , année  i85i. 

Nous  engagerons  à reprendre  le  même  problème,  en 
supposant  que  la  poulie  de  renvoi  B ne  soit  pas  située  à 
la  même  hauteur  que  le  point  d’attache  A.  Dans  ce  cas, 
l’anneau  D décrit  une  hyperbole  cquilatère  dont  les 
asymptotes  sont  l’horizontale  et  la  verticale  qui  se  cou- 
pent au  milieu  de  la  ligne  AB. 

5.  Une  chaîne  pesante,  infiniment  mince,  mais  cT  épais- 
seur variable,  se  meut  sur  une  cycloïde  dont  l'axe  est 
l'crtical  et  la  concavité  tournée  en  haut.  Démontrer  que 
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. le  point  qui  estfc  centre  de  p'rnyitè  de  la  chaîne  lors~ 
quelle  est  fendue  en  ligne  droite,  se  meut  comme  un 
point  pesant  isolé. 

Prenons  l’origine  au  sommet  de  la  eyeloïdc  et  l’axe 
(les  y dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Soient 
G le  point  considéré,  centre  de  gravité  de  la  chaîne 
tendue  en  ligne  droite  ; 

s l’arc  compris  entre  l’origine  et  le  point  G -, 

O l’are  compris  entre  le  point  G et  un  point  quel- 
conque de  la  chaîne; 

dm  la  masse  de  l’élément  da; 

*r  ’ 

X et  )'  les  coordonnées  de  cet  élément  ; 
a le  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïdc. 

On  a,  par  le  principe  des  forces  vives, 


rf£ 

dt 


-f  dm  =' — Ig  f y dm  -I-  const. , 


les  intégrales  qui  figurent  ici  s’étendant  à tous  les 
éléments  de  la  chaîne. 

Or,  d’après  le  nature  de  la  cycloïdc, 


Î -+-  CT  = 5.  v'nr  ) y 


4" 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  j dans  l'équation 
précédente,  en  observant  que  J a dm  = o,  et  que 
f a' dm  est  une  constante,  on  trouve 


ds‘‘ 

dt' 


— (const.  — .5’), 
7.a 


ce  qui  est  l’équation  du  mouvement  d'un  point  jK-sant 
isolé  sur  la  cycloïde. 

PoiSF.ux,  Jmirn.  de  M.  Liouville,  t.  VIH , p.  ’]f,  i843. 

6.  Déterminer  le  mouvement  d une  barre  pesante,  ho- 
mogène et  d’épaisseur  constante,  dont  les  extrémités  s'ap- 
puient sur  deux  droites  fixes  situées  dans  le  même  plan. 
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Soient  a/  IS  longueur  de  la 
barre,  m sa  masse,  0 l'angle 
qu’elle  fait  avec  l’horizon,  a 
et  a!  les  inclinaisons  des  droi- 
tes Gxes  sur  l’horizon. 

Prenons  l’origine  des  coor- 
données à l’intersection  des  deux  droites  Gxes,  l’axe  des  j- 
dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  représentons 
par  X,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  barre. 

Nous  avons 


\3^ 


"dp 


dy'  ' 
Tt 


'”gy  -t-  const. 


Eliminant  x cl  y à l’aide  des  valeurs 


Lacosa  sin  (a' — 6) 
sin  (a  -t-  a.') 

[3 sin  a sin  (a’  — 6) 
sin  (a  -t-  a') 


— cos  0 


-4-  sin  0 


]■ 

]' 


nous  obtiendrons  une  équation  qui  nous  fera  connaître  la 
vitesse  angulaire  ^ correspondante  à l'inclinaison  0. 

Quand  on  suppose  a = o et  a'  = l’équation  dont  il 
s’agit  devient 

3 If 

00  et  (3  représentant  les  valeurs  initiales  de  l'angle  0 et  de- 
là vitesse  angulaire^- 

Dans  la  même  hypothèse , la  barre  ayant  sa  position  ini- 
tiale , attachons  au  point  où  elle  louche  l’axe  des  y un 

pendule  d’une  longueur  égale  à | /;  plaçons  ce  pendule 

suivant  le  prolongement  de  la  barre,  puis  imprimons  aux 
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deux  corps  une  même  vitesse  angulaire  jS.  D'après  l’équa- 
tion que  nous  venons  d’obtenir,  le  pendule  et  la  barre 
resteront  parallèles  dans  leur  mouvement. 

Ceci  suppose  (|ue  la  barre  ne  se  sépare  jamais  des  deux 
droites  fixes.  Or,  si  elle  est  simplement  posée  contre  les 
droites,  puis  abandonnée  sans  vitesse  initiale,  on  trouve 
qu’elle  se  séparera  de  la  droite  verticale  dès  que  l’incli- 
naison B aura  acquis  la  valeur  déterminée  par  l'étiuaiion 

2 . 

sin  0 = J sm  4,. 

7.  Un  point  pesant  A descend  sans  vitesse  initiale  le 
long  d'une  conrbeS, en  tirant  un  second  point  pesant  B 
sur  une  autre  courbe  S',  à l'aide  d'un  fil  (jui  passe  sur 
une  très-petite  poulie  de  renvoi.  Déterminer  les  vitesses 
des  deux  points  lorsqu'ils  ont  parcourt  des  hauteurs 
verticales  données. 

Soient  m,  m'  les  masses  des  deux  points,  v,  v'  leurs 
vitesses  respectives  lorsqu’ils  ont  parcouru  les  hauteurs 
verticales^,  l’un  en  montant,  l’autre  en  descendant, 
et  ds , ds'  les  éléments  des  deux  courbes. 

On  trouve 

</.t’  ds'^  tntls'  -)-  m' ds'^ 

(>’  !■'’  — 'n'y') 

Jean  Bernoulli,  detu  Erud.,  i’]35,  p.  210.  — Opéra, 
t.  III , p.  256. 

8.  Une  éqiieiTe formée  de  deux  tiges  minces,  homogè- 
nes et  partout  d' égale  épaisseur,  peut  tourner  librement 
dans  un  plan  vertical  autour  de  son  sommet  qui  est  fixe. 
Étant  donnée  l'inclinaison  de  l'une  des  tiges  sur  l’ho- 
rizon quand  l 'équerre  est  en  équilibre,  on  demande  de 
déterminer  l'amplitude  des  oscillations  que  l’équerre 
exécute  lorsqu'on  l'abandonne  à son  poids,  après  avoir 
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amené  la  tige  considérée  dans  une  position  horizontale. 

Soient  |5  l’inelinaisoii  donnée  et  0 l’angle  qui  mesure 
l’amplitude  dos  osrillations. 

On  trouve 

w.  w. 

9.  Une  chaîne  homogène,  très-mince  et  d épaisseur 
constante  est  en  partie  étendue  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  glissant,  tandis  que  l’autre  partie  pend. au- 
dessous  du  plan.  Déterminer  le  mouvement  que  prend 
cette  chaîne  lorsqu'on  l’abandonne  à son  poids. 

Soient  l la  longueur  de  la  chaîne,  x la  longueur  de  la 
partie  «jui  pend  au-dessous  du  plan , et  Xo  la  valeur  ini- 
tiale de  X. 

On  trouve  l’équation 


Si  l’on  y pose  x — l,  elle  fait  conuaitre  le  temps  néces- 
saire pour  que  la  chaîne  tombe  tout  entière  hors  du  plan. 

SECTION  11. 

TRAUSMISSION  DtJ  TR.WAIL  PAR  LES  MACHINES. 

* On  nomme  travail élénw.ntaire  d’une  force,  le  produit 
de  cette  force  par  la  projection  sur  sa  propre  direction  du 
chemin  que  son  point  d’application  parcourt  pendant  un 
instant  infiniment  petit  dt.  La  somme  des  travaux  élé- 
mentaires produits  pendant  un  temps  donné  t — tg  mesure 
le  travail  de  la  force  pendant  le  même  temps.  Cette  défini- 
tion répond  très-bien  à l’idée  que  l’on  se  forme  communé- 
ment du  travail  d’un  motettr,  laquelle  implique  distance 
parcourue  et  résistance  surmontée.  Elle  permet  d’énon- 
cer le  principe  des  forces  vives  sous  cette  forme  simple  : 
Dans  tout  système  de  points  matériels  assujettis  à 
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(les  liaisons  indépendanlcs  dit  temps,  raccroissemenf 
de  la  somme  des  forces  vives  pétulant  un  temps  donné 
est  égal  à deux  fois  la  somme  des  travaux  produits 
pendant  le  même  temps  par  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  système. 

C’est  ainsi  que  l’on  énonce  ordinairement  le  principe 
des  forces  vives  dans  l’étude  des  machines  en  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines,  h'S  pièces  solides  (pii  les 
composent  ne  se  déforment  pas  sensiblement,  au  moins 
pendant  nn  temps  peu  considérable;  de  là  il  résulte  qu’en 
appliquant  le  principe  des  forces  vives  au  mouvement  des 
machinés,  on  peut  généralement  faire  abstraction  des 
forces  intérieures  cpii  naissent  des  actions  mutuelles  entre 
les  différentes  molécules  de  chaque  pièce. 

On  doit  considérer  dans  toute  machine  deux  espèces 
de  forces,  les  unes  mouvantes,  les  autres  résistantes. 
Les  premières  ont  un  travail  positif,  c’est  le  travail  mo- 
teur; les  secondes  ont  un  travail  négatif,  c’est  le  travail 
résistant. 

Soient 

et  1.mv\  les  sommes  des  forces  vives  correspon- 
dantes aux  époques  t et  ^o; 

T„  la  somme  des  travaux  positifs  produits  pendant  le 
temps  t — fo  ; 

T,  la  somme  des  travaux  négatifs  développés  pendant  le 
même  temps  et  pris  en  valeurs  absolues. 

Nous  aurons 

2 — T,). 

l..a  discussion  attentive  de  cette  équation  nous  indi- 
quera les  conditions  que  doit  remplir  une  bonne  machine, 
et  les  principes  généraux  qui  doivent  présider  à sa  con- 
struction. 
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La  force  mouvante  étant  donnée,  si  la  lorce  résistante 
est  tellement  considérable,  qu’elle  empêche  tout  mouve- 
ment, le  travail  sera  nul;  si  au  contraire  la  force  résis- 
tante est  très-faible,  la  vitesse  pourra  devenir  grande; 
mais,  comme  cette  vitesse  est  presque  toujours  limitée  par 
la  nature  du  moteur,  le  travail  sera  toujours  peu  consi- 
dérable. On  conçoit  par  là  qu’il  est  une  proportion  entre 
les  efforts  et  les  vitesses  pour  laquelle  le  travail  est  un 
maximum. Parent  (*)  est  le  premier  qui  ait  fait  cette  re- 
marque et  se  soit  proposé  de  trouver  les  conditions  du 
maximum  de  travail  pour  quelques  machines.  Les  géo- 
mètres et  ingénieurs  qui  vinrent  après  lui , Daniel  Ber- 
noulli, Euler,  Borda,  Coulomb,  Carnot,  Bélidor  et  Smea- 
ton  entrèrent  dans  cette  voie  de  recherches  utiles.  Ce  fut 
Lagrange  (’)  qui  signala  l’importance  de  l’équation  des 
forces*  vives  dans  les  questions  relatives  à l’effet  des  ma- 
chines. Cette  idée  fut  fécondée  par  Petit  ( *),  par  Navier  (‘) 
et  surtout  par  Coriolis  dans  son  excellent  Traité  du 
calcul  et  de  l'effet  des  machines  (1829).  C’est  à cet  au- 
teur que  l’on  doit  l’expression  de  travail  dune  force  em- 
ployée dans  le  sens  que  nous  avons  défini. 

l'*'.  Discussion  de  l'équation  des  forces  vives 

(A)  — ïr). 

Les  forces  vives  qui  entrent  au  premier  membre  de 
cette  équation  sont  la  force  vive  de  chaejue  molécule  de  la 
machine  dans  son  mouvement  naturel,  celle  des  mêmes 
molécules  dans  le  mouvement  vibratoire  qui  accompagne 
presque  toujours  le  premier  mouvement,  celle  des  sup- 


(’)  Mémoires  de  l’Acûd.  des  Scitnees  de  Paris,  1704,  3j3. 

(*)  Théorie  des  Tondions  analytiques,  P.  IN,  C.  7;  ï797< 

<'•)  Annales  de  Chimie,  i8i8,  l.  VItl,  p.  îS;, 

(*)  Notes  ajoult^cs  dans  la  nouvelle  édition  de  V Architecture  hydiau- 
lique  de  Ikdidor,  t Ij  1819. 
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ports  et  du  sol  cuviroiiiiaiit , enfin  celle  de  l’air  am- 
biant. Le  travail  résistant  T,  qui  figure  au  second  mem- 
bre se  compose  du  triU'ail  utile  que  la  machine  a pour 
but  de  produire,  et  du  travail  nuisible,  nommé  aussi  tra- 
vail des  résistances  passives.  Ce  dernier  renferme  le  tra- 
vail produit  par  le  frottement  des  pièces  l’une  contre 
l’autre  ou  contre  les  supports,  le  travail  dépensé  dans 
les  vibrations  qui  sont  communiquées  aux  diverses  piè- 
ces de  la  machine,  le  travail  dépensé  dans  les  mouve- 
ments qui  sont  communiqués  aux  supports  et  au  sol  en- 
vironnant, enfin  le  travail  qui  naît  de  la  résistance  de 
l’air  ambiant.  Le  travail  des  frottements  peut  se  calculer. 
Celui  des  vibrations  de  la  machine  ne  peut  se  mesurer 
dans  l’état  actuel  de  la  science,  mais  on  démontre  qu’il  est 
égal  à la  force  vive  produite  par  les  mêmes  vibrations;  on 
peut  donc  faire  abstraction  de  ce  travail  et  de  cette  force 
vive  dans  l’équation  générale.  Le  travail  qui  naît  des 
mouvements  communiqués  aux  supports  et  au  sol  envi- 
ronnant est  parfois  considérable  ; on  n’a  pas  pu  jusqu’ici 
le  soumettre  au'calcul.  Enfin  le  travail  consommé  par 
l’air  ambiant  est  en  général  une  très-petite  fraction  du 
travail  résistant  total;  on  peut  la  négliger. 

Quand  on  considère  le  mouvement  depuis  son  origine 
jusqu’à  son  extinction  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
instants  où  les  vitesses  sont  les  mêmes,  le  premier  membre 
de  l’équation  (A)  est  nul.  Il  en  résulte  que  le  travail  mo- 
teur, dans  ce  'cas,  est  égal  au  travail  résistant.  Ainsi 
l’effet  de  la  machine,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment , a été  de  transmettre  le  travail  des  forces  mouvantes 
aux  forces  résistantes  sans  aucune  déperdition.  Ceci  con- 
stitue le  principe  nommé  par  Coriolis  'principe  de  la 
transmission  du  travail. 

Il  importe  de  diminuer  autant  que  possible  le  travail 
des  résistances  passives,  aCn  qu’une  plus  grande  portion 
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tlu  travail  résistant  sc  traduise  en  elïct  utile.  Par  consé- 
quent, dans  rétablissement  d’une  machine,  on  aura  soin 
d’éviter  les  frottements  qui  ne  sont  point  nécessaires, 
d’adoucir  ceux  qu’on  ne  peut  éviter;  on  prendra  toutes 
les  précautions  convenables  pour  qu’il  ne  soit  pas  com- 
muniqué de  vibrations  considérables  aux  supports  et  au 
sol  environnant.  Il  faudra  éviter  les  chocs  avec  plus  de 
soin  encore;  car,  outre  qu’un  choc  fait  naître  des  vibra- 
tions intenses  dans  les  pièces  de  la  machine  et  dans  leurs 
supports,  il  produit  des  déformations  qui , sans  être  con- 
sidérables, peuvent  néanmoins  absorber  une  grande  quan- 
tité de  travail  à cause  de  la  résistance  considérable  des 
forces  moléculaires.  Les  meilleures  machines  se  meuvent 
sans  bruit,  sans  ébranlement,  et  pour  ainsi  dire,  sans 
laisser  soupçonner  l’effort  qu’elles  produisent. 

Les  maxima  et  les  minima  de  la  force  vive  ne  peuvent 
se  présenter  que  dans  les  positions  de  la  machine  où  la 
force  motrice  fait  équilibre  à la  force  résistante.  On  le 
reconnaît  en  observant  que  les  travaux  élémentaires  qui 
représentent  la  différentielle  de  la  force  vive,  sont  préci- 
sément les  moments  virtuels  dont  la  somme  est  nulle 
lorsqu’il  y a équilibre.  En  outre,  pour  que  l’équilibre 
ait  lieu,  il  suffit  que  les  travaux  élémentaires  des  diffé- 
rentes forces  aient  une  somme  nulle  dans  les  deux  mou- 
vements contraires  dont  la  machine  est  susceptible  de 
part  et  d’autre  de  la  position  considérée.  Les  différents 
cas  sont  compris  dans  le  théorème  suivanr: 

• Quand  la  force  motrice  fait  équilibre  à la  jorce  résis- 
tante, il  y a maximum  ou  minimum  de  Jorce  vive,  ou 
bien  il  n’y  a ni  maximum  ni  minimum,  suivant  que  la 
somme  algébrique  du  travail  élémentaire  moteur  et  du 
travail  élémentaire  résistant  passe  en  s’annulant  du  po- 
sitif au  négatif  ou  du  négatif  au  positif,  ou  bien  ne 
change  pas  de  signe. 


Digitized  by  Google 


I)^  ISAMIyVE.  _ <71) 

IJaiis  le  premier  cas,  la  position  eorrespondaïUc  de  la 
machine  est  une  position  A' équilihrv  stable;  car,  si  l’on 
écarte  un  peu  la  machine  de  celte  position  dans  le  sens 
du  uuHivcment,  la  force  résistante,  qui  alors  est  supé- 
rieure à la  force  motrice,  tend  à ramener  la  machine  dans 
la  position  première,  et  si  l’écart  est  produit  en  sens  con- 
traire du  mouvement,  la  force  motrice,  qui  alors  est  la 
plus  grande,  tend  à ramener  encore  la  machine  dans  la 
position  première.  On  verra  de  même  que,  dans  le  se- 
cond cas,  la  position  de  la  machine  pour  laquelle  les 
forces  sont  égales,  est  une  position  Al  équilibre  instable  ; 
car,  quel  que  soit  le  sens  du  petit  déplacement  produit, 
celle  des  deux  forces  qui  est  la  plus  eonsidérable  tend 
à éloigner  la  machine  de  la  position  première.  Dans  le 
troisième  cas,  l’équilihre  ii’esl  ni  stable  ni  instable,  ou 
plutôt  il  est  stable  relativement  à un  écart  produit  dans 
un  sens,  et  instable  relativement  à un  écart  produit  dans 
l’autre  sens;  car,  quel  que  soit  le  sens  du  déplacement, 
la  force  qui  est  la  plus  grande  agit  dans  la  même  direc- 
tion. L’existence  de  ce  dernier  cas  d’équilibre  est  cause 
que  les  positions  d’équilibre  stable  et  d’équilibre  instable 
ne  se  succèdent  pas  toujours  alternativement.  Enfin,  si 
les  forces  se  font  équilibre  pour  une  série  de  positions 
consécutives  de  part  et  d’autre  de  la  position  considérée, 
celle-ci  est  une  position  A'équilibre  ind^érent. 

2*.  Mouvement  uniforme,  volants  et  régulateurs . 

Lorsqu’une  machine  commence  à se  mouvoir,  le  tra- 
vail moteur  élémentaire  l’emporte  d’abord  sur  le  travail 
résistant;  alors  la  force  vive  et  la  vitesse  augmentent.  Le 
travail  résistant  élémentaire  devient  bientôt  égal  au  tra- 
vail moteur;  à cet  instant,  la  force  vive  est  un  maximum. 

«Si  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant  continuent  de 
varier  d’une  manière  inégale,  la  vitesse  subit  des  varia- 
tions correspondantes.  Cependant  on  a de  l’intérêt  à 
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maintenir  runiformité  du  mouvement,  non  <[u’ellc  soit 
nécessaire  à une  bonne  transmission  du  travail , mais 
parce  que  le  travail  produit  est  de  meilleure  qualité  au 
point  de  vue  industriel  : il  a plus  de  régularité.  En  outre, 
si  les  vitesses  étaient  sujettes  à des  variations  rapides,  ces 
changements  brusques  ne  pourraient  guère  s’efl’ectuer  sans 
produire  des  ébranlements  d^ns  les  supports.  Il  est  donc 
important  de  chercher  comment  on  pourra  favoriser  l’u- 
niformité du  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines,  les  vitesses  des  diffé- 
rentes parties  ont  des  rapports  constants,  abstraction 
faite  des  vibrations.  Soient  e la  vitesse  d’une  molécule 
de  la  machine  choisie  à volonté,  av  celle  de  l’une  quel- 
conque des  autres  molécules.  L’équation  des  forces  vives 
prendra  la  forme 

(•'’  — *'1)  2 = 2 ( T„  — T,). 

Or,  la  différence  T„  — T,  étant  donnée,  plus  lé  ma'  scia 
considérable,  moins  la  différence  des  vitesses  w — v»o  sera 
grande-,  on  diminuera  donc  les  inégalités  de  la  vitesse  si 
l'on  ajoute  à la  machine  de  nouvelles  pièces  dont  le  poids 
et  la  vitesse  relatives  soient  considérables. 

Ces  pièces  additionnelles  portent  le  nom  de  ^’olants. 
Pour  qu’elles  n’augmentent  pas  les  variations  du  travail  * 
moteur  et  du  travail  résistant,  on  fait  en  sorte  que  leur 
centre  de  gravité  reste  immobile-,  car  alors  le  travail  de 
la  pesanteur  sur  ces  pièces  est  constamment  nul  ; leur 
seul  inconvénient  est  d’accroître  un  peu  la  somme  des 
frottements.  Les  volants  sont  ordinairement  de  grandes 
roues  concentri([ues  à l’arbre  principal  de  la  machine. 

11  arrive  assez  souvent  que  la  force  motrice  et  la  force 
résistanfc*  peuvent  être  réglées  de  manière  qu’elles  re-» 
prennent  toujours  les  mêmes  valeurs  lorsque  l’arbre  de  la 
machine  a tourné  d un  angle  déterminé;  dans  ce  cas,  le 
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mouvement  finira  par  être  périodique,  Tamplitude  de  la 
période  sera  l’angle  dont  il  s'agit.  Nous  pourrons  déter- 
miner le  moment  d’inertie  du  volant  qu’il  faut  adapter  à 
l’arbre  pour  que  la  dilTérence  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  des  valeurs  de  la  vitesse  soit  réduite,  dans  cha- 
que période,  à une  fraction  donnée  de  la  vitesse  moyenne. 
Un  exemple  simple  indiquera  la  marche  à suivre. 

Nous  supposons  un  arbre  hori- 
/.nntal  OA,  muni  d’une  manivelle 
ON  qui  est  articulée  à une  bielle 
verticale  NM.  La  force  résistante 
est  un  poids  Q suspendu  à l’extré- 
mité d’une  chaîne  qui  s’enroule  sur 
l’arbre.  La  force  motrice  est  une 
force  constante  P,  qui  pendant  une 
demi-révolution  tire  la  bielle  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  et  pendant 
l’autre  demi-révolution  la  pousse 
en  sens'contraire,  de  manière  à favoriser  toujours  le  mou- 
vement de  rotation  sans  écarter  la  bielle  de  la  verticale. 
Nous  négligeons  le  poids  de  la  chaîne  et  celui  de  la  bielle,  et 
nous  admettons  que  le  mouvement  soit  devenu  périodique. 

Puisque  le  mouvement  est  périodique,  le  travail  de  la 
force  motrice  pendant  un  tour  entier  est  égal  au  travail 
de  la  force  résistante.  Si  donc  on  nomme  r et  R les  rayons 
de  l’arbre  et  de  la  manivelle , on  aura 

(R.P  = 27rr.Q, 

P = ^ Q- 

Quand  la  vitesse  est  un  maximum  ou  un  minimum  , la  '- 
force  motrice  fait  équilibre  à la  force  résistante.  Ainsi , en 
désignant  par  a l’angle  que  la  manivelle  fait  avec  la  ver- 
ticale OB  à l’instant  du  maximum  ou  du  minimum  de' 

n.  . . 6 . 
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vitossi!,  oii  a la  relation 

±PRsina=:Qr; 

d’où  l’on  lire,  euépaidà  rctjualioii  prw’Hlfiile, 
a = ± arc  sin  — • 

TT 

Soient  nO\  = — BO.M'=a,,  le  plus  petit  des  anjj;les 
dont  le  sinus  est  -»  et  HOM  =;  — B0]\'  = 7T — a,.  La  vi- 
tesse a évideinincni  la  même  valeur  minimum  en  jV  et  ÎV'. 
et  la  mùme  valeur  maximum  en  M et  M';  car,  en  \<riii 
de  la  symétrie,  le  mouvement  est  le  même  aux  deux  ex- 
trémités d'un  même  diamètre. 

Soient  0),  la  vitesse  angulaire  maximum,  la  vitesse  an- 
gulaire minimum , et  ^ ’ le  moment  d’inertie  de  l’ar- 

bre, de  la"  manivelle  et  du  volant  inconnu  autour  du 
même  axe  O. 

D’après  ce  qui  précède,  l'équation  des  forces  vives, 
étendue  à l’arc  décrit  NM,  devient 

(wJ — wJ)  2 '"P’  — 2 [a  PR  cos  a,  — Qr{TT  — aa,  )J, 

(i)  (wJ  — = aQr[TT  (cosa,  — i)  -h  aa,]. 

Soit  encore  îï  le  quotient  de  a n par  la  duréed’une  révolu- 
tion de  l’arbre,  c’est-à-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne, 
tpiantitéqui  est  supposée  connue.  11  s’agit  de  déterminer  le 

moment  d’inertie  parla  condition  «jue  le  rapport 

'**'  * se  réduise  à une  fraction  donnée  p,  sans  que  la 

vitesse  fl  éprouve  aucun  changement. 

La  vitesse  moyenne  fl  différera  peu  de  la  demi-somme 
des  vitesses  extrêmes,  lorsque  le  problème  sera  résolu,  et 
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(jue  la  quanlil»'-  p sera  luu'  petite  fraction.  Si  ilonc  on 
pose 

u,-4-cj,- 


e .sera  une  petite  quantité,  et  l’on  aura 

w’  — <o\  = 2 (m,  — w,)u(l  — «)  = 2(xn-  (l  — <), 

(a)  2 /n  p’  = (^OS a,  — I ) -I-  2 a,  ] (i  -f-  « + e’  4-  . . . ). 

Pour  une  première  approximation,  on  peut  négliger  s; 
alors  il  vient 

Cette  équation  fait  connaitre  d’une  manière  approcliée 
le  moment  d’inertie  du  volant,  lorsque  celui  de  l’arbi-e  et 
de  la  manivelle  sont  donnés.  Admettant  cette  valeur,  on 
tirera  de  l’équation  générale  des  forces  vives  la  valeur  do 
la  vitesse  angulaire  o)  eorresjiondante  à un  angle  quel- 
concjue  6,  exprimée  en  fonction  de  cet  angle  et  de  la  vi- 
tesse w»;  ou  calculera  celte  vitesse  «o  à l’aide  de  la  rela- 

27ill,  puis  on  aura  fi),  par  l’équation  (i), 


et  enfin  e par  la  relation 


an 


Ceci  fait,  on  prendra  pour  nouvelle  valeur  du  moment 
d’inertie  la  valeur  déjà  trouvée  augmentée  de 


lit* 


[ïT  (cOS3t,  — l)  2 *,]  t. 


Cette  nouvelle  valeur  sera  plus  exacte  que  la  première  jon 
{Kuirra  s’en  sersir  pour  calculer  une  nouvelle  valeur  de  £, 
que  l’on  substituera  dans  la  formule  (2)  en  négligeant 
seulement  le  cube  de  e.  De  celte  manière,  on  poussera 

" . 6. 
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l'approximalioii  aussi  loin  qu’on  le  jugera  eoiiveiiable. 

Oriliiiaircmciit  on  prend  le  nombre  fi  égal  A el 


l’on  se  borne  à la  première  approximation. 

Pour  réduire  les  formules  en  nombres  rapporlé.s  aux  . 
unités  communément  admises  dans  ce  genre  de  ques- 
tions, on  exprimera  Q en  kilogrammes,  /'en  mètres,  et 
l’on  rapportera  les  vitesses  à la  seconde  prise  pour  unité 
de  temps.  Alors,  si  l’on  nomme  n le.nombre  de  tours  que 

l’arbre  exécute  en  une  minute,  serais  vitesse  angu- 

’ 6o  ® 


laire  moyenne  fl,  ar/'Q  sera  le  nombre  de  che- 

vaux qui  mesure  la  force  de  la  machine;  représentant  ce 
nombre  par  la  lettre  c,  on  aura,  à la  première  approxi- 
mation , 


. aoaSooo  c ( . 2 \ 

2,  P = - 4 - ^ H-  2 arc  s.n  - ) • 


Comme  la  forme  du  volant  n’est  point  déterminée,  on 
profitera  de  cette  indétermination  pour  diminuer  son 
poids  et  alléger  d’autant  les  frottements  sur  l’axe.  11  suf- 
fira d’éloigner  les  parties  les  plus  massives  de  l’axe  de  ro- 
tation. Néanmoins  on  ne  pourra  pas  augmenter  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  couronne  qui  forme  ordinairement  la 
partie  principale  du  volant;  car  les  forces  centrifuges,  qui 
croissent  comme  le  rayon,  finiraient  par  être  assez  puis-  . 
santés  pour  rompre  la  pièce. 

Cet  exemple  est  plus  général  qu’il  ne  parait  au  premier  . 
abord;  car  il  comprend  toutes  les  machines  qui  peuvent 
se  réduire  A une  série  de  pièces  tournant  autour  d’axes 
fixes,  et  liées  A l’arbre  principal  de  manière  que  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  pièce  reste  dans  un  rapport  constant 
avec  celle  de  l’arbre.  I.a  force  résistante  peut  d'ailleurs 
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èire  applimiér  à l'un  <juclconque  de  ces  corps,  ou  répai  lic  ‘ 
sur  plusieurs  d’culre  eux,  pourvu  rpie  la  force  appliquée 
à chaque  corps  ail  toujours  le  môme  uiomeiit  relatif  à 
l'axe  de  rotation  corrcspondaiit. 

Kn  effet,  soient  1 le  moment  d’inertie  d’un  corps  autour 
de  son  axe  de  rotation , / le  rapport  constant  de  sa  vitesse 
an^pilaire  à la  vitesse  angulaire  &>  de  l’arbre  principal, 
et  Q'  le  momcul  de  la  force  résistante  qui  lui  est  ap- 
pliquée, pris  rclativeiueiil  à l’axe  de  ce  même  corps.  Sans 
changer  la  somme  des  forces  vives,  on  peut  substituer  à 
ce  corps  une  masse  distribuée  symétriquement  sur  l’arbri- 
principal  cl  à une  distance  de  l'axe  telle,  que  le  moment 
d'inertie  de  cette  masse  autour  de  l’axe  soit  It*.  Sans  chan- 
ger le  travail  résistant,  on  peut  remplacer  la  force  Q'  |>ar 

une  force  Q*  7 ajoutée  au  poids  Q quiagitdircctcmciit  sur  v 

l’arbre  principal  à la  distance  r.  Alors  on  sera  ramené  au 
cas  simple  qui  vient  d’être  traité.  Les  formules  resten>nt 

les  mêmes,  mais  ^ mp*  représentera  le  moment  d’inertie 

du  volant  et  de  l’arbre  fictif  qui  remplace  tous  les  corps,  et 
Q représentera  le  poids  fictif  qui  remplace  toutes  les  forces 
résistantes.  Cette  méthode  analytique  et  rigoureuse  conduit  ‘ 
le  plus  souvent  à des  calculs  pénibles  et  difficiles..  C’est 
pourquoi  les  ingénieurs  préfèrent  employer  des  procédés 
approximatifs  dont  l’exactitude  est  suffisante  pour  la  pra- 
tique. 

Supposons  d'abord  que  la  vitesse  de  chaipio  moléeule 
de  la  machine  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  vitesse 
angulaire  de  l’arbre  principal  dont  on  veut  égaliser  le 
mouvement,  ou  du  moins  admettons  que  les  pièces  qui  ne 
satisfont  point  à celte  condition  aient  une  force  vive  con- 
stamment iiéglige.able  vis-.à-vis  de  la  force  vive  possédée 
au  même  instant  par  reuscmblc  des  autres  pièces.  Ceci 


Digitized  by  Google 


8fi  • , MÉCAMylli  llAÏIO.^^ELLE. 

revk-iii  4 supfxiscr  (|ue  la  somme  des  forces  vives  peut, 
sans  erreur  sensible,  se  représenter  par  une  expression 

de  la  forme  >à'  ^ 'Mp*,  w désignant  In  vilessi*  angulaire 

de  l’arbre,  et  ^ m p*  une  somme  constante  formée  d’une 

partie  eonnue,  plus  le  moment  d'inertie  du  volant. 

]Vous  rcniplaeerotis  les  forces  motrices  par  une  force 
unique  appli(|uéc  directement  à l’arbre,  perpendiculaire 
à l’axe,  et  ayant  à chaque  instant  même  travail  élémen- 
taire que  les  forces  motrices  réellement  appliquées.  Ceci 
est  évidemmeut  possible  .et  même  facile,  ^ious  ferons 
une  substitution  semblable  pour  les  forces  résistantes.  Ce 
sont  ces  deux  forces  lictives  que  nous  colisidérerons  do- 
rénavant. 

Construisons  point  par  poitit  une  couibe  S,„  qui  ait 
pour  ordonnée  le  moment  de  la  force  motrice  relatif  à 
l’axe,  et  pour  abscisse  la  longueur  de  l’arc  qui,  dans  le 
cercle  de  rayon  égal  à l’unité,  mesure  l’angle  dont  l’arbre 
a. tourné.  L’aire  comprise  entre  la  courbe,  l’axe  des  ab- 
scisses et  deux  ordonnées  inCnimeut  voisines  correspon- 
dantes aux  angles  0 et  mesurera  le  travail  élémen- 

taire de  la  force  motrice  pour  la  position  déierininëc  par 
l’angle  0.  Car  toute  force  appliquée  sur  l’arbre  et  perpen- 
diculaire à l’axe  peut  être  considérée  t’oiume  apprupiée  à 
l’extrémité  du  rayon  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Construisons  de  même  une  se<  onde  courbe  i apportée 
aux  mêmes  axes  coordonnés,  et  relative  à la  force  résis- 
tante. 

Les  aires  de  ces  deux  courbes , comprises  entre  deux  or- 
données AC,  BI)  distantes  de  air,  mesurent  l’une  le  travail 
moteur,  l’autre  le  travail  rési.stant  dévelopjié  pendant  un 
tour  entier.  Ces  deux  aires  doivent  être  égales  pour  qu«î  le 
mouvement  soit  périudiipic  a\ec  une  amplitude  de  période 
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cj;alc  iT  (').  .M  celle  «‘galité  n’a  pas  lieu,  ou  inodilieia  la 
force  motrice,  le  jiliis  souvenl  disjHjiiible,  de  iiianière  à 
cUablir  sensiblement  l’égaliié  des  deux  aires. 

1'  • . I (’eci  fait,  les  intersec- 

tions des  deux  courbes  doi- 
venl  se  trouver  en  nombre 
pair  entre  les  d«'ux  ordon- 
nées .\C  , l’d).  Cbaenne 


N 5,  S„. 

.U.  f. 

' X*.  V| 

s,„  '*'s^ 


l _ 

i 


i (les  aires  comprises  entre 

les  (leux  eouihes  et  limi- 
tées à deux  inierseciions  eonséculives , mesure  la  moitié 
de  la  quantité  dont  croit  ou  décroît  la  foiae  vive  pen- 
dant que  l’arbre  tourne  de  l’angle  mesuré  par  la  difl'é- 
renre  des  abseisscs  correspondantes  aux  deux  intersec- 
tions extrêmes.  Parmi  ces  aires,  celles  dont  le  contour 
sufjérieur  est  formé  par  la  courbe  S,„  répondent  à un  ac- 
croisseinent  de  force  vive,  les  autres  répondent  à une  di- 
minution de  force  vive.  Prenons  un  nombre  impair  de 
ces  aires  consécutives,  en  commençant  par  l'une  de  cclle’s 
(pli  répondent  à un  accroissement  de  force  vive;  ajoutons 
celles  qui  répondent  à un  accroissement,  et  relranchons 
celles  qui  répondenlà  une  diminution.  SoitK, — F.j -H  l'o 
la  plus  grande  dillérence  que  nous  puissions  former  de 
cette  manière.  La  première  intersection  I,  répondra  à la 
plus  petite  vitesse  angulaire  Wo , la  tlcrnière  intersection  I, 
répondra  à la  plus  grande  vitesse  angulaire  , et  nous 
aurons  l'équation 

('»’  — wj)  iti  0'  = a 1 1*'.,  — K;.  -+•  K,). 

I.a  .solution  s’aclu’-ve  comme  dans  le  cas  simple  traite 


( ' ) Si  I nin|il((u<l('  do  lu  (léKiodi;  l'Uuit  1111  uulin  un;;lr  ? , ou  |>r<'ii<li'jii  I 
dblunro  des  ordonnées  evtréuies  AC,  HD  égale  ii  l'arc  ,5. 
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pi'écédeiniiieiit.  Si  l’on  cunsei  AcIa  même  nutallun,  elque, 
de  plus,  on  nomme  A le  rapport  de  l’aire  E, — Ej-i-  E*  à 
l’aire  qui  mesure  le  travail  résistant  développé  pendant 
un  tour  entier,  on  aura,  pour  déterminer  le  moment  d'i- 
nertie du  volant,  en  se  bornant  à la  première  approxi-  . 
mation , 


4o5oooorX 


La  partie  pénible  de  eette  solution  consiste  dans  le  tracé 
des  courbes  S„, , S^.  Nous  indiquerons  plus  loin  des  appa- 
reils dynamométriques  (jui  peuvent  exécuter  d’eux-mêmes 
ce  tracé. 

Considérons  encore  \\\w  machine  à vapeur  de  IVatl.  • 
Iæ  piston  communique  le  mouvement  à l'arbre  par  l'in- 
termédiaire du  balancier,  de  la  bielle  et  de  la  manivelle. 
L’arbre  fait  mouvoir  des  pièces  dont  les  vitesses  sont  avec 
la  sienne  dans  des  rapports  constants. 

Dans  le  calcul  de  la  force  vive,  on  peut,  sans  erreur 
trop  grande,  considérer  les  masses  du  piston  à vapeur,  de, 
la  bielle  et  des  pistons  des  pompes  qui  sont  mises  en  mou- 
vement par  le  balancier,  comme  concentrées  aux  points 
d’articulation  de  ces  corps  sur  le  balancier.  De  plus,  la 
force  vive  moyenne  du  balancier  étant  ordinairement  in- 
férieure à la  centième  partie  de  celle  du  volant  et  de 
l’arbre  fictif,  qui  remplace  toutes  les  autres  pièces  de  la 
machine,  il  est  permis  de  remplacer  la  valeur  exacte  de 
la  force  vive  du  balancier  par  une  valeur  approchée,  d’un 
'calcul  plus  commode.  Or,  si  l’on  nomme  w la  vitesse 
angulaire  de  l’arbre,  w'  celle  du  balancier,  R'  la  demi- 
longueur  du  balancier,  et  l la  longueur  variable  d’une  pa- 
rallèle au  balancier  menée  par  le  centre  de  l’arbre  jusqu’à 
la  rencontre  de  la  bielle,  il  est  aisé  de  voir,  d’après  ce 
que  nous  avons  dit  à la  page  t86  du  tome  I,  qu’on  a 
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coiiïtaimiu'iil  la  relation 


»9 


R'”- 

Ainsi,  la  force  vive  tlii  balancier  est  rigoureusement  le 
produit  du  moment  d’inertie  de  ce  corps  autour  de  son 
/> 

axe  par  le  facteur  11  nous  est  permis  de  remplacer 

ce  dernier  facteur  par  la  quantité  peu  difl’érenle  — H’, 
n désignant  la  moyenne  arithmétique  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  oa , c’est-à-dire 

Ceci  posé,  soient 

2 mp*  le  moment  d’inertie  de  l’arbre  fictif  et  du  vo- 
lant; 

o>,  la  vitesse  angulaire  que  possèdent  ces  deux  pièces 
quand  la  manivelle  est  au  point  mort,  c’est-à-dire,  quand 
le  prolongement  de  la  bielle  rencontre  l’axe  de  rotation  ; 

I le  produit  de  ^ par  le  moment  d’inertie  du  balancier 
autour  de  son  axe  propre; 

T,„  le  travail  de  la  vapeur  diminué  du  travail  des  résis- 
tances qui  agissent  sur  le  balancier,  savoir  le  frottement 
du  piston,  et  l’effort  de  la  pompe  alimentaire,  de  la  pompe 
à air  et  de  la  pompe  à eau,  ce  travail  étant  compté  à par- 
tir de  la  position  de  la  machine  correspondante  au  point 
mort; 

Tr  le  travail  de  la  résistance  appliquée  sur  l’arbre, 
compté  depuis  la  même  position. 

L’e^uation  des  forces  vives,  pour  une  position  quel-' 
conque,  sera  sensiblement 

i («>_  o.;)2"'p’=  - 1/’ -t- T„- IV. 
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( >11  construira  dans  une  cpiirc  à grande  ccliclle  les  valeurs 
de  I /*,  T„,T^  corrcspoiidaiites  à des  lies  décrits  croissant 
en  progression  aritliniétiqiie  et  coniproiiant  un  tour  en- 
tici’;  puis  011  chéri  liera  sur  celte  cpuit*  la  plus  grande  va- 
leur M,  du  second  membre  de  l’cquatiou  yné’ciklenle  et 
la  plus  petite  valeur  Mo.  Ces  valeurs  étant  trouvées,  le 
problème  sera  résolu;  car  on  aura 


^ (w;  — u;i  M,  ~ 

. • . 1 fa,  — w»  , , 

et,  par  suite,  assujettissant  le  r-apport — — a preiulre 


la  valeur  fx. 


M,  — M. 
pa’ 


On  pourra  consulter  avec  fruit  sur  ce  sujet  un  iK’ait 
Mémoire  de  Coriolis  inséré  au  XXI'  cahier  du  Journal 
<lt:  l’École  Polytechnique. 

Lorsque  la  machine  a plusieurs  arbres  réunis  [>ai-  des 
engrenages  ou  des  courroies  sans  fin,  et  d’ailleurs  solli- 
cités par  des  forces  quelconques,  il  n’est  point  indliréreiit 
de  placer  le  volant  sur  tel  ou  tel  arbre.  11  convient  de  le 
placer  sur  celui  qui  épioiive  les  plus  grandes  variations 
dans  sa  force  appliquée,  afin  d’éviter  autant  que  jiossible 
les  chocs  dans  les  engrenages. 

En  effet,  considéi'ons  deux  arbres  de  rayons  r,  /•',  solli- 
eités  dans  le  sens  du  mouvement  jiar  deux  forces  dont  les 
moments  autour  des  axes  resjicciifs  soient  P/',  P'r',  et 
supposons  que  le  premier  arbre  conduise  le  second  jiar 
l’intermédiaire  d’une  courroie  sans  fin  ou  d’un  engrenage 
à dents  très-petites.  Nous  pourrons  assimiler  la  pression 
des  dents  de  l’engrenage  ou  la  différence,  entre  les  tensions 
des  deux  brins  de  la  courroie,  .à  la  tensiou  d’une  corde 
t|ui  s’enroulerait  sur  lc«preuiier  arbre  cl  se  déroulerait 
sur  l'autre.  Alors,  si  nous  représentons  par  T celle  ten- 


sion,  jiar  oj,  w'  les  >iloss(is  angulaires  des  Jeii\  nibres, 
et  par  Ml’,  M'/-'*  leiiis  moments  d’inertie  autour  de  leurs 
axes  respeel ifs , nous  aurons,  en  appliquant  ré<|Ualion 
des  forces  vives  à un  instant  iiiüniment  petit, 

2 — r)  rw  rfl  =:  M r-  </.  w', 

2 ( P'  -h  T ) !•'  ,//  = M'  r'>  1/  w''. 

D'après  la  relation  r(i>  = il  s'ensuit 

P - -|  _\l[  P' 

Wf  ” M' ’ ■“  ““m  ^ ‘ 

Cette  valeur  de  la  tension  uous  montre  que,  pour  deux 
accroissements  égaux  attribués  séparément  à P et  à P', 
les  variations  loriospondantes  de  la  tension  sont  entre 
elles  dans  le  rapjiort  inverse  des  quantités  M et  M'. 
Donc,  pour  éviter  que  la  tension  varie  brusquement  ou 
change  de  signe,  auxquels  cas  il  y aurait  choc  entre  les 
dents  de  l’engrenage,  il  convient  de  faire  correspondre 
le  plus  grand  moment  d'inertie  à l'arbre  dont  la  force 
ajipliquée  épiouve  les  variations  les  plus  subites  et  les 
plus  considérables. 

Les  volants  ne  sont  pas  destinés  seulement  à égaliser 
[lendant  un  tour  le  mouvement  devenu  périodi(|ue;  ils 
servent  encore  à empêcher  que  le  mouvement  ne  change 
trop  rapidement  d’un  tour  à l’autre,  lorsque  les  variations 
de  la  force  motrice  et  de  la  force  résistante  ne  lui  jær- 
mettent  pas  de  devenir  jiériodique.  Dans  ce  cas,  le  volant 
ne  peut  empêcher  l’aecélératiou  ou  le  ralentissement,  il 
UC  fait  que  les  retarder,  jusqu’à  ce  qu’un  autre  ajipureil 
vienne  modifier  la  force  résistante,  de  manière  à suppri- 
mer lu  cause  de  l’acféléralion  ou  du  ralentissement. 

Ce  second  appareil  porte  le  nom  de  rêgu/atcur:  le  plu.-' 
einpiové  est  le  rcgiiliili-itr  à Jurce  centrifuge. 


MÉCAMOUK  KA•rlO^^El,l.E. 

I)cu\  ligo  «-galts  AB 
sont  articulées  en  un 
iiièine  point  A sur  un  axe 
vertical  mis  en  mouve- 
ment pai'  la  machine,  et 
portent  à leurs  extrémi- 
tés lieux  masses  égales  B. 
Ces  deux  tiges  se  relient 
par  deux  autres  tiges  arti- 
culées CM,  avec  un  man- 
chon M qui  embrasse  l’axe  et  peut  glisser  verticalement. 
La  surface  extérieure  de  ce  manchou  est  taillée  en  gorge, 
et  dans  la  gorge  s’engage  une  fourchette,  extrémité  d'un 
levier  L,  propre  n régler  la  puissance  ou  la  résistance.  La 
considération  des  forces  centrifuges  fait  voir  que,  si  la 
rotation  de  l'axe  s'accélère,  les  niasses  s’écartent,  et, 
par  suite,  le  manchon  .se  soulève  et  agit  sur  le  levier.  Le 
levier  modifîe  ordinairement  la  puissance  et  non  la  ré.sis- 
tance.  Dans  les  machines  hydrauliques,  il  baisse  ou  sou- 
lève la  vanne;  dans  les  machines  à vapeur,  il  tourne  une 
soupape  à gorge  placée  dans  le  tuyau  de  communication 
entre  la  chaudière  et  le  cylindre,  ou,  ce  qui  est  mieux,  il 
fait  varier  le  degré  de  détente  avec  lequel  la  vapeur  agit 
dans  le  cylindre.  On  préfère  ce  dernier  mode  d'o- 
pération, parce  qu’il  permet  de  supprimer  la  soupape  à 
gorge  qui  absorbe  toujours  une  partie  de  la  force  de  la 
vapeur. 

Déterminons  la  position  d'équilibre  du  régulateur,  en 
le  considérant  comme  formé  de  deux  points  pesants  réunis 
à l’axe  par  deux  tiges  sans  poids. 

Soient  l la  longueur  commune  des  tiges,  a l'angle 
qu’elles  font  avei-  l’axe  et  w la  vitesse  angulaire. 

Pour  qu’il  y ait  équilibre,  la  résultante  de  la  pe.santeui’ 
et  de  la  force  centrifuge  sur  chaque  poids  doit  être  dirigée 
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suivant  U*  prolongi'im'tit  ilc  la  tige;  par  «’onMNpieiit , on  a 
w-  / sin  a 

— — = tanga, 
sin  O (m’/ cos  a — g)=o; 

d’où  l’on  tire 

sin  a = O,  ou  Iiicn  cosa  =:  — — « 

w’  / 

La  seconde  solution  a seule  quelcjne  inlérèt.  Pour  (ju'ello 
soit  réelle,  il  faut  que  la  vitesse  angulaire  surpasse 

lorsque  w = y/s,  elle  donne  « = o. 

Quand  on  veut  construire  un  régulateur,  on  se  donne 
l’angle  at  correspondant  à une  vitesse  déterminée  o),  et 
l'on  en  conclut  la  longueur  des  tiges, 

/ = -î_. 

u’ cosa 

3.  Travail  résistant,  des  frottements.  — F^ludions  le 
travail  développé  par  les  frottements  dans  quelques  ma- 
chines les  plus  simples.  11  s’agit  ici  A\\  frottement  dyna- 
miqne  tel  qu’on  l’a  dédni  (t.  I , p.  58). 

Pour  estimer  le  travail  du  frottement,  on  peut  consi- 
dérer la  force  de  frottement  comme  celle  d’un  ressort  qui 
s’oppose  à l’écartement  des  molécules  en  contact,  sui- 
vant la  tangente  commune  aux  deux  surfaces  dont  elles 
font  partie,  tant  que  la  distance  de  ces  molécules  est 
inappréciable  ou  tant  que  d’autres  molécules  infinimeiii 
voisines  ne  sont  pas  venues  se  toucher  et  jouer  le  rôle  des 
premières.  D’après  cela,  le  travail  di'i  au  frottement  de 
deux  surfaces  qui  glissent  l’une  sur  l’autre  a pour  mesure 
r intensité  de  la  force  de  frottement  intégrée  par  rapport 
à l'arc  de  glissement . 
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Engrenages  cylindriques . — Considérons  d’abord  Ir 
frottcmoiil  développé  dans  le  mouvcmeni  d’un  ciigreiiagi; 
«'ylindrique.  Nous  pouvons  supposer  les  roues  réduites  à 
leurs  bases-,  et  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  191)  que  le  mou- 
vement relatif  des  deux  profils  s’obtient  en  supposant  lixe 
l’une  des  circonférences  primitives , et  faisant  rouler 
l'autre  circonférence  primitive  sur  le  contour  de  la  pre- 
mière. Dans  ce  raouviMiient  fictif,  tout  point  de  la  figure 
mobile  décrit  à cliaquc  instant  un  petit  arc  de  cercle  au- 
tour du  point  de  contact  des  circonférences  primitives. 
Observons  en  passant  que  l’angle  sous-tendu  par  cet  arc 
élémentaire  est  la  somme  des  deux  angUis  infiniment  pe- 
tits dont  les  circonférences  primitives  ont  lounié  dans  le 
mouvement  réel.  De  plus,  les  éléments  en  contact  dans 
les  deux  profils  sont  à cliaque  instant  perpendiculaires 
sur  la  droite  qui  les  joint  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives.  Ainsi , nous  voyons  dtjà  que  pour 
des  rotations  égales  et  infiniment  petites  d’une  circonfé- 
rence primitive,  l’arc  de  glissement  élémentaire  est  pro- 
portionnel à la  distance  du  contact  des  dents  au  contact 
des  circonférences  primitives;  en  sorte  que,  si  la  pres- 
sion normale  est  constante,  le  travail  élémentairedu  frot- 
tement est  liii-mème  proportionnel  à cette  distance. 

V enous  au  détail  du  calcul. 

Soient  r,  r'  les  rayons  des  deux  circonférences  primi- 
tives O,  ()'; 

Q la  résistance , supposée 
constante,  qui  agit  taiigcntiel-  ‘ 
Icment  à la  roue  conduite  O'  et 
* s’oppose  à son  mouvement  ; 

P la  pression  normale  qui 
%,  s exerce  entre  les  dents  en  con- 
t-art; 

;x  le  coefiieieni  de  frotte- 
ment; 


Digitizeé  tey  Google 


tlYNAMIQIJE.  •'  g;', 

X la  dislancc  variahlc  du  point  de  coniarl  A dis  cir- 
conférences priinilives,  au  point  derontaci  M des  dénis 
correspondantes  ^ 

s -rare  décrit  par  un  jK)int  des  circonfépences  primi- 
tives, depuis  l'instant  où  les  deux  dents  considérées  ont 
commencé  à se  conduire; 

S la  valeur  finale  de  l’arc  s lorsque  les  deux  dents  se 
séparent. 

D’après  ce  que  nous  avons  dit,  l’arc  élémentaire  de 
glissement  d’une  dent  sur  l’antre  est 


/ </s  ds  \ 

M7  + 7,)’  - 

Par  suite,  le  travail  du  frottement  pendant  toute  la 
durée  du  contact  a pour  expre.ssion 


(^^)f 


Vxds. 


11  reste  à exprimer  Px  en  fonction  de  s. 

Le  inouveinent  des  roues  étant  supposé  uniforme , les 
forces  Q,  P et  la  force  de  frottement  se  font  équilibre  au- 
tour de  l’axe  O'.  Si  donc  on  mène  par  le  point  de  contact 
des  dents  la  tangente  commune  MB,  et  par  le  centre  O' 
une  perpendiculaire  O' B sur  cette  tangente,  on  aura 

(V)  Q/=  P(BM -H  p^), 

la  distaiM;e  BCy  pouvant  être  positive  ou  négative.  Or, 
quand  011  connaîtra  le  profil  des  dents,  on  pourra  exprimer 
BM,  BO',  .r  et,  par  suite,  Px  en  fonction  de 

Supposons  que  le  profil  des  dents  de  la  roue  O'  soit  une 
épicycloïde  engendrée  par  nu  pointM  d’une  cireonférence 
O"  roulant  intérieurement  sur  la  circonférence  O'.  On  sait 
(t.  I,  p.  igS)  que,  si  l’on  fait  rouler  simultanément  les 
circonférences  O',  O"  sur  la  circonféreucc  O,  sujiposée 
fixe,  de  manière  que  les  trois  eirconfcrence.s  se  touelieni 
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ronstainnioiil  cm  un  iiiènii'  point,  le  point  décrivant  j\I 
est  à chaque  instant  le  point  de  contact  des  dents  coi-- 
respondantes.  Soient  a le  diamètre  de  la  circonférence 
O",  cl  a l’angle  que  la  droite  AM  fait  avec  la  tangente 
commune  aux  circonférences. 

On  a 

j=r<7sina,  HM  ■•=:  r' cosa,  BO' = (r' — cr)-; 

et,  si  l'on  suppose  que  les  dents  commencent  à se  con- 
duire lorsqu'elles  se  touchent  au  point  de  contact  des 
circonférences  primitives,  on  a 


D’après  ces  valeurs,  l'équation  (V)  devient 


Q/  = P 


, s 

r ros  — h (il/-' 
a 


•'  — (i)sin  - ; 

"J 


et  le  travail  développé  parle  frottement  des  deux  dents  a 
pour  valeur 


S 

sin  — 


^ ffg  ^ 

s 


s I a \ . s 

cos  — h U I — sm  - 
a ' \ r J a 

L'intégrale  qui  figure  ici  peut  s’obtenir  sous  forme 
finie , en  pienaul  pour  variable  la  quantité  tang 

Si  Ton  fait  a = r',  on  a Yengr'enage  à flanc  (l.  I* 
p.  194)*  L*'  terme  dépendant  du  frottement  disparaît 
sous  le  signe  f\  en  sorte  que  le  travail  a pour  valeur 

f,Q/(l^-^)jf',angp*=  log  sec  ~ 

Si  I on  fait  n = X) , on  a un  engrenage  dont  les  dents 
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ont  pour  profils  des  développ.intes  des  circonférences 
primitives.  Lorsque  les  dents  sont  petites , cet  engrenage 
peut  se  confondre  avec  l’engrenage  à développantes  de 
cercle,  tel  qu’il  a été  défini  (t.  I,  p.  195).  Pour  ce 
système,  le  travail  du  frottement  est 


Dans  les  autres  cas,  l’expression  finie  et  rigoureuse  du 
travail  est  moins  simple.  Mais,  comme  les  dents  sont 
toujours  très-petites,  S est  un  petit  arc,  et,  par  suite,  on 
peut,  sans  erreur  considérable,  négliger  sous  le  signe  f 

les  puissances  de  ^ supérieures  à la  première.  La  valeur 

approchée  du  travail  devient  alors 


Nommant  n le  nombre  des  dents  de  la  roue  O,  «'  le 
nombre  des  dents  de  la  roue  O',  on  a 

g 2rr T.ttr'  ^ 

n n'  ' 

ce  qui  permet  d’écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme 

Telle  est  la  formule  communément  emplovéc.  Elleexprinie 
II.  . 7 


/ 
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ijuc  la  l'orcü  du  frottement  peut  être  remplacée  par  une 

force  égale  à trpQ  -+•  qui  serait  appliquée  sur  un 

point  de  la  circonférence  O',  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente, et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Mais  le  travail 
obtenu  de  cette  manière  est  un  peu  trop  faible. 

M.  Combes  a étendu  celte  analyse  aux  engrenages  co- 
niques et  à la  vis  sans  fin  [Journal  de  M.  Liouville, 
t.  II,  p.  t09;  1837  (■)].  , • 

Engrenages  de  Withe.  — Pour  (jue  le  fi  ollemeiii  d'un 
engrenage  ait  un  travail  nul,  quelle  que  soit  la  pression, 
il  faut  que  les  dents  se  touchent  au  point  de  eontact  des 
circonférences  primitives.  Comme  cela  ne  peut  avoir  lieu 
dans  un  engrenage  plan  que  pendant  un  instant  infini- 
ment petit,  le  travail  du  frottement  pour  un  engrenage  à 
axes  parallèles  ne  pourra  rester  nul  qu’autant  que  le  sys- 
tème sera  tellement  conçu,  qu'en  l'assimilant  à un  engre- 
nage plan,  la  durée  du  contact  entre  deux  dents  corres- 
pondantes sera  infiniment  petite.  Withe  a réalisé  cette 
idée  dans  un  système  d’engrenages  qui  porte  son  nom. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ce  système,  prenons 
deux  profils  correspondants  quelconques,  entamons  les 
dents  de  manière  qu’elles  ne  se  correspondent  plus  qu'aux 
seuls  points  situés  sur  les  circonférences  primitives.  Ceci 
fait,  concevons  une  infinité  de  roues  égales  , infiniment 
minces,  juxtaposées  de  manière  que  les  dents  forment 
autour  de  chaque  axe  un  véritable  filet  de  vis,  chacun 
des  deux  filets  étant  également  incliné  sur  l'axe.  Les  deux 
vis  cylindriques  formeront  un  engrenage  de  While,  dans 
lequel  le  frottement  sera  nul. 


( ')  Vo/r  encore  un  Uemoire  de  M Hc»al , Jouinal  de  l'École  Polxterh- 
ni^ue,  WXlll^  cahier. 
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Coin.  — Supposons  qu’il 
s’agisse  d'un  coin  BAB'  dont 
toutes  les  molécules  sont  ani- 
mées d’une  vitesse  uniforme, 
parallèle  à la  pression  qu’on 
exerie  perpendiculairement 
sur  la  tête. 

. .Nommons  P celle  pression, 

« l’angle  du  tranchant,  ^ et  jS'  les  inclinaisons  des  faces 
latérales  sur  la  tête,  R et  R'  les  rcaciions  normales  exer- 
cées contre  ces  faces,  ^ et  p'  les  coefficients  de  frottement  , 
relatifs  aux  mêmes  faces.  Nous  négligerons  le  poids  du 
coin  vis-à-vis  des  autres  forces,  ou  bien  nous  le  com- 
prendrons dans  la  puissance  P si  celle-ci  est  verticale  et 
dirigée  sur  le  rentre  de  gravité  du  coin. 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  exté- 
rieures se  font  équilibre;  leurs  projections  parallèles  à la 
tète  ont  une  somme  nulle,  ainsi  que  leurs  projections  per- 
pendiculaires. On  a donc  ' '' 

R sin  P — R'  sin  p'  — jx  R cos  jî  -t-  fx'  R'  cos  p'  = o , 

P — R cos  P — R'  cos  8'  — a R sin  p — ti'  R'  sin  p'  = o , 

et , par  conséquent , 

■ P - R ('  — |X(x')sina-4-(fX-t-p')cOSa  ’ . . 

sin  P'  — fx'  cos  P' 


Soit  l le  chemin  décrit  par  le  coin  dans  le  sens  de  la. 
force  P.  Le  travail  moteur  sera  P/,  et  le  travail  utile, 
qui  est  celui  des  réactions  normales  R et  R',  aura  jtour 
valeur 


R/cosp  -+-R'/cosp'=  R/ 


sin  a — ((X  -I-  fx’)  cos  p cos  p' 
sin  p'  — tx'  cos  P' 


Digitized  by  Google 


oo 


loo  MÉCANtQUE  nAïlONîi|;LLE.  ‘ 

Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur, 

c 

sin  a — (u  -h  ji)  cos  p cos  p' 

(i — p(i')sina -(- (p p')cosa’ 

est  maximum,  pour  un  tranchant  donné,  lorsque 

■ cos  P cos  P'  = O , ■ ' 


c’est-à-dire,  lorsque  l’un  des  angles  à la  tète  est  droit. 

Admettons  que  p'  soit  un  angle  droit.  Le  rapport  des 
travaux  devient 

tang  a 1 _ 

(i  — fxp')  tanga4-  (p  p')  “ I — pp'  H-  (p  + p')tangP’ 

et  cette  fraction  croît  à mesure  que  P diminue  ou  que  « aug- 
mente. Ainsi , quand  on  fait  abstraction  de  l'élasticité 
des  corps,  la  forme  la  plus  avantageuse  que  l’on  puisse 
donner  au  coin  est  celle  d’un  prisme  rectangle  à la  base 
et  très-obtus  au  sommet.  Néanmoins,  dans  la  réalité, 
plus  le  tranchant  est  obtus , plus  il  y a de  force  consom- 
mée dans  l’écrasement  du  corps  qu’il  s’agit  de  fendre. 
Cette  considération  fait  voir  qu’il  est  dans  chaque  cas  une 
limite  que  l’angle  « ne  saurait  dépasser  sans  que  l’effet 
utile  en  soit  diminué.  , 

Lor-sque  la  section  du  coin  est  un  triangle  isocèle  et 
que  les  coefficients  de  frottement  relatifs  aux  deux  faces 
sont  égaux , le  rapport  du  travail  moteur  au  travail  utile 
se  réduit  à la  fraction 


I 

I ■+■  P tang  P 

On  voit  qu'il  y a encore  de  l’avantage  à augmenter  l'angle 
du  tranchant. 
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Vis  à filet  iriav gidaire • — On  suppose  une  vis  dont 
le  iilel  est  ciigendré  par  un 
triangle  qui  se  meut  tout  au- 
tour d’un  noyau  cylindrique , 
en  restant  dans  le  plan  de 
l’axe,  et  de  telle  sorte  que  cha- 
que point  décrive  une  hélice. 

L’axe  de  la  vis  est  vertical , 
et  porte  un  poids  Q;  une  force 
horizontale  P,  tangente  au  cy- 
lindre qui  forme  le  noyau,  fait 
monter  le  poids  Q,  en  faisant 
tourner  la  vis  d’un  'mouvement  uniforme  dans  un  écrou 
fixe.  Il  s’agit  d’évaluer  le  travail  moteur  consommé  par 
les  frottements. 

^ous  considérerons  la  saillie  du  filet  comme  infiniment 
petite  ; ou  plutôt  nous  supposerons  que  la  charge  soit  dis- 
tribuée uniformément  sur  les  éléments  de  la  surface  du 
filet  qui  se  trouvent  compris  entre  deux  hélices  infini- 
ment voisines,  choisies  de  manière  que  le  travail  ne  soit 
point  changé.  Alors  cette  suite  d’éléments  formera  à elle 
seule  l’une  des  faces  d’un  filet  moyen,  infiniment  mince, 
que  nous  substituerons  au  filet  réel.  Si  la  saillie  du  filet 
est  peu  con^dérablc  relativement  au  rayon  du  cylindre, 
nous  ne  commettrons  pas  d’erreur  sensible  en  prenant  le 
rayon  du  filet  moyen  égal  à la  demi-somme  des  rayons 
extrêmes  du  filet  réel. 

Soient  DF.  l’axe  de  la  vis,  AF  le  filet,  AB  la  tangente 
à l’hélice  au  ]X>int  A , AC  une  génératrice  de  la  surface 
hélicoïde  et  AO  une  verticale.  Le  plan  BAC  est  tangent 
à la  surface  hélicoïde.  Les  deux  plans  OAB,  OAC  se 
coupent  .1  angle  droit  : nous  prendrons  le  premier  pour 
plan  des  xy,  le  second  pour  plan  des  xz,  et  un  plan  ho-  , 
rizontal  pour  plan  des  ys;  les  axes  seront  placés  comme 
l'iiurupte  la  figure.  . ■ _ 
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a l’angle  que  la  normale  0^(  abaissée  de  rorigine  sur 
le  plan  tangcul  BAC  fait  avec  l’axe  des  x; 

i et  c les  angles  que  la  tangente  AB  et  la  génératrice 
AC  forment  avec  la  verticale; 

r le  rayon  du  Glet  moyeu , qui  est  aussi  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P; 
h le  pas  du  Glet  ; 

P le  coefficient  de  frottement  entre  le  Glet  et  l’écrou; 

R la  réaction  normale  exercée  par  l’écrou  sur  le  Glet; 
l’élément  de  cette  réaction  correspondant  à l’élé- 
ment de  surfaeç  du  Glet. 

Nous  confondrons  dans  le  poids  Q le  poids  de  la  vjs 
avec  celui  de  la  charge  étrangère.  . • 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme  , les  forces  appli- 
quées sur  la  vis  se  font  équilibre.  F.crivaul  que  leurs 
composantes  verticales  se  détruisent,  il  vient  l’équation 


Q cosarfR  — fl  J' zosbtlR  — R (cos  a — pcosè). 


ün  aura  une  seconde  équation  en  exprimant  que  les 
moments  des  forces  autour  de  l’axe  font  une  somme 
nulle;  mais,  comme  cette  équation  ne  peut  s’obtenir  sans 
quelque  peine,  il  sera  préférable  de  lui  substituer  celle 
qui  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  appliqué 
au  mouvement  naturel  de  la  vis  pendant  un  tour  entier. 

Si  l’on  observe  que  la  longueur  d’une  spire  est  — ^ 

cos  b 

'OU  on  obtient  l'équation 
sin  b * 

P,27rr  = QA  -t-  f urfR  (q 

J cos  b'  \ cos  bj 

t ( ^ 

= 2Trrcot^  I Q -h  ~ i 
\ . cos  h 
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Les  é(|ualioii5  préicHenlfs  donnrni,  par  rélimiiialion 

de  H, 

n Q 

- P = Q rot  A -f-  - — — 7 1 i 

sino(ros*' — (icosA) 

d’où  l’on  voit  que  le  frpUeiueal  a pour  cil’ei  d’augmOnU’r 
la’ foix’e  P de  la  (juautiié 

fQ 

' sinA(coS3c  — ficosA) 

Cet  accroissement  devient  infini  lorsque  = a:  alors 

‘ cos  A ‘ 

le  mouvement  uniforme  est  impossible,  quelle  que  soit- 
la  force  motrice. 

Pour  achever  la  discussion  il  convient  d’exprimer  cos* 
en  fonction  des  angles  b ei  c qui , avec  le  rayon  r,  sulfi- 
sent  à déterminer  lu  vis.  Cet  angle  est  celui  de  la  nor- 
male au  plan  ABC  avec  l’axe  des  x.  Or  le  plan  ARC  a 
pour  équation 


X 

ÔÂ 


,) 

ÔB 


OC 


langA  tangr 


par  conséquent, 

cosa  = 


OA; 


^ I -1-  cot’6  H-  cot’r 
Substituant  cette  valeur  dans  l’expression  de  P,  il  vient 

P ^ rot  A (i  siu  A 1 -4-  coP  b -f-  cot’c 

I — U cos  A I + cot’ A coPc 


^ A sine  VA’ -H  4’r’r’  -4-  v^A’sin’c  -4- 

airrsinc  y A’ -4-  4’'’'’’ — 4’'*''’ 


(')  CgUu  lorDiulc  est  duc  uu  prolcMCur  P(T»y.  I.a  manière  dont  nou." 
rivons  obtenue  est  celle  de  M.  roiicelel  {Jouinai  de  M.  i’rclle,  l.  M, 
t>  i9Î>- 
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Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur  est 

Q cot  4 I — (i  cos  b ^ i coO  b cot’  c ’ 

P sin’6  , 

■ . > -t- Vu- cot’i -t- cot’c 

L’inclinaison  de  l’hélice  sur  l’axe  étant  donnée,  ce  rap- 
port est  maximum  lorsque  c est  égal  à Ainsi,  toutes 

choses  égales , la  vis  à filet  rectangulaire  a l'avantage 
sur  la  vis  à filet  triangulaire. 

Dans  le  cas  de  la  vis  à filet  rectangulaire,  l’expression 
précédente  du  rapport  entre  le  travail  utile  et  le  travail 
moteur  prend  la  forme  simple 

« 

Q cot  b I — n cot  b 

P ~ i -h  ft  tang  b 

Son  niaximum  répond  à l’angle  h qui  vérifie  la  relation 

tang  2 6 = — -• 

P 

Cordes  et  courroies  glissant  sur  des  surfaces. — Comme 
exemple  de  calcul  relatif  au  frottement  des  lames  flexibles 
qui  glissent  sur  des  surfaces , nous  résoudrons  le  pro- 
blème suivant  ; 

Un  cylindre  tourne,  avec  une  vitesse  donnée  w,  au- 
tour d’un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité.  On  veut 
anéantir  cette  vitesse  dans  un  temps  donné  <,  à l’aide 
d’un  frein  formé  d’une  lame  flexible  qui  embrasse  sur  la 
circonférence  un  angle  connu  0.  Déterminer  la  traction 
constante  qu’il  faut  exercer  pendant  ce  temps  h l’une  des 
extrémités  de  la  lame,  l’autre  extrémité  étant  Gxe. 

Soient  r le  rayon  du  cylindre,  MA’  son  moment  d’iner- 
tie relatif  à l’axe,  fx  le  coefiieient  de  frottement,  Q un  an- 
gle au  centre  compté  sur  la  lame  circulaire  en  sens.con- 
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traire  de  la  rotation  et  à {lartir  de  l’extrémité  de  l’arc 
formé  par  cette  lame,  T et  T'  les  tractions  ou  tensions 
qui  répondent  aux  angles  d = 0 et  d = o. 

D’après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  i3o-,  prob.  3), 
l’élément  de  la  lame  qui  répond  à l’angle  6 éprouve  la 

tension  T'e^*,  et  oppose  à la  rotation  du  cylindre  la 

force  de  frottement  pT'e'“^c/(?. 

Ceci  nous  permet  d’écrire  l’équation  du  problème , 


M A'u’  = 2 r f fiT' = 2 fT'  (<•■'* I ) . 

a/0  a/o 


On  eu  tire 


T = — 


i) 


et,  puisque  T = T' ou  a 


T = 


MA’ 


2r(i  — c 


•4.  Frottement  de  roulement,  — Jusqu’ici  nous  n’avons 
étudié  que  le  frottement  de  glissement.  Or  il  est  une 
autre  espèce  de  frottement,  qui  se  manifeste  par  la  résis- 
tance que  l’on  éprouve  à faire  rouler  deux  surfaces  l’une 
sur  l’autre.  Ce  frottement  est  nommé  frottement  deroule- 
ment, ou  bien  frottement  de  seconde  espèce.  Pour  con- 
cevoir comment  se  produit  le  frottement  de  roulement, 
imaginons  un  cylindre  pesant  qui  roule  sur  un  plan  ho- 
rizontal. Par  l’ellét  de  la  compressibilité  des  substances 
en  contact , le  cylindre  et  le  plan  s’impriment  l’un 
dans  l’autre.  Cela  fait  naître,  du  côté  où  se  dirige  le 
cylindre,  des  réactions  inclinées,  qui  s’opposent  au 
roulumcnt  tendant  à s’effectuer  autour  de  rextrémité  du 
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tlianièlrc  >crlical.  Si  les  <H)ips  eu  toiiiarl  ne  sont  |ias 
parfailemciU  elasii({ues,  les  réactions  qui  s’exercent  eu 
arrière  du  cylindre  ue  compensent  pas  les  réactions 
exercées  en  avant;,  alors  il  y a frottement  de  roulement. 
Le  frottement  de  roulement  a pour  mesure  la  force  ho- 
rizontale qu’il  faudrait  appliquer  à l’axe,  dans  le  sens  . 
du  mouvement,  pour  maintenir  l’uniformité  du  roule- 
ment ou  pour  faire  naître  le  roulement,  suivant  ({u’il 
s’agit  d’un  frottement  dynamique  ou  d’un  frotte0ient 
statique. 

Les  premières  expériences  faites  sur  le  frottement  de 
roulement  sont  principalement  dues  à Coulomb  (‘),  qui 
les  entniprit  à l’occasion  de  scs  belles  rechorebes  sur  la 
raideur  des  cordes.  D’après  ce  physicien , le  frottement 
de  roulement , pour  un  cylindre  et  un  plan  de  nature 
donnée , est  proportionnel  à la  pression  et  inyersement 
proportionnel  au  rayon  du  cylindre.  Ainsi,  nommant  U 
la  pression,  rie  rayon,  et  v un  coefficient  constant  qui  ne 
dépend  que  de  la  nature  des  surfaces , le  frottement  F sera 
donné  par  la  formule 


r 


Si,  comme  le  font  quelques  auteurs,  on  prenait  pour 
mesure  du  frottement  une  force  perpendiculaire  à l’arète 
de  contact  et  située  à une  distance  constante  quel  que 
soit  le  rayon,  il  faudrait  dire  que  le  frottement  de  roule- 
ment est  indépendant  du  rayon. 

M.  Arthur  Morin  (*)  a repris  ces  expériences  dans  des 
conditions  plus  favorables;  il  a rc'connu  que  les  lois  de 
Coulomb  sont  généralement  peu  exactes,  et  qu'il  est  ini- 


(*)  Saian<i ( Aendômie  des  Sciences),  l.  X ,1/85, 

{*)  Comptes  rendus  de  VAcadcnùe  des  Sciences,  XII,  XMI  el  \1V  , 

\H\o-7,—Exptric<ices  sur  le  tirage  des  foiturct.  Paris,  1842. 
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possible  de  donner  à ce  sujet  des  lois  simples  et  générales. 
Néanmoins,  dit-il,  la  résistance  opposée  au  mouvement 
des  voitures  par  les  roules  pavées  ou  en  empierrement- 
solide  est  sensiblement  proportionnelle  à la  pression,  et 
inversement  proportionnelle  au  rayon  des  roues;  elle 
est  indépendante  du  nombre  des  roues , à très-peu  près 
indépendante  de  la  largeur  des  bandes  de  roues,  et  croit 
avec  la  vitesse. 

Au  reste,  le  frottement  de  roulement  est  ordinairement 
négligeable  vis-à-vis  du  frottement  de  glissement;  et 
même  on  en  fait  entièrement  abstraction  dans  tous  les 
calculs  relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans 
la  composition  des  machines.  On  n’a  guère  à le  considérer 
que  dans  certains  phénomènes  spéciaux , tels  que  le  roule- 
ment des  voitures.  INous  traiterons  ce  cas  brièvement,  en 
nous  plaçant  dans  les  conditions  qui , suivant  M.  Morin , 
laissent  subsister  les  lois  de  Coulomb.  Supposant  la  vi- 
tesse constante,  nous  n’aurons  pas  à tenir  compte  de  son 
influence  sur  le  frottement,  une  fois  le  coefficient  de 
frottement  déterminé. 

Considérons  une  roue  qui  roule  uniformément  sur  un, 
plan  horizontal.  Soient 

■P  la  charge  de  l’essieu , y compris  son  poids  ; 

P le  poids  de  la  roue  ; 

r son  rayon  ; 

P celui  de  l’essieu; 

V le  coefficient  de  frottement  de  roulement  entre  la' 
roue  et  le  plan  ; 

P le  coefficient  de  frottement  de  glissement  entre  l’es- 
sieu et  le  creux  du  moyeu; 

F la  force  horizontale  qu’il  faut  appliquer  à l’essieu 
pour  maintenir  runiformité  du  mouvement.* 

La  foree  F se  compose  de  deux  parties  ; l’une  fait 
.équilibre  au  frottement  de  roulement,  sa  valeur  est 
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V l’autre,  que  nous  nommerons  f,  fait  wjuilibre 

au  frottement  de  glissement.  Pour  obtenir  sa  valeur, 
observons  qu’en  vertu  du  jeu  de  l’emboîtement , le  frotte- 
ment ne  s’exerce  que  sur  une  seule  génératice  de  l’essieu, 
et  déterminons  d’abord  oette  génératrice. 

La  réaction  du  moyeu  sur  l’essieu  est  égale  et  contraire 
à la  résultante  des  autres  forces  appliquées  sur  l'essieu, 
laquelle  est  égale  à \/P’-l-  F’.  D’ailleurs,  nous  avons 
vu  (t.  I,  p.  5g)  que,  toutes  les  fois  qu’il  y a frottement 
entre  deux  surfaces,  la  réaction  totale  n'est  point  dirigée 
suivant  la  normale  commune  aux  surfaces  en  contact, 
mais  fait  avec  elle  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  au 
coefficient  de  frottement.  Il  en  résulte  que,  dans  notre 
cas,  la  direction  de  la  forre  V^P’+  F*  fait  avec  le  rayon 
de  l’essieu  mené  vers  la  génératrice  de  contact  un  angle 
^ = arc  tangp.  Par  suite,  la  pression  normale  est 

V^P’-t-  F’  cosip  = ^p>  4-  pi 

V'i-t-p” 


et  la  force  de  frottement 


= y/P'  -t-  F’. 


Ce  frottement  et  la  force ydoivent  avoir  des  moments 
virtuels  égaux  -,  donc 


— „ I* 


r/=p 

De  là  suit  l’équation 

P — ’'(P  +P) 


\/  1 -t-,  p’ 


y/P’-P  F’. 


y^'  -t-  p' 


^,^y/p’  -.-F'. 
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V>  -+-  f*’ 


F = 


_ »/-(P-4-V)  + ft>p  y/(r>  — ft'»p»)P‘4-vMP  + P)' 


Le  produit  de  cette  expression  par  l'espace  horizontal 
parcouru  donne  le  travail  nécessaire  au  trans|>ort  de  la 
charge  P,  travail  qui  est  employé  tout  entier  à vaincre  les 
frottements. 

Supposons  maintenant  que  la  force  F soit  inclinée  à 
l'horizon  d’un  angle  a et  tende  à soulever  la  roue. 

Dans  ce  cas,  la  pression  sur  le  plan  horizontal  est 

P + P — F sin  a, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  l’essieu,  outre  le 
frottement, «est  égale  à 


2 PF  sin  a. 


Par  suite,  on  a 


F cosa  = + p'  î v^.  + p^PFsinc; 


r 


On  pourra  tirer  de  celte  é([uation  la  valeur  de  F cos  a 
en  fonction  de  a , et  l'angle  « qui  rendra  cette  valeur  un 
minimum  sera  l’inclinaison  la  plus  favorable  au  tirage. 

Si  le  plan  est  incliné  à l'horizon  d’un  angle  a,  et  la 
force  F parallèle  au  plan,  la  pression  normale  sur  le 
plan  est 

(P  -F  /^)  cosa  , 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  l’essieu,  ouire 


IICi  MÉCANI<>tE  RATIONAKLUE. 

lo  frottement , est  égale  à 

\^P’ 4- F- — aPFsinx. 
l'ar  suite,  ou  a l'équation 

_ vfp  4- COSpi  ,0  , — 

F = -i h u'  ■-  v P=-^  F'  — 2 PF  sin  a, 

/•  r 

d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  F.  Alors,  si  l’on  nomme 
p,  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  entre  la  roue 
et  le  plan,  la  condition  poyr  que  la  roue  tourne  sans 
glisser  sera  exprimée  par  l’inégalité 

F fi,  ( P 4- ) cos  a. 

Cette  condition  pourra  se  trouver  satisfaite,  même 
lorsque  l’inclinaison  du  plan  sera  nulle. 

îj.  Raideur  des  cordes. — Lorsqu’un 
poids  Q est  soulevé  d’un  mouvement 
uniforme  à l’aide  d’une  corde  qui  passe 
sur  une  poulie  de  renvoi , on  observe 
que  le  travail  de  la  puissance  P,  dimi- 
nué du  travail  consommé  par  le  frotte- 
ment de  la  poidie  sur  son  axe,'  est  su- 
périeur en  valeur  numérique  au  tra- 
. vail  de  la  pesanteur  sur  le  poids  Q.  La 
puissance  a donc  à surmonter  une  résistance  autre  que 
celles  du  poids  et  du  frottement.  Il  est  aisé  de  découvrir 
la  nature  de  cette  résistance  nouvelle  . La  cordc  qui  port»' 
le  poids  Q doit  se  ployer  en  arrivant  sur  la  poulie;  comme 
elle  n’est  pas  parfaitement  flexible,  il  y a du  travail  dé- 
pensé à vaincre  son  ressort;  et,  comme  elle  n’est  pas 
parfaitement  élastique,  ce  travail  dépensé  n’est  pas  entiè- 
rement rendu  lorsque  la  corde  quitte  la  poulie  du  côté  de 
la  puissance.  On  observe,  en  elVet.  que  le  bras  de  levier 
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de  la  résistauce  est  toujours  uii  peu  supérieur  à celui  de 
la  puissance,  bien  tpie  les  points  d'application  des  deux 
forces,  pris  sur  les  cordons  rectilignes,  aient  constamment 
la  même  vitesse. 

D’après  les  expériences  de  Coulomb  ('),  la  partie  tle 
l’excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant  tjui  est 
duc  à la  raideur  de  la  corde,  pour  un  chemin  parcouru 
égal  à l’unité,  peut  se  représenter,  quelle  que  soit  la 
vitesse,  par  une  expression  de  la  forme  ' 

• « -t-  èQ 
ir 

T'étant  le  rayon  de  la  poulie  augmenté 'du  rajon  de  la 
corde,  etn,  i désignant  deux  constantes  qui  dépendent 
de  la  nature  de  la  corde,  de  sa  grosseur,  de  son  état  de 
vétusté.  Toutes  choses  égales , a est  à peu  près  propor- 
tionnel il  la  quatrième  puissance  du  diamètre  de  la  corde, 
et  h proportionnel  à la  seconde  puissance. 

Cherchons  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  forces  P et  Q 
dans  le  mouvement  uniforme  de  la  poulie. 

Soient  p le  rayon  de  l’axe  ou  relui  de  l’oeil  de  la  poulie, 
suivant  que  l’axe  tient  à la  poulie  ou  bien  à la  chappe, 
et  f la  force  de  frottement  qui  s’exerce  sur  l’axe. 

Écrivons  _que  la  somme  algébrique  des  quantités  de 
travail  est  nulle,  en  observant  que  STtr  est  le  chemin 
parcouru  par  les  points  d’application  de  la  puissance  cl 
de  la  résistance  dans  un  tour  rie  la  poulie.  Il  vient 

Il  reste  à exprimer^  eu  fonction  de  P et  de  Q. 

Or,  on  a vu  au  problème  précédent,  dans  un  cas  tout  à 


( ' ) Savants  etrangers  ( .\cademte  des  Science»),  t.  X , 
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fait  semblable,  que,  si  l'on  représente  par  p le  coefficient 
de  frottement,  la  force  du  frottement  est  égale  au  produit 

de  ^ -parla  réaction  totale  (luis’exercecntre  les  sui^ 

faces  en  contact , laquelle  est  ici  \/p+Q’+aPQ  COS  (PQh 
quand  on  néglige  le  poids  de  la  poulie.  Substituant  cette 
valeur  dans  l’équation  précédente,  il  vient 


_ n + bQ 
P = Q + 


y/i 


Q’  + 2 PQ  cos(  PQ). 


Dans  le  cas  où  les  forces  P et  Q sont  parallèles , on  a, 


r -f- 


v^i 


Q 


valeur  qui  est  de  la  forme 


P = A + BQ. 


Adoptant  cette  dernière  formule,  on  trouvera  facile- 
ment que,  pour  soulever  le  poids  Q d’un  mouvement 
uniforme  à l’aide  de  moufles  formées  de  n poulies  égales  , 
il  faut  appliquer  au  dernier  cordon  une  force  P dont  la 
valeur  est 


+ 


(B-i)B- 
B"  — I 


6*.  Mesure  du  travail  par  les  appareils  dynamomé- 
triques.— On  peut  juger,  par  les  cas  simples  que  nous  ve- 
nons de  traiter,  combien  il  sera  difficile  de  calculer  le 
travail  utile  fourni  par  une  machine  un  peu  complexe, 
en  prenant  pour  unique  point  de  départ  les  lois  géné- 
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' raies  de  la  mécanique.  Cep'iidaiit  il  est  souvent  né- 
cessaire d’évaluer  ce  trâvail  d’uiic  manière  approchée , 
pour  la  construction  même  de  la  machine.  Les  ingé- 
nieurs basent  cette  évaluation  sur  des  expériences  anté- 
rieures, faites  dans  des  conditions  analogues  à celles  de  la 
machine  projetée. 

Ainsi , s’agit-il  d’établir  des  pompes  mues  par  un  ma- 
nège , l'ingénieur  sait  qu’un  cheval,  travaillant  dans 
un  manège  huit  heures  par  jour,  fouruit  communément 
40''”’, 5 de  travail  par  seconde.  Il  sait  encore,  par  des  expé- 
riences faites  sur  des  machines  analogues,  que  les  engre- 
nages , les  leviers , le  communicateur,  en  un  mot , absorbe 
environ  le  tiers  du  travail  moteur.  Par  conséquent,  il 

compte  que  les  pompes  donneront  ( ^ X 40)5  j de  tra- 

* B I * 

vail  par  seconde,  c’est-à-dire  qu’elles  élèveront  ou 

2,7  litres  d’eau  à 10  mètres  dans  une  seconde.  Il  donnera 
donc  aux  tuyaux  des  dimensions  suifisantes  pour  laisser 
passer  commodément  cette  quantité  d’eau. 

Ceci  nous  conduit  à dire  quelques  mots  des  appareils' 
qui  servent  à mesurer  le  travail  fourni  par  un  moteur.* 
Les  plus  employés  sont  le  frein  (îynnmomêlrique  de 
Prony  et  le  dynamomètre  à ressorts  disposé  par 
M.  Poncelet. 


Le  frein  dynamométri- 
que mesure  le  travail 
fourni  par  un  arbre  tour- 
nant. Supposons  un  ar- 
bre horizontal  A;  serrons 
cet  arbre  entre  deux  mâ- 
choires à frottement  M , M';  fixons  un  levier  L à l’une 
de  ces  mâchoires,  et  un  plateau  de  balance  â l’extrémité 
de  ce  levier;  puis  chargeons  le  plateau,  de  manière  que 
II.  ■ • 8- 
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l'arbre  glisse  dans  les  mâchoires  sans  les  ciitraiiier,  et  que 
la  tige,  se  maintenant  à peu  près  horizontale,  n’oscille 
que  faiblement  au-dessus  et  au-dessous  de  cette  positiou.  • 
Soient  r le  rayon  de  l’arbre,  F la  force  de  frottement, 
et  « le  nombre  de  tours  par  seconde.  Le  travail  produit 
par  l’arbre  en  une  seconde , et  consommé  par  le  frotte- 
ment contre  les  mâchoires,  aura  pour  mesure 

_ F . 2 w rn . 

D’ailleurs,  si  l'on  nomme  l la  distance  horizontale  de 
l’axe  A au  poids  P qui  est  placé  à l’extrémité  de  la  tige, 
et  dans  lequel  on  comprend  la  composante  du  poids 
propre  du  levier  qui  agirait  à la  même  distance  pour  le 
faire  baisser,  l’équation  des  vitesses  virtuelles  donnera 

• F/-=P/. 

11  en  résulte  que  le  travail  développé  en  une  seconde 
aura  pour  mesure  le  produit  du  poids  P par  le  chemin 
que  parcourrait  son  point  d’application  si  le  levier 
tournait  avec  l’arbre,  ou  aiî/nP. 

Haçhettc  a proposé  de  remplacer  le  plateau  de  balance 

par  un  dynamomè- 
tre analogue  à celui 
de  Régnier,  et  dont 
les  ressorts  indique- 
raient par- leur  fle- 
xion l’elFort  P qui 
fait  équilibre  au 
frottement  de  l’ar- 
bre. M.  Poncelet 
place  parallèlement  au  dynamomètre  un  plateau  tournant, 
mis  en  mouvement  par  une  courroie  sans  fln  engagée  sur 
l’arbre.  Ce  plateau  reçoit  la  iracC  d’un  style  S,  fixé  au 
milieu  du  ressort  mobile;  les  aires  comprises  entre  la 

’ , ' • . * • * * 
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courbe  iracée  cl  les  rayons  menés  aux  extrémités  sont 
évidemment  en  rapport  avec  le  travail  développé;  on 
peut  donc  en  conrlure  le  travail.  Pour  faciliter  le  calcul, 
on  substitue  au  disque  tournant  l'appareil  décrit  au 
tome  I,  page  ao5.  La  courroie  sans  fin  embrasse  le  cy- 
lindre marqué  du  numéro  3,  et  la  bande  de  papier  se 
meut  parallèlement  au  plan  du  dynamomètre.  Un  second 
style  S',  placé  au  point  fixe,  trace  une  seconde  ligne  qui 
est  à peu  près  droite.  Alors  , si  la  flexion  des  ressorts , 
mesurée  par  l’écartement  des  deux  lignes,  est  propor- 
tionnelle à la  traction  P,  le  travail  sera  simplement  pro- 
portionnel à l’aire  comprise  entre  les  deux  lignes  et  deux 
droites  joi  leurs  extrémités  correspondantes.  On 

mesurera  cette  aire,  soit  par  les  formules  des  quadra- 
tures, soit  en  découpant  le  papier  suivant  le  contour  et 
le  pesant,  méthode  pratique  qui  est  ordinairement  suffi- 
sante dans  ce  genre  de  reclicrclies. 

Quand  un  ressort  est  d’un  acier  convenablement  trem- 
|Kî,  sa  flexion  reste  proportionnelle  à la  charge,  dans  des 
limites  assez  étendues.  On  donne  au  ressort  du  dynamo- 
mètre la  raideur  convenable  pour  que  ces  limites  com- 
prennent laplus  grand»! 
traction  qu’il  éprouvera 
dans  l’expérience.  De 
plus,  pour  que  la  fle- 
xion soit  un  maximuui 
relativement  à tout  au- 
tre ressort  oflVan  t même 
résistance  à la  rupture, 
on  donne  aux  deux  la- 
mes la  forme  d’un  so- 
lide d’égale  résistance. 
Elles  sont  partout  d’égale  largeur,  et,  quand  le  bord 
intérieur  d’une  demi-lame  est  dressé  en  ligne  droite,  le 
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bord  extérieur  forme  une  parabole  de  très-court  foyer, 
dont  l'axe  est  le  premier  bord;  le  sommet  de  la  parabole 
est  à l'extrémité  E ( ‘ ). 

Il  est  sans  doute  inutile  d’ajouter  que  l’appareil  de 
M.  Poncelet  peut  mesurer  le  travail  indépendamment 
du  frein.  / 

Par  exemple,  si  l’on  veut  évaluer  le  travail  produit  par 
un  cheval  traînant  une  voiture,  on  fixera  le  dynamomètre 
derrière  lepalonaier,  et  l'on  engagera  la  courroie  sans  fin 
sur  le  moyeu  de  la  roue. 

Citons  encore  le  petit  appareil  connu  sous  le  nom 
A'indicateur  de  Watt,  qui  est  tout  à fait  analogue  à 
l’appareil  de  M.  Poncelet,  si  ce  n’est  qi^le  ressort  à 
pincettes  est  remplacé  par  un  ressort  en  hélice.  Il  est 
spécialement  employé  à mesurer  le  travail  de  la  vapeur 
agissant  dans  le  cylindre  d’une  machine  à détente. 


(^)  Voir  le  Complément  aux  ifuestions  de  Statitjuff  chap.  Il,  sert.  2. 
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CHAPITRE  VIII. 

PRINCIPE  DU  MOUVEMENT  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ 
‘ ET  PRINCIPE  DES  AIRES. 


SECTION  I. 

PRINCIPE  DU  MOUVEMENT  DU.  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 


Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  peut 
s’énoncer  ainsi  v Dans  tout  système  de  points  libres,  ou 
'dont  les  liaisons  s'exptiment  .par  des  relations  entre 
les. distances  mutuelles  seules,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu  si  tous  les  points 
étaient  réunis  au  centre  de  gravité,  et  qu’ils  fussent 
sollicités  par  les  mêmes  forces  accélératrices  qui  les 
sollicitent  réellement 

Newton  (')  découvrit  le  théorème  pour  les  systèmes 
où  les  forces  sc  réduisent  à des  actions  mutuelles  -,  plus 
tard,  d’Alembert  (*)  l’étendit  au  cas  où  les  fprces  sont 
constantes  en  grandeur  et  en  direction,  et  à quelques 
autres  cas  particuliers;  enfin  Lagrange  (’)  démontra  le 
principe  dans  toute  sa  généralité. 


I . Dans  un  corps 
ABCA',  qui  peut  glisser, 
sur  un  plan  horizontal 
et  parfaitement  uip 
OCBX,  est  pratiqué  un 
canal  très-étroit  ALA', 
situé  dans  le  plan  ver- 


(')  Princi/>ia;  Axiomata  »i»e  loges  rootûs,  cor.  /|. 
{*)  Traité  de  Dynamique,  part.  Il,  chap.  1. 

* ( * ) mécanique  analyiiqur,  pari,  fl , bcct.  3 , € 1 . 
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tical  qui  contient  le  centre  de  gravité  du  corps.  Dé- 
terminer la  courbe  que  doit  t^'ecter  te  canal , pour 
qu  un  point  pesant  P,  qui  y serait  déposé,  exécute  des 
oscillations  tautochrones . • - 

On  fait  abstraction  des  frottements. 

. Nous  pouvons  supposer  tout  le  système  condensé  sur 
le  plan  du  canal. 

Soient  M la  masse  du  corps,  m celle  du  mobile  P,  X la 
distance  d un  point  D de  la  base  du  corps  à un  point  fixe  O 
pris  sui'  le  plan  horizontal , x la  distance  du  mobile  à la 
verticale  du  point  D,  ci  y la  hauteur  du  mobile  au-dessus 
du  plan. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s’ap- 
plicpie  au  système  formé  par  le  corps  et  le  point  pesant, 
■ pourvu  que  l’on  considère  le  corps  comme  sollicité,  non-* 
seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par  la  réaction 
du  plan  fixe  horizontal.  En  eflèt,  le  système  ne  sera  plus 
assujetti  qu’à  une  seule  liaison,  consistant  en  ce  que  le 
point  mobile  doit  rester  dans  le  canal.  Or  cette  liaison 
est  une  relation  entre  les  distances  mutuelles;  car,  si  l’on 
nomme  r,  r'  les  distances  d’un  point  quelconque  à deux 
j)oinls  déterminés,  pris  sur  le  corps,  la  courbe  formée 
par  le  canal  pourra  se  représenter  par  une  é(juation  de 
la  forme  . 

/(r,  /-')  = o; 

et  la  liaison  qui  existe  entre  le  corps  et  le  point  mobile 
sera  représentée  par  la  même  équation,  où  les  distances 
r,  r'  seront  relatives  au  point  mobile. 

Au  reste,  pour  s’assurer  que  le  principe  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  est  applicable  dans  le  sens  in- 
diqué, il  suffit  d’observer  que  l’ensemble  du  point  et  du 
corps  peut  se  mouvoir  comme  uti  corps  solide,  en  satisfai- 
sant aux  liaisops.- 
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Ceci  posé,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  syslèaie 
à la  verticale  du  point  O est 


m ( X -I-  x) 


MX 


' , • m + M 

et,  puisque  les  forces  horizontales  sont  nulles,  cette  dis- 
tance doit  rester  coiistaute^  on  a donc 

^/(X  + x)  rfX 

m — ^ — ; M — — = O 

rff  rff  . • 

Le  principe  des  forces  vives  donne  encore  l'équation 

p/(X-(-x)']'  .(r-  „rfX>  , , 

7, J + 

> 0 étant  la  valeur  initiale  de  j . 

On  tire  de  la  première  équation 


(A) 


rfX 

r/f 


m rfx 


m -t-  M f/r 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il  vient 


d’où 


M 


M dx''  dr'‘  , . 

17  + xt;  = 


rn  de’ 


f — i_  / ( M -t-  m dy’ 

HgJ  V — y 


M dx’  \ » 
-t-‘  \ 


dy- 


y>  — y 

« 

Si  la  courbe  du  canal  était  donnée , la  dernière  formule 
ferait  connaître  le  mouvement  du  point , et  l’équation  ( A ) 
celui  du  corps  (').  Mais  ici  le  problème  est  différent. 

(^)  Par  exempiti,  si  le  canal  est  reclili|;ne,  on  trouvera  que  le  point 
pcMut  décrit  dans  l’espace  une  1i{;ne  droite  d’un  mouvement  unifor- 
mément accéléré.  (Je.vv  Bernoclu,  Comment.  Ac*d.  Petrop,,  l’jTto,  p.  ii. 
— Opéra,  t.  III , p.  363.) 
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Supposons  que  l’extrémilé  des  arcs  qui  doivent  être  par- 
courus pendant  le  même  temps  ait  une  ordonnée  nulle. 
Il  nous  faut  trouver  la  relation  entre  x el  y qui  rend 
indépendante  de_^"o  l’intégrale 


/ M dj:^ 
I 1 M -h  m 
Jr.  \ r»  ■ 


M -h  wi  dy 

y>  — y 


dy. 


. Cette  relation  doit  être  telle,  que  la  quantité  comprise 
sous  le  signe  f soit  de  degré  o en  » y^  ^ i d'ailleurs 

ne  saurait  dépendre  de  y^  ; par  conséquent,  si  l’on 

représente  par  a une  constante  indépendante  de  )'o,  on 
peut  poser, 


dx 

dy 


M 


rfj’ 


M -t-  m dy' 

Cette  relation  peut  s’écrire 


y 


i.  JL  ■ ' * 

dx  /M  + m\  ' j 2.0  — y \ ’ _ 

\"T^j  ’ 

en  l’intégrant,  on  aura  l’équation  de  la  courbe  que  doit 
former  le  canal. 

Quand  on  suppose  que  la  courbe  passe  à l'origine,  il 
vient 

, -,  a-y\ 

X = I — ^ — I \y2ay  fl  arc  cos  — ~ y 

On  reconnaît  une  cycloïde  allongée , qui  se  construit 
en  dilatant  les  ordonnées  d'une  cycloïde  perpendiculaires 
à Taxe,  dans  le  rapport  de  m k v/M. 

La  durée  d’une  demi-oscillation  est 


-vlX' 


<!y 

vlr,7— 7’ 
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Quand  celte  durée  est  donnée , on  eu  ronclul  la  valeur 
' de  la  constante 


T> 


Claihaut,  Mém.  de  l'Mnd.  des  Sc.  de  Pans , 1742  , p.  4<  • 

2*.  Déterminer  le  mouvement  de  deux  points  maté- 
riels (jui s’attirent  proportionnellement  à la  masse  et  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance- 

Soient  m,  m' les  masses; 

r,  r'  les  distances  au  centre  de  gravité  commun; 

P la  distance  mutuelle; 

p.  l’attraction  de  l’unité  de  masse  sur  l’uuilé  de  masse 
à l’unité  de  distance. 

Le  centre  de  gravité  commun  aura  le  mouvement  recti- 
ligne et  uniforme  que  produirait  une  quantité  de  mou- 
vement initiale  égale  à la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  initiales  des  deux  mobiles,  en  supposant  au 
centre  de  gravité  une  masse  égale  à la  somme  des  masses 
des  deux  points.  Le  mouvement  de  ces  deux  points  autour 
du  centre  de  gravité  sera  celui  qui  résulterait  des  positions 
et  vitesses  initiales  relatives  au  centre  de  gravité,  et  aussi 
de  forces  accélératrices  dirigées  vers  ce  centre,  égalas  à 

. . U.  m 1 . / 

pour  le  point  m,  et  a pour  le  jioint  m . 

Or,  d’après  les  relations 

♦ 

• !l—  P '■  • 

m’  m m -\-m’ 

les  valeurs  de  ces  forces  accélératrices  peuvent  s’écrire 

fl  /«'"  I (1  /«'  I 

(m  -t-  m'Ÿ  h’  (m  -f-  m'Y  d’  ’ 
d’où  l’on  voit  que  le  mouvement  relatif  au  eeiilie  de 
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gravité  n’est  autre  que  le  inouvemeut  bien  connu  d'un 
point  matériel  autour  d’un  centre  6xe  qui  l’attire. 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  les  deux  orbiti-s  dé- 
crites autour  du  centre  de  gravité , considéré  comme  fixe , 
sont  des  courbes  planes,  bien  qu’elles  ne  soient  pas  né- 
cessairement situées  dans  un  même  plan.. En  outre,  la  re- 

lation  — ; = — montre  que  ces  deux  courbes  sont  sem- 
m m ^ 

blables  et  semblablement  placées,  le  centre  de  gravité 
étant  centre  de  similitude  inverse. 

On  aura  le  mouvement  absolu  en  ajoutant  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  à celles  du  mouvement  re- 
latif. Les  courbes  que  l’on  obtiendra  de  la  sorte  seront  gé- 
néralement transcendantes. 

SECTION  11.  ■ ■ 

PRINCIPE  DES  AIRES. 

Considérons  un  système  de  points  matériels,  dont  les 
liaisons  se  réduisent  à des  relations  entre  les  distances 
mutuelles  seulement.  D'une  origine  fixe  menons  des 
rayons  vecteurs  aux  différents  points  du  système,  et 
faisons  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  point  par  la  projection 
droite  Sur  un  plan  fixe  de  l’aire  décrite  dans  l'espace  par 
son  rayon  vecteur,  à partir  d'une  époque  déterminée 
qui  est  la  même  pour  tous  les  points.  Si  les  moments 
des  forces  motrices  autour  de  la  droite  qui  projette 
l'origine  font  une  somme  nulle,  la  somme  des  produits 
dont  il  s’agit  croîtra  proportionnellement  an  temps. 

Tel  est  le  principe  des  aires. 

Outre  les  liaisons  ci-dessus  mentionnées,  l’un  des 
|M)iuls  peut  être  assujetti  à rester  fixe;  mais , dans  ce  cas , 
l’origine  doit  être  prise  au  point  fixe. 

l.e  principe  do.s  aires  est  une  généralisation  du  théo- 
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rèmc  de  Newton  (‘  ) sur  les  aires  que  décrit  lé  rayon  vec- 
teur d’un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale. 
Il  fut  découvert  presque  en  même  temps  par  Euler  { * ) , 
Daniel  üernoulli  (’)  cl  d’Arcy  (‘),  à l’occasion  du  mou- 
vement de  plusieurs  points  matériels  renfermés  dans  un 
tube  de  forme  donnée,  et  mobile  autour  d’un  point  fixe. 

1 . Un  point  matériel,  de  masse  m,  est  lié  à deux  fils 
inextensibles  et  sans  masse , qui  traversent  un  petit 
anneau  fixe  O,  et  tiennent  à leurs  extrémités  deux 
autres  points  matériels , de  masses  m',  m".  Tout  le  sys- 
tème est  situé  sur  un  plan  horizontal  et  parfaitement 
uni.  Déterminer  le  mouvement  des  points  et  la  tension 
des  fils,  en  négligeant  le  frottement  sur  Vanneau,  et 
supposant  que  les  fils  restent  constamment  tendus. 

Soient  Om  = r,  Ont  = d,  Om"  = r''; 

0 , C',  0"  les  angles  que  forment  les  rayons  sur  un 
axe  fixe,  situé  dans  le  plan  borizontal; 

T'  et  T"  les  tensions  des  fils  mOm'  et  mOrn" , 

V et  l"  les  longueurs  de  ces  fils. 

Puisque  toutes  les  forces  sont  dirigées  vers  le  centre  O, 
on  peut  appliquer  les  formules  des  forces  centrales  à cha-. 
cun  des  trois  points.  De  là  les  équations 

rf’r  _ rfô’  T'-hT" 

rff'  m 

d'r'  _ , rfO”  _ T 

dt'  dt^  m'' 

d’r"  _ „ dj2  _ 
dt'  dl'  m" 

Le  principe  des  aires  s’applique  à chaque  point  ronsi- 

(*)  Principia,  lib.  I,  prop.  i. 

(’)  Opuscula.  De  motu  corporum  lubts mohUihus  mc/uiorum,  scct.  3;i7^ü- 
(*)  Menu  de  l'Àcad.  des  Sc.  de  Uerliap  i P*  ^4* 

(*)  âlém.  de  l'Acad.  drs  Sciences  de  Paris,  p.  3/|8- 
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dcrë  isolément.  Il  eu  résullc  qu’en  représentant  par  C, 
C',  C"  les  quantités  constantes  qui  mesurent  le  double 
des  aires  décrites  dans  l’unité  de  temps  par  les  rayons 
r,  r',  r",  on  a les  trois  équations 


(aj  , 

dQ  , rfS' 

. dB 

’ — = C , r'» = 

dt  ’ dt 

C, 

r"’ = C" 

dt 

Enfin 

les  relations 

(3) 

donnent 

r-t-  r'  = 

r 4- 

r"  = /", 

(4) 

dr  dr' 

f!r 

dr" 

~di 

(5) 

rf’r  rf’r' 

r 

d'r" 

HÔ  ~^~dF  ~ 

dt' 

^ dt'  ~ 

Pour  avoir  les  valeurs  des  tensions , il  suffit  d’.ajouief 
successivement  la  première  des  équations  (i)  avec  cha- 
cune des  deux  autres,  en  éliminant  les  dérivées  par  les 
équations  (a)  et  (5).  Il  vient  ainsi 


»J*/ 

~P  

m 


tj*  // 

'iP 


m 

*j»/ 


C’  C'' 


C' 


c». 


d'où  l’on  tire  aisément 

, , r mC 

(m  + m + ni  ) — , = 


(m 


m 

m 


r‘ 

/>/C’ 

H 


(m  + m')C"‘  m'C’ 


Cherchons  maintenant  les  trajectoires. 

D’après  le  principe  des  forces  vives,  on  a 

/rfr>  ,d6’\  ,(dr''  „d9'>\ 

dT')  + '"  + ^ 7f) 

/dr”'  „ d0">\ 

-t-  m I -r-r.-f-  r ’ ~ j = coDst.  A. 

\f/t^  ' </r  ; 
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Si  l’on  élimine  r',  ô',  6"  et  Ht  à l'aide  des  rela- 

tions (a),  (3)  et  (4),  il  vient 

C’  C* 

(5)  \ Q,„ 


(m 


m'  ■+■  m")  - m' 


C" 


(l'-rY 


(f'-ry 


A. 


Telle  est  l’équation  de  la  trajectoire  du  point  tu.  On 
obtiendrait  de  la  même  manière  les  équations  des  deux 
autres  trajectoires.*  , • 

Les  formules  (a)  montrent  que  les  mobiles  ne  peuvent 
jamais  atteindre  l’anneau,  à moins  que  leurs  vitesses 
initiales  n’aient  été  dirigées  vers  ce  point;  dans  ce  cas, 
leur  mouvement  serait  constamment  rectiligne. 

Admettons  que  ce  cas  se  présente  pour  les  mo- 
biles m\  m". 

. Alors  C',  C"  seront  nullcs,  et  l’équation  (5)  pourra  s’in- 
tégrer sous  forme  finie.  On  trouvera  l’intégrale 


m •+■  m m 


const 


On  traiterait  sans  plus  de  difficultés  le  ras  où  les 
points  matériels  réunis  par  des  fils  au  point  m seraient 
en  nombre  quelconque. 

Riccati,  Comment.  Bonon. , t.  V,  part.  I,  p.  i5o;  1767.  • ■ : 

2.  Appliquer  les  principes  des  forces  vives,  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  et  des  aires  au  mouvement  ’ 
du  soleil  et  des  planètes  considérés  comme  des  points  ' ' 

matériels. 

On  considère  ici  l’ensemble  d’une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites comme  ne  formant  qu’une  seule  masse,  située  au 
rentre  de  gravité  du  système.  . ’ 

Soient 

M , m , m',  etc,,  les  produits  des  masses  du  soleil  et  des 
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planètes  par  la  ronstanto  qui  mesure  l'aUraction  de  l'ii 
nité  de  niasse  sur  Tuniic  de  masse  à Tunilè  de  distance; 

X,  Y,  Z les  coordonnées  du  soleil  par  rapport  à des  axes 
rectangulaires  et  fixes  dans  l’espace  ; 

’’’  Ci  ? 5 ’’’ 1 C i coordonnées  des  planètes 

m,  ni',  etc.  ; 

r,  r,  etc.,  les  distances  du  soleil  aux  planètes  m,  m,  etc.; 
, la  distance  de  la  planète  m<*>  à la  planète 

Les  équations  du  mouvement  sont  les  suivantes  ; 


rf’X  _ wfg  — X)  CT'(g'  — X) 

dt'  r’  r'*  ’ 

rf>Y  _/»(«  — Y)  , /«'(r,'  — Y) 
dO  ~ r>  r'>  ■+••••» 

rf’Z  Z)  m'{x:  — Z) 

dd  r*  r'^  ’ 

dn.  M(X-Ç)  m'iV-l) 

Pi.,  Pi., 

<Pin  M(Y — n)  »i'(k'  — k)  m"[ri" — «) 

pTt- 

d^  ^ M(Z— Ç)  — m"{C-  !;) 

PÎ,.  pi., 


Le  print'i]>c  des  forces  vives  donne  l’intégrale 

i v"  dd  ) 

,,  "I  v’  . < 


r/X’+  f/Y’-t-  f/Z’ 

M 

dd 


on  h représente  une  coiislantc,  et  ^ un  signe  somma- 


toire  qui  s'étend  à toutes  les  combinaisons  des  dilTérentes 
planètes. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donne 


Digitized  by  Google 


1 


les  intégrales 


DYNAMIQUE. 


1^7 

I MX.  ^ — at  + a, 

(2)  , = 

I MZ  + ^ /W  ; = rf  4-  7 , 

a,  b,  c,  a,  (3,  y étant  des  constantes. 

EnGn  le  principe  des  aires  donne  trois  intégrales  dont 
l’unè-  rentre  dans  les  deux  autres  : 


e,  f,  g désignant  des  constantes. 


Ces  intégrales  rigoureuses  du  mouvement  absolu  des 
corps  célestes,  sont  les  seules  que  l’on  ait  pu  trouver 
jusqu’ici.  . , 

On  a bien  plus  souv  ent  à considérer  le  mouvement  re- 
latif des  planètes  autour  du  soleil  que  leur  mouvement 
absolu  dans  l’espace.  Il  sera  donc  utile  de  chercher  ce  que 
deviennent  les  intégrales  précédentes , quand  on  regarde 
le  soleil  comme  fixe,  et  qu’on  transporte  en  ce  point  l’o- 
rigine des  coordonnées. 

Soient 

X,  y,  Z les  coordonnées  de  la  planète  m pour  la  nou- 
velle origine  ; 

x' , y,  z'  celles  de  la  planète  m\  et  ainsi  de  suite.  . 

Nous  aurons  . 

>)' = Y -f- 7',.  . . ,• 

Ç = 7.  + Z,  ij'  = Z -f-  î*, . . . . 
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Substiuiatit  ces  valeurs  de  n,  *lans  les  lor- 

imilcs  (i),  (2)  et  (3),  les  nouvelles  formules  (2)  nous  don- 
neront des  valeurs  de  X , Y,  Z qui,  substituées  dans  les 
nouvelles  formules  (1)  et  (3),  nous  fourniront  les  quatre 
intégrales  du  mouvement  relatif  seules  connues^  savoir  : 

- ■(“  H- 2 ”)  ("  2 ? ■ 

("*2-)2K-^)-2™ 
(»-h2")2(”^^^î^)^X"'  =““'■• 

(»*2-)2("'-^)-2-2>£-2"-24-»-- 


On  [jourra,  par  de  simples  transformations,  mettre  ces 
intégrales  sous  la  forme  donnée  dans  la  Mécanique  cé- 
leste (L.  II,  C.ii,§9): 


V fmm 

,(dx' 

^[dr'-dr] 

ds]'^ 

1 , M V/... 

dz'\ 

dt' 

dt' 

-) 

-, 

")(»2'-2^) 

1 = conftt 

^ [m/»' 

- {y'' 

dt 

- s);rf7'  — 

s,] 

= conM. 

V \mm' 

. (»'- 

- s){,di' 

-<Lr)  — {x’- 

- x)  {dt'  - 

■ dt]  ~ 

1 . M V /...  tdx-xdt\ 

dt 

tu  ) 

1 s=  consï. 

2 

-dr)-ij'- 

dt 

-r){dx'- 

1 =s  ct»n»t. 

3.  Deux  points  matériels,  rie  masses  ni,  ni',  sont 
réunis  par  une  tige  rigide  et  sans  niasse,  mohilc  dans 
un  plan  horizontal  autour  d’un  poitil  fixe}  la  tno- 
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lécuie  ni  peut  glisser  librement  le  long  de  la  tige,  tandis  . ^ - 

que  la  molécule  m^  est  liée  sur  cette  droite.  Détermi- 
ner la  trajectoire  du  point  m. 

Si  l’on  nomme  a la  distance  du  point  m' au  point  fixe,  ^ . 

r et  6 les  coordonnées  polaires  du  point  m relativement 
au  même  point  fixe  pris  pour  origine , et  A une  constante, 
on  trouve  l’équation 

dr^  ^ 

= A{mr' -i- m'a’)*  — (mr*-i-  m'a*).  • 

. Mém.  de  l' Acad,  des  Sc.  de  Paris,  22.  . • .. 

4.  Deux  points  matériels  égaux  sont  fixés  aux  extré-  ■ 
mités  (T une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile  en  tout  sens 
autour  d'un  point  fixe  situé  en  son  milieu.  Déterminer  . • \ 

le  mouvement  de  la  tige. 

Soient  (p  l’inclinaison  de  la  tige  sur  la  verticale,  6 l’an-  ' . • ' 
gle  qu’elle  fait  avec  un  plan  vertical  fixe,  (3  la  valeur  ini-'  , . ; ‘ 

tiale  de  l’augle  ip,  w etu  les  valeurs  initiales  de  ^ et  de  , . 
dh 

—■>  c ex.  d des  constantes  que  l’on  détermine  parles  don- 
nées initiales,  et  c"*  = w*  -|-  u*  sin*(3.  ".  ••  • 

On  trouve  les  équations 

. ■ rfS 

s.n>-  = c,  . .•  ^ 

00s  y = — - — - cos.f"(/ -H  c'). 

* C 


II. 
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CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT  d’üN  CORPS  SOLIDE. 


SECTION  I. 

mouvement  d’uK  corps  solide  autour  d’un  AXE  FIXE. 

t 

Soient  w la  vitesse  angulaire,  et  MA’  le  moment  d’iner- 
tie du  corps  autour  de  l’axe  de  rotation.  Prenons  cet  axe 
pour  axe  des  z,  cl  nommons  X,,  Y les  forces  motrices 
"extérieures,  qui  sollicitent  la  molécule  (x,  y)  suivant 
les  axes  des  x et  des  y.  Nous  aurons 


dt  ' MX'  ’ 


le  signe  ^ indiquant  une  somme  étendue  à toutes  les 

molécules  du  corps  considéré. 

•Les  pressions  sur  l’axe  se  c.dculent  en  exprimant  que  les 
forces  motrices  extérieures,  transportées  sur  l’axe,  et  les 
forces  centrifuges  nées  de  la  rotation,  sont  équilibrées  par 
les  réactions  de  l’axe,  égales  et  contraires  aux  pressions. 

Une  des  applications  les  plus  importantes  de  cette 
théorie  consiste  .à  déterminer  le  mouvement  d’un  corps  • 
pesant  autour  d’iui  axe  horizontal.  Soient  h la  distante 
du  centre  de  gravité  à l’axe  de  rotation,  etC  un  point  situé 
avec  le  centre  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire 
à l’axe,  à une  distance  / de  cet  axe,  donnée  par  la  for- 
mule ' 
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^_Lc  mouvemenl  du  point  C ne  serait  pas  altéré  si  touil- 
la masse  du  corps  était  réunie  en  ce  point.  On  le  nomme, 
pour  celte  raison,  centre  d'oscillation  du  corps  relati- 
vement à l'axe  considéré.  La  longueur  / est  celle  du 
jiendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  le 
pendule  composé  formé  par  le  corps  dont  il  s’agit. 

•'  Le  P.  Mersenne  proposa,  eu  1646,  de  déterminer  la 
durée  des  oscillations  d’un  corps  pesant  autour  d’un  axe 
horizontal  ; ce  qui  revient  .à  déterminer  le  centre  d’oscilla- 
tion. Tous  les  géomètres  qtii  abordèrent  la  solution,  Des- 
carles  (‘),  Robcrval  (’),  Wallis  (’),  Fabri  (*)  et  le 
P.’ Mersenne  (’)  lui-méme  sup|X)sèrent  tacitement  que  le 
centre  d’oscillation  coïncide  avec  le  centre  do  percussion . 
Cette  proposition  est  exacte;  mais  il  est  étonnant  qu’ils 
raient  admise  sans  la  démontrer.  F.lle  Icurpermit  de  trou- 
ver le<-entre  d’oscillation  dans  un  certain  nombre  de  figu- 
res. Descartes  détermina  celui  des  figures  planes  oscillant 
dans  leur  plan , et  se  trompa  pourles  autres  cas;  Robcrval 
trouva  celui  de  certaines  figures  pianos  n’oscillant  pas 
dans  leur  plan  ; enfin  Huygbens  résolut  le  cas  général. 
Ce  ne  fut  pourtant  qu’après  plusieurs  essais  infructueux 
qu’il  parvint  à la  solution  tant  désiiée.  F.lle  fut  publiée 
dans  la  quatrième  partie  de  son  Horologium  oscilluto- 
riurn,  1673.  Cette  solution  se  fonde  sur  deux  postulata  : 
le  contre  de  gravité  d’un  système  de  corps  pesants  ne  puit 
remonter  de  lui-même  k une  hauteur  plus  grande  qiie 
celle  d’oïl  il  est  tombé,  de  quelque  manière  que  se  modi- 
fie la  disposition  mutuelle  des  corps.  Un  pendule  compo.sé' 


(*)  Lrttrrs  dr  Dficartes.  . ^ 

{*)  Ihid.  : 

(*)  Mrehanica.  Sivr  de  niolu. 

(')  Tract . de  motu,  Append,  phXiifo-mtUh.  dr  reritro  percuiiionif. 
(*)  ^i>rrsrnit  RrfJexlotu*s  phrsicO‘'‘matfirmoliC(r,  rap  . \l  o{  \ll, 

')■ 
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remonte  toujours  à la  hauteur  d’où  il  est  descendu  libre- 
ment. 

Quelques  anné'es  après  la  publication  de  V Iforologiuni 
oscil/a/oriurn , l’abbé  Catelan  (')  fit  observer  que  les 
postulata  de  Huyi^hcns  ne  peuvent  être  pris  pour  des 
axiomes.  Ce  fut  l'occasion  de  nouvelles  recbeirhes  de  la 
part  de  l’Hôpital  , .Tacques  Bernoulli  et  autres  géomètres. 
Ces  travaux  amenèreut  la  solution  simple,  bien  connue 
aujourd’hui. 

<'  1.  Un  pendule  qui  porte  à son  extrémité  un  cylindre 

creux,  contenant  du  mercure,  et  dirigé  suivant  le  pro- 
longement de  la  tige,  oscille  dans  un  plan  vertical. 
Étant  donnés,  le  poids  p du  pendule,  les  distances  h 
et  l du  point  de  suspension  au  centre  de  gravité  et  au 
^ centre  d' oscillation  , et  le  rayon  intérieur  du  cylindre  r, 
déterminer  le  poids  p'  du  mercure  qu’il  faut  verser  dans 
le  cylindre  pour  que  le  pendule  batte  exactement  la 
seconde.  ’ 

Soient  h le  rayon  de  gvration  du  pendule  donné  autour 
d’une  parallèle  à l’axe  de  suspension , passant  au  centre 
de  gravité;  A'  le  rayon  de  gyration  du  mercure  addi- 
tionnel autour  d'une  parallèle  à l’axe,  passant  au  centre 
<le  gravité  de  cette  masse;  h'  la  distance  du  point  de 
suspension  au  centre  de  gravité  du  mercure  additionnel;  . 

la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  la  seconde. 

(A  Paris  , L = o"',993  900  17). 

La  formule  (B),  jointe  à la  relation  qui  existe  entre  les 
rayons  de  gyration  autour  de  deux  axes  dont  l’un  passe  au 
centre  de  gravité,  nous  donne  l’équation 

H> - H)> f(H -A')’ H- /•'■] 


(’)  inmnal  dfs  Savuntt,  tl 
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OU  l’on  a lait 


///(  ■+■  //' 


!>  H-  /< 

II  vii'iil , cil  l'édiiisaiil , 


II. 


L = 


pk  + p'  h' 

cl,  si  l’on  remplace  h'  -|-  A’  par  sa  valeur  Ht , 

(i)  pA(/-L)  = p'[X'(L-/,')-X"]. 

.Nommons  p la  densité  du  mercure,  el  u la  distance  du 
point  cje  suspension  à la  surface  supérieure  du  mercure 
<|ue  conlienl  le  pendule  dan.s  son  premier  étal. 

Nous  aurons 

p’  = 2 7i'pr’(«  — h'), 

et  (page  5;) 

X'>  = ! r-’  + i («  — A')».  ■ • 

‘ Ces  deux  relations  nous  permettent  d’éliminer  A' el  A' 
de  la  dernière  équation  ; alors  nous  obtenons,  pour  dé- 
terminer p',  l’éqüalion  du  troisième  degré 

— L)p" 

— ^ jr’p’r*  [4“(L  — « ) — r=]p  -l-  3 ir’ f>’ p/i  ( / — L)  = o. 

Dans  le  cas  où  le  pendule  donné  battrait  à peu  prés  la 
seconde,  on  pourrait  considérer  le  mercure  ajouté  comme 
formant  une  lame  circulaire  sans  épaisseur,  et  l'on  au- 
rait sensiblemeut 


h'  = U , 


d’où  (i) 


I 

r’ 


>'  47(L-7)-r7-.’ 
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La  capillarilé  el  les  oscillations  du  mercure  sont  des 
causes  perturbatrices  que  nous  avons  négligées  ; mais  nos 
calculs  seront  tout  à fait  exacts,  si  nous  remplaçons  le 
mercure  par  de  petits  disques  solides  enfilés  sur  un  axe 
commun. 

2.  On  suppose  un  pendule  formé  d'une  sphère 
pesante  et  homogène , dont  le  rayon  est  r et  la  masse  m, 
fixée  par  son  centre  à t extrémité  d'une  tige  sans  poids, 
dont  la  longueur  est  a.  On  demande  à quel  point  de 
la  tige  il  faut  fixer  le  centre  d'une  nouvelle  sphère 
homogène,  dont  le  rayon  et  la  masse  sont  r'  et  m', 
pour  diminuer  le  plus  possible  la  durée  des  oscillations . 

Soient  a'  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre  . 
de  la  sphère  additionnelle,  h la  distance  du  même  point 
au  centre  de  gravité  des  deux  sphères , k le  rayon  de  gyra- 
tion du  système  autour  d’une  perpendiculaire  à la  tige, 
menée  par  le  centre  de  gravité,  et  l la  longueur  du  pen- 
dule synchrone. 

On  trouve  aisément 


/ 


h = 
X’  = 


ma  -H  /n  « 
m -t-  m 
m Fl 


m -t-  ni'  I 5 


/i’  -(-  X= 


7’  -t-  m'n"  -p  [mr^  -t-  m' r'') 


dl 


Posant  ^ = O,  et  tirant  de  celte  équation  la  valeur  de  , 
a',  il  vient 


ma  -|-  m ( m -|-  "é  ) n’  -4-  g m'  (mr‘  4-  m'  df 


m 


On  voit  par  là  que,  lorsqu  on  fait  glisst;r  un  curseur 
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sur  la  tige  d’un'  pendule  en  l’élevant  de  plus  en  plus , on 
finit  par  atteindre  une  hauteur  telle,  qu’en  élevant  encore 
le'curseur,  ou  produit  le  même  eil'et  que  si  on  l’abaissait, 
c’est-à-dire  qu’on  augmente  la  durée  des  oscillations. 

Si  la  lentille  et  le  curseur  peuvent  être  assimilés  à deux 
points  matériels  de  masse  m,  rn',  portés  par  une  tige  sans 
poids,  de  longueurs,  la  distance  a'  du  curseur  au  pointde 
sus{>eiision,  pour  laquelle  se  produit  le  phénomène  dont 
nous  parlons,  satisfait  à l’équation 


Kulf.b  , Theoria  motus  corpornm  sntidorum , C.  VU  , prob.  4^. 

3.  Considérons  une  tige  pesante,  homogène  et  partout 
d'égale  épaisseur,  qui  oscille  dans  un  plan  vertical  au- 
tour de.  son  extrémité.  Si  cette  tige  était  flexible,  elle 
se  courberait.  Nous  la  supposons  rigide,  et  nous  voulons 
trouver  le  point  où  la  force  qui  tend  à la  courber  exerce 
le  plus  grand  effort. 

Soient  a la  longueur  de  la  tige,  m sa  masse,  0 l’angh; 
qu’elle  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  h la  distance 
du  point  cherché  B à l’extrémité  fixe,  r la  distance  à la 
môme  extrémité  de  l’un  quelconque  des, éléments  de  la 
tige  qui  sont  situés  au-dessous  du  point  R. 

La  force  motrice  gagnée  en  vertu  des  liaisons  par 
l’élément  dr,  estimée  dans  le  sens  du  mouvement , est 

égale  au  produit  de  la  masse  ‘—ni,  par  la  ditl’érence 

entre  la  force  accélératrice  effective  — /’-y-ct  la  force 

accélératrice  appliquée  g siii  0.  La  somme  des  moments 
autour  du  point  B des  forces  gagnées  par  tous  les  éléments 
dr  mesure  l’effort  qui  tend  à courber  la  tige  au  point  B. 
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Cet  effort  a donc  pour  expression 

Or  on  a,  dans  le  mouvement  de  la  lige, 


dr. 


IF 


-^sini 


Par  eonséquent,  l’effort  dont  il  s’agit  est 
wffsinO/’",-  ,,  , mg'sinO 

(3r-2fl)(r-i)rfr=-|^  6(0- V- 

Le  maximum  a lieu  quand  6 = 

Ainsi,  le  point  cherché  est  symétrique  du  centre  d’os- 
cillation par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Le  moment  de  la  force  qui  tend  à courber  la  lige  en  ce 
point  a pour  valeur 

mg  sin  0 


27 


W.  W. 


1)  » B 


Avec  quelle  vitesse 
1.®  unevoiture  peut-elle  tour- 
^ ner  sur  un  plan  incliné  , 
sans  quelle  cesse  de  s' ap- 
puyer sur  ses  quatre  roues  P 

Supposons  que  la  ligne 
de  plus  grande  pente  sur  le  plan  soit  parallèle  a 1 essieu 
de  derrière,  et  considérons  le  système  en  projection  droite 
sur  le  plan  incliné. 

.Soient 

B,  B' les  points  d’appui  des  roues  de  derrière  sur  le 
plan  ; 

A , A'  « eux  des  roues  de  devant  ^ . 
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' A| , A\  les  positions  qu’auraient  ces  derniers  points  si 
la  voiture  ne  tournait  pas;  , 
a l'angle  des  deux  essieux  ; 
e l’angle  At  HA  ; 

2«  la  distance  AA'  ou  HH'; 

l la  distance  des  deux  essieux,  lorsqu’ils  sont  pa- 
rallèles; 

( l'inclinaison  du  plan  sur  l'horizon  ; 

P le  poids  de  la  voiture; 

G la  projection  de  son  centre  de  gravité,  située  à égale 
distance  des  droites  BA,,  H' A',; 

h la  distance  du  plan  au  centre  de  gravité; 
h la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical  qui 
contient  l’essieu  de  derrière; 

^ la  traction,  que  nous  supposerons  exercée  dans  une 

direction  parallèle  au  plan  et  perpendiculaire  à l’essieu 
de  devant; 

A'  la  distance  du  plan  au  point  d’application  de  la  trac- 
tion ; 

e la  vitesse  du  milieu  IJ  de  l’essieu  de  derrièie. 

Pour  (jue  la  voiture  reste  appuyée  sur  scs  quatre  roues, 
il  faut  que  le  poids  et  la  traction  aient  autour  de  AB  un 
moment  supérieur  à celui  des  forces  centrifuges.  Formons 
cette  inégalité. 

Le  moment  du  poids  est  égal  au  produit  du  poids  par 
le  cosinus  de  l’angle  que  la  droite  BA  fait  avec  l'horizon, 
et  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical 
qui  contient  la  même  droite  BA.  INous  trouvons  d’abord , 
pour  expression  de  ce  moment , 

P [ ( fl  cos  i — /i  sin  J ) cos  t — h cos  i sin  s ]. 

D’aillciu's  la  projectioji  de  AB  sur  A’,  A,  est  égale,  d'uin- 
part  à rt(i  — cosîi:),  d’autio  pari  à (/  .(- n sin  sr)  lang  £ , 
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cc  (lul  nous  dimnc 

siri  ( ( OS  s , • I 


n{r — cos*)  / + rtsin«' 


[<î’(i  — cos  a)’  + (/  + (I  sin  a)']'  ^ 
l.e  moulent  de  la  traction  est 


- A'  sin  {a  — «). 


11  n;ste  à trouver  le  moment  des  forces  centrifuges.  Nous 
ndmcltons  (iiic  les  roues  ne  glissent  point.  Il  en  résulte 
(pie  leurs  points  de  contact  sur  le  jdan  tournent,  dans 
l'instant  considéré,  autour  de  l’interseclion  Odes  droites 
A.V,  nil'.  Par  suite,  les  milieux  des  essieux  et  lu  voiture 
tout  entière  tournent  autour  d’une  perpendiculaire  an 
])lan  menée  par  le  point  O,  avec  une  vitesse  angulaire 
('•gale  à 

I'  V 

. — ou  - tang  a. 

OD  ^ 

Prenons  le  point  O pour  origine  des  coordonnées,  la 
perpendiculaire  au  plan  [lour  ax(!  des  z,  et  une  perpendi- 
culaire à BA  pour  axe  des  x. 

l.e  moment  des  forees  centrifuges  sera  représenté  par' 
l'intégrale 

^ tang’ a J :xdP, 

étendue  à toutes  les  molécules  do  la  voiture. 

Pour  évaluer  cette  int<‘gralc  il  est  commode  de  trans- 
porter l’origine  au  centre  de  gravité  ; puis  de  faire  tourner 
les  axes  parallèles  au  [ilan,  de  manière  que  le  nouvel  axe 
des  X soit  perpendiculaire  à la  droite  BA,.  Nommant  x\ 
y',  z'  les  nouvelles  coordonnées,' nous  aurons 

tang  a 

3 3 i'  -f-  A , 


^ cos  £ -t-  {.r'  + l>)  sin  e , 
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et  le  moment  des  fortes  centrifuges  deviendra 


— tang’a 


P A 


/ cos  ( 
tanga 


b sin  ( 


x'z',19 


+ sin  t J*  j 'z'dP 


Ces  valeurs  nous  permettent  d’écrire  immédiatement  la  . 
condition  cherchée.  Mais  auparavant'  faisons  quelques 
simplifications.  • , ' 

La  traction  est  une  petite  fraction  du  poids  total , ^ en- 
viron, et  l’angle  e est  peu  considérable;  il  en  résulte  que  . 
nous  pourrons  stibsiitucr  sin  a à sin  (a  — e),  dans  le  mo- 
ment de  la  traction. 

, Le  plan  des  j-'z'  partage  la  voiture  en  deux  parties 
sensiblement  symétriques;  nous  pourrons  donc  supposer 

nulle  l’intégrale  J’ x'z'dP. 

' Le  plan  des  x' z'  divise  la  voiture  en  deux  parties  (|ui 
ne  sont  pas  très-dilfércnlcs;  en  outre  siiis  est  une  assez 
petite  fraction;  par  conséquent,  dans  le  moment  des  for- 
ces centrifuges,  nous  pourrons  encore  négliger  le  terme 

sin  £ J‘ y z'dP  vis-à-vis  du  premier.  Tout  ceci  n’intro- 

dnira  dans  le  résultat  que  des  erreurs  insignifiantes  pour  . 
ce  genre  de  questions. 

L’inégalité  que  doivent  vérifier  la  vitesse,  l'inclinaison  ■ 
du  plan  et  l’angle  de  déviation  devient  alors 

, . ,■  .s  , ■ ■ I 

( a cos  i — « sin  ( ) cos  « — b cos  i sin  £ -t-  « 

' n 

hv‘ 

^ — tanga  (/cos I -f- à tanga  sine), 

gf  - 1 ■ ■ 


>ii  siiiE  Pt  cos£  ont  les  valeurs  données  plus  haut. 
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Le  rapport  ~ exprime  la  tangimte  île  l’inclinaison  du 

plan  sur  lequel  la  voiture  en  repos  commencerait  à ver- 
ser. Les  règlements  de  la  police  française  exigent  <{ue, 

dans  les  grandes  messageries,  ce  rapport  soit  égal  à 

Si  V on  adopte  les  nombres  suivants  , 

^=^5  <j=o“’,85,  7i'=o'”,5o,  / =2‘“,  é=o'”,92,  a<;43°> 

ipii , d’après  Coriolis,  conviennent  aux  grandes  mes- 
sageries de  France,  et  si  l’on  suppose  « = 3o®,  la  vi- 
tesse t»  pour  laquelle  la  voiture  tendrait  à s’incliner  sur 
'un  plan  horizontal  est  de  à l'heure.  Toutefois 

on  doit  observer  que  les  vitesses  obtenues  par  ces  for- 
mules sont  un  peu  trop  grandes  pour  des  voitures  suspen- 
dues. 

Coriolis,  Journal  de  l’Ecole  Polyt.,  XXIV'  cahier, 
p.  i55;  i835. 

5.  Une  plaque  mince  et  pesante,  qui  a la  forme  d'un 
triangle  rectangle  isocèle , est  suspendue  par  le  sommet 
de  V angle  droit,  et  porte  sur  le  prolongement  de  P un 
des  côtes  égaux  un  axe  très-court,  qui  s'engage  dans 
iin  anneau  horizontal  fixé  verticalement  au-dessous  du 
point  de  suspension.  Déterminer  la  vitesse  auec  laquelle 
la  plaque  doit  tourner  autour  de  l’axe  fixe  pour  que 
l’anneau  n éprouve  aucune  pression. 

Si  l’on  nomme  a le  côté  de  l’angle  droit  et  w la  vitesse 
^ .ingulaire,  on  trouve 


W \N  . ■ * * 
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6.  Une  tige  mince  et  homogène,  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  qui  s'engage  dans  son  extrémité , est 
d’abord  amenée  dans  une  position  horizontale , puis 
abandonnée  à son  poids.  Démontrer  que  T angle  ô décrit 
parla  tige,  et  l'angle  Cf  compris  entre  la  tige  et  la  droite 
suivant  laquelle  est  dirigée  la  pression  qu'éprouve  l'a.re, 
vérifient  constamment  la  relation 


tangô  tang  «p  = 


W.  W. 


7.  Le  métronome  de  MSelzel  est  un 
pendule  vertical,  dont  la  tige  AOB  porte 
une  lentille  L à son  extrémité  inférieure 
A , et  un  curseur  C sur  sa  branche  supé- 
rieure OB.  Trouver  le  point  de  la  tige  où 
il  faut  amener  le  curseur  pour  que  le  pen- 
dule batte,  par  minute,  un  nombre  donné 
d' oscillations 

Soient  n le  nombre  donné,  O l’axe  de 
suspension,  OA  = n,  OB=i,  OC  = x,  P le  poids  de 
1.1  lentille,  P'  celui  de  la  lige,  p celui  du  curseur.  On  sup- 
pose la  lentille  formée  de  deux  lentilles  plan-convexes 
égales,  et  l’on  nomme  son  rayon  r,  son  axe  au.  _ 

Si  l’on  pose 


k'  = a'  S-  a ar  -\- 


4or‘-f-  i5r’a’  4-  «' 
I o ( 3 «’) 


a'  — ab  -k-  ^ 36oog- 

3 ' ' 

on  a,  pour  déterminer  x,  ré(|iiatioii  du  second  degré 


P \ 


' • 
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8.  //«  chemin  de  fer  décrit  une  courbe  horizontale, 
dont  le  rayon,  compté  du  milieu  de  la  voie,  est  R ; quelle  . 
élévation  faut-il  donner  au  rail  extérieur  au-dessus  du 
rail  intérieur  pour  que  le  wagon  s’appuie  également  sur 
les  deux  rails? 

On  peut  négliger  l’effet  de  la  traction  ; car  cette  force 
- est  une  pclilc  fraction  du  poids,  surtout  pour  le  dernier 
wagon , qui  est  le  plus  exposé  à verser. 

Soient  a a la  largeur  de  la  voie,  v la  vitesse  sur  le 
milieu  de  la  voie  et  u la  différence  de  niveau  des  deux 
rails. 

Si  Ton  su|i)K>sc  que  la  masse  du  wagon  soit  distribuée 
symétriquement  de  part  et  d’autre  de  la  section  longitudi- 
nale et  de  la  section  transversale  qui  partagent  la  largenr 
et  la  longueur  en  deux  parties  égales,  on  trouve 

a av‘ 

p‘ 

9.  Trouver,  dans  un  corps  pesant,  le  lieu  des  axes 
de  suspension  , autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans  le 
meme  temps  qu  un  pendule  simple  de  longueur  donnée  /, 
et  qui  sont  à une  distance  connue  h du  centre  de  gravité. 

Prenons  ponr  axes  des  .r,  desj'  et  des  z les  axes  prin- 
< ipaux  d’inertie  du  corps  relatifs  à son  cenire  de  gra%iié  -, 
nommons  A , R,  C les  moments  d’inertie  relatifs  à ces 
axes,  M la  masse  du  corps,  et  posons 

N = M/((/— A). 

Le  lieu  cherché  est  celui  (juc  trace  dans  le  corps  la  sur- 
l’ace  d’un  cylindre  droit , de  rayon  h , et  dont  l’axe  déent 
le  cône  du  second  degré  représenté  par  l’équation 

(N  — A)j-’4-{N  — n)/’+  (N  — C)ï’=o. 

Biot,  fniirn.  (le  l' firolr  Potyt.,  XIII'  cahier,  p, 
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• 40.  7 Voiwer,  Hans  un  corps  pesant,  It  lieu  des  ares 
(le  suspension  , autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans 
un  temps  donné,  et  qui  passent  par  un  point  connu. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
nommons  x' , y',  z'  les  coordonnées  du  point  commun  à 
à tous  les  axes. 

Le  lieu  cherché  est  la  surface  représentée  par  l'équa-- 
tion 

/[(x  — x')’-t-Cr— /)’+  (2  — Cr'* — ^'ïYY 

_ [A(x-x')»-hB(.r-r')’+c(^-zTf 

.M[{x'i  — l'x  )’-♦-(  J 's  — !>)’]’ 

Biot,  Ibiti. 

SECTION  II. 


MOUVEMENT  D UN  COBPS  SOI.IDE,  AUTOUB  D UN  AXE  QUI' 
SE  MEUT  PABALLF.LEMENT  A LUI-MEME. 

Le  problème  général  du  mouvement  d’un  corps  solide 
autour  d’un  axe  qui  se  meut  parallèlement  à lui-mème, 
se  résout  en  déterminant  d’abord  le  mouvement  de 
translation  du  centre  de  gravité,  puis  la  rotation  du  corps 
autour  d'une  parallèle  à l’axe  mobile,  menée  parle  centre 
de  gravité,  et  considérée  comme  fixe. 

1.  Déterminer  le  mouvement  que 
prend  une  tige  pesante,  lorsqu'on 
t abandonne  à son  poids,  sans  lû- 
te^se  initiale,  après  aeoir  placé  une 
des  extrémités  sur  un  plan  incliné 
parfaitement  uni.  On  suppose  la  tige 
située  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  è la  trace 
horizontale  du  plan . 


) . 
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Soient 
a l’inclinaison  du  plan  ; 
m la  masse  de  la  tige  ; 

k son  rayon  de  gyration  autour  d’une  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  de  gravité; 

a la  distance  du  centre  de  gravité  à l’extrémité  ([ui 
louche  le  plan  ; 

X le  chemin  parcouru  le  long  du  plan  par  la  projec- 
tion C du  centre  de  gravité; 

f l’inclinaison  de  la  barre  sur  le  plan  ; 

|3  la  valeur  initiale  de  celle  inclinaison  ; 

R la  réaction  du  plan. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  régi  par  les 
deux  équations 

(Px  f/’.flsino  „ 

m ——  = nie  sin  a . m = R — me  cosa  ; 

' (iP  ® ’ (U  * ’ 

et  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  par  l’équation 


, (P  9 _ ‘ 

//lA’ = — R (J  cos  O. 

' fit’  ^ 

I.,a  valeur  de  x est  donnée  par  la  première  équation  , 
intégrée  deux  fois, 

X ï=  - g/’  sin  a a cos  p. 

Nous  aurons  la  valeur  de  ç,  si  nous  éliminons  R entre 
la  seconde  équation  et  la  troisième.  11  vient 


a’  cosiy 


fP  sin  (f 


riP 


= — il’  — — «g  cosa  cos  y. 


et,  en  intégrant, 

lia’ 

(V)  (a’  cos’y  -t-  X-’)  ~ =:  2rtgcos*(smp  — sin  y) , 

/ i ‘ / sin 6 — sin®  . 

o = — Vaagcosa  I i/ ^ ili , 

J.,  V ’ 
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valeur  qui,  avec  celle  de  x,  détermine  compléteim-iu  le 
inouveinenl  de  la  tige. 

[,a  réaction  R e.st  donnée  par  la  formule 


R ==  _ 


H COS^  <■//’ 


où  il  faut  remplacer  ^ par  la  valeur  finie  que  l’on  ob- 
tient en  difl'ércntiant  l’équation  (V).  On  trouve 


^ mi’ g cos  a ^ 

~ (a’cos>?  H-  — asinpsin?)]. 


■ {a’cos’f  + i’)’.^  ' -1-  sin  y — asinpsin?) 

Füss,  iVoin  actaPctmp.,  t.  XIII,  p.  70  j 1797. 


2.  Une  lige  pesante,  homogène  et  partout  d’égale 
épaisseur,  suspendue  dans  une  position  horizontale  par 
deux /ils  verticaux  d’égale  longueur,  attachés  a ses 
extrémités,  a été  légèrement  dérangée  de  sa  position 
d’équilibre.  Assigner  la  durée  des  petites  oscillations  ' 
que  cette  lige  exécute,  en  restant  horizontale  et  conser- 
vant son  centre  de  gravité  sur  une  même  verticale.  Txs 
/ils  sont  assez  légers  pour  qu’on  puisse  négliger  leur 
inertie. 


Soient  w la  masse  de  la  lige,  ia  sa  longueur,  9 l’angle 
qu’elle  fait  avec  sa  position  d’étpiilibic,  /la  longueur  de 
chacun  de.s  fils. 

Pour  de  très-petites  oscillations,  on  peut  négliger  le 
déplacement  vertical  de  la  tige,  à moins  que  le  rapjmn 


! 

- lie  soit  une  ires-pelitc  fraction,  ce  que  nous  ne  suppo- 
sons point.  Il  en  résulte  que  la  tension  de  i harpie  fil  est 
conslarniiif-ntegalca  en  sorte  que  cotte  K^nsiou  es- 


timée  suivant  une  lioi  konlale  perpendit  ulaire  à la  ik,. 
-II.  . ^ ’ 
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a pour  \aiour  ' . , 

mf(  n 0 

* 2 l 


• Si  donc  on  observe  que  le  rayon  de  gyration  de  la  tige 

a 

autour  de  son  axe  de  rotation  est  ^5  on  voit  que  les  os- 
cillations sont  régies  par  ré()uation 

o’  d'O  . mg  ai 
3 '7P~  ~ ' T . ' 


ou,  simplement, 


dO  l 


K’intégration  donne,  en  désignant  par  a la  plus  grande 
valeur  de  0 , 

di'  3e, 

11  en  résulte  que  la  durée  d’une  oscillation  est  exprimée 
par  l’intégrale  < 


Cette  durée  ne  dépend  point  de  la  longueur  de  la  barre; 
elle  est  la  même  cjue  pour  un  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait  le  tiers  de  la  longueur  commune  des  deux 
fils. 

Lady' s and  gentleman' n Diary,  1842,  p.  5i. 

3.  Une  sphère  creuse,  homogène  et  remplie  de  liquide  f 
de  même  densité  que  la  paroi  descend , sans  vitesse  ini- 
tiale, sur  un  plan  incliné  qui  exerce  assez  de  frottement 
pour  déterminer  la  sphère  à rouler  sans  glisser.  Coinpa- 
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rer  le  temps  quelle  emploie  pour  parcourir  un  espace 
flonnéà  celui  qu’emploierait  une  sphère  pleine,  de  même 
rayon  et  de  même  densité. 

Soient 

a l’inclinaison  du  plan  sur  riiori7,on; 

m la  masse  de  la  paroi  solide  ; 

■a  son  ravon  extérieur; 

h sou  rayon  de  gyration  autour  d’un  diamètre; 

m'.  a',  k'  les  i|iianlités  analogues  pour  la  sphère  li- 
quide; 

. .r  res|)aee  paiaoniu  par  le  centre  parallèlement  gn'  ' 
plan; 

0 1 angle  dont  le  solide  a tourné  autour  de  son  centre; 

F la  force  de  frottement  qui  s’oppose  au  glissement  ; 

r',  6',  F'  les  quantités  analogues  dans  le  cas  d’une 
sphère  pleine. 

Pendant  le  mouvement  de  la  sphère  creuse,  le  fluide  ne" 
tourne  pas,  mais  ses  molécules  sont  toutes  transportées 
parallèlement  au  centre  de  Ggure.  Il  en  résulte  que  les 
équations  du  mouvement  de  l’enveloppe  sont  les  sui- 
vantes : 

d'x 


{m  -f-  m') 


dt' 


w/X-’ 


{ni  + m'  ) g sin  X — F, 


lit- 


rF; 


desquelles  on  tire,  en  observant  que  6 = -, 

d',T 


[mk’’  -t-  {m  -h  ni')  fl’] 


d/- 


(m  ni')e^g  sin  x. 


I/intégrale  est 


r , , ni  -l~  III 

[»;*’  -f-  (flj  -H  III  ) fl’J  X = fl’g  sin  x,t‘. 

» 7. 

Si  maintenant  on  considère  la  sphère  pleine,  on  a le: 

U>- 


• i 
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équations 

(i  * oc*  ^ 

. {m  + m' ) =(/«-+-  /«' ) ^ sin  a — K', 

. rf’O' 

(mX’+  m' = aF'  -, 

d’où 

fi  ^ 3cf 

[»jX’+  ra'A"  4-  (m  + m')  o’]  —(>»  + rn')a'‘g  sin  a, 

. . , , . H/  4-  tn' 

. [m/’  + »«'/  ’+.(/?! -H  »i  )n’}x'=  ■ — - — rt’^siila  . 

• D’après  CCS  formules,  les  espaces  parcourus  par  les 
deux  moliilcs  pendant  le  même  temps  sont  dans  le  rap- 
port 

X niÂ-^ -i- m' A” -i- {m  + m' J a' 
x'  mA'  -H  ( w -+-/»')«’ 

Si  l’on  remplace  m/’  et  m'k''  par  leurs  valeurs 
et  g /n'a'*,  puis  les  masses  pat- 
leurs  expressions  eu  fonction  des  rayons,  et  que  l'oii 
nomme  n le  rapport  — du  rayon  extérieur  au  rayon  in- 
térieur, ou  trouve 

X -J  n‘ 

, • x'  7 n‘  — 2 . • _ 

Dans  le  cas  de  //  = a,  cette  formule  donne"  • ‘ 

X ’-i  l 2 
x'  III 

Lailj  ’s  and  gentleman’s  Diary,  1842,  p.,  5ii 

A.  On  lance  une  sphère  homogène  le  long  il' un  plan'  ' 


DYNAMIQUE.  - ^ l4y 

incliné,  dans  une  direction  perpendiculaire  à l’horizon- 
tale du  plan , en  même  temps  (juon  lui  imprime  une  ro- 
tation de  même  sens  que  celle  qui  aurait  lieu  si  la  sphère 
roulait  sans  glisser,  mais  plus  rapide.  Déterminer  le 
mouvement,  en  tenant  compte  du  frottement  de  glisse- 
nient. 

Soient 

l’inclinaison  du  plan  sur  l’iiorizoïi  ; 
m la  masse  de  la  sphère; 
a son  rayon;  , 

A son  rayon  de  gyration  autour  d'un  diamètre; 

X l’espace  que  son  centre  a parcouru  parallèlement  au 
plan; 

6 l’angle  dont  la  sphère  a tourné  autour  de  son  centre; 
(JL  le  coefficient  de  frottement  entre  les  deux  surfaces  en 
contact,  pour  l’état  de  glissement. 

Dans  les  premiers  instants,  le  mouvement  est  régi  par 
les  équations 

S s'n « -+-■ 

A’  — — = — fias  cos  a. 

<tê  ^ 

Si  l’on  nomme  cet  ut  les  valeurs  initiales  de  ~ et  de  4^» 

fit  lit 

on  obtient,  pour  intégrales  premières  et  secondes. 


ftx  rfô 

— = ^(sin*-Hpcosa)t-|-c,  — 


ag  cos  OL 
P 


/ -H  •»  ; 


ï / . s , cosa 

JC  r=r  -^(sin  X H-  fi  COS  a)  ^ 4-  Cf,  9 = — —--77—  w/. 

.2  2 A* 

Ces  formules  subsisicnt  tant  que  la  sphère  tourne  plus 
rapidement  que  si  elle  ronlair  sansglis.sei , c'esl-à-dire,  lant 
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(|iie  ^ ii’lsI  j)as  dL-vcmi  é{^al  à a — • Or  celle  égalité  a 
lieu,  et,  par  suite,  le  glisseinenl  cesse,  ;i  ré[io(]ue 


/ ’ {a  w — r ) 


ftÿ  (a’ + /’)  cos  a -(-  g/’  sin  a 


A celle  époque  le  frolteiiienl  change  de  sens , et  devient 
statique,  de  dynamique  qu’il  était.  Par  suite  (tome  I, 
p.  5p) , le  coclEeient  de  frottement  prend  une  nouvelle 
\ alcur  plus  considérable  que  la  première  ; "cette  valeur 
peut  même  être  telle,  que  tout  glissement  soit  désormais 
impossible. 

Supposons  d’abord  qu’il  en  soit  ainsi.  Alors,  en  dé- 
signant par  c',  x',  6'  des  eonetantes  déterminées  par  le 
mouvement  antérieur  à l'époque  T,  nous  aurons  depuis 
cette  époque , de  la  même  manière  qu’au  problème  pré- 
cédent, X 


fl'ir  sin  a , r , , 

6 = 4"-- " “r,  (t - (t  - t)  + 9'. 

2 !<■’)  n ' 


Dans  cet  état,  la  force  de  frottement  qui  s’opposi-  au 
glissement  a toujours  la  même  valeur,  savoii-, 


mk'  d'd 
a dt' 


mk'g  sin  a 
' a'  +"k'~ 


k'  tanga 
n'  4-  k‘ 


mg  cos  a. 


Celle  valeui'  montre  que  la  sphère  roulera  en  clfct  sans 
glisser,  si  le  coefficient  de  frotiemenl  au  départ  est  égal 

, . . k'  tang  a 

ou  supérieur  a - 

* n'  -t-  k'  . 

Supposons,  en  second  lieu  , que  le  cocflicieiit  de  frotte- 
ment au  départ  ne  soit  pas  assez  considérable  pour  em- 
pêcher la  sphère  de  glisser  de  suite  après  l’éporpie  T; 
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cc  qui  a lieu  (luaiid  ce  cncllicicul  csl  iiifén’eur  à ^ 

Alors  les  équalions  qui  régissent  le  uiouvemeiil  ^ apres 
répofjue  T , sont  les  suivantes  ; 


ti'x 

liF 


g sin  a — fjig  cos  a , 


— = iiag  losa.  ' 


l ue  double  imégi-alion  donne 


JT  = - ^ (sin  a — (y.  cos  x ) (f  — r)’  + c'  (t  — r)  -t-  x', 
ung  cos  a , „ c'  , V 

les  eunstaiilcs  c',  x\  Ô'  ayant  ici  'les  mêmes  expressions  ' 
que  dans  le  cas  précédent.  11  faut  observer  que  la  quan- 
tité sina  — fx  cosa  est  positive;  car  le  coefBcient  de  frol-  . 
tentent  est  moindre  pendant  le  mouvement  qu’au  départ , 
et  au  départ  ce  roeffirient  est  moindre  que  tang  a. 

Dans  l'état  (jui  nous  occupe,  il  y a à la  fois  glissement 
et  roulement.  Il  nous  csl  facile  de  trouver  l’espace  par- 
couru par  le  seul  effet  du  glissement.  . • 

Kn  effet,  nommant  ^ l’espace  parcouru  par  glissenient, 
depuis  l'époque  t jusrpi'à  l'époque  t,  nous  avons 

y/ç  i/x  / . fl’  -4-  A'\ 

— z=  — fl  = g [l  — t)(  sm  « — a cos  a — — I ; . 

,/r  ,ll  rit  /<')  •• 


d’où 


?.=  — T)’|sina  — (XCOSa  — — )• 

Kui.iui,  .-ivlri  Arud.  l'clro/i.,  1781;  1*.  il,  p.  i3i 
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O.  Un  cylindre  est  placé 
liorizontalcnient  sur  la 
surface  concave  d’un 
f^rand  t^'lindrc  creux, 
pareillement  horizontal , 
et  dans  lequel  une  fente, 
pratiquée  suivant  une  sec- 
tion droite,  donne  pas- 
sage à un  corps  solide 
de  fontie  quelconque  in- 
variablement lié  au  petit 
cylindre.  L'ensemble  de 
ces  deux  derniers  corps  forme  une  sorte  de  pendule 
composé.  On  propose  de  déterminer  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  ce 
pendule  composé,  en  ne  considérant  que  de  petites  oscil- 
lations ,■  et  admettant  que  le  cylindre  intérieur  roule 
sans  glisser  sur  le  cylindre  extérieur. 

Considérons  la  section  faite  par  un  plan  perpendicu- 
laire aux  cylindres,  et  contenant  le  centre  de  gravité  G 
du  j)cndule  composé. 

Soient  O et  C les  centres  des  sections  du  cylindre 
creux  et  du  cylindre  mobile; 

OAX  un  rayon  vertical,  dirigé  dans  le  sens  de  la  pc- 
.santcur,  et  cjui  sera  l’axe  des  x\ 

ÜY  un  rayon  horizontal , qui  sera  l’axe  des  y ; 

X,  y les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G; 

0 l’angle  AOC  ; 

(J)  l’angle  que  CG  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur; 

E le  point  de  la  section  du  petit  cylindre  qui  vient 
loucher  le  cylindre  extérieur  sur  l’axe  des  a',^quand  on 
(ail  rouler  convenablement  le  premier  corps;  . • 

(î  l’angle  constant  EC.Ci  ; , . 
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a et  b les  rayons  du  grand  et  du  pelil  eyliudre; 

c la  distance  (i(’i  : 

m la  masse  du  |)ciidulo; 

k son  rayon  de  gyration  autour  d’une  parallèle  aux 
'cvliudres,  menée  par  le  centre  de  gravité; 

R la  réaction  normale  du  grand  cylindre  sur  le  cylindre 
mobile; 

F la  force  de  frottement  <jui  s’oppose  au  glissemeut  du 
second  cylindre  sur  le  premier. 

Les  équations  rigoureuses  du  problème  sont , ptiur  le 
mouvement  du  centre  de  gravité, 

c/’jc  „ , _ . 

m — — = itiir  — R ros  6 — F ian  0 , 


d’y 


— R sin  0 -t-  F cos  9 , 


et  pour  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité, 
d’y 


mX’ 


d/’ 


: — Rcsin(6  + y)-(-  F[ccos(9-f-ç)  — 6], 


' Puisque  nous  avons  en  vue  seulement  le  calcul  des 

(yeiitcs  oscillations,  nous  pouvons  négliger  les  tenues  du 

d’a;  d’y 
ot  — =- 

dt’  dr 

nos  équations  aux  suivantes  : 


.second  degré  par  rapport  à 0,  ç,  et  Ceci  réduit 


r/’.r  ' ■ 

m — = mg  — R.—  F 9, 


d’ r ,, , 
m — ^ = — R 9 
dO 


F, 


mk 


= — R r ( 6 -t-  y } H-  l-  (r 


b). 


Si  nous  élimitiotis  les  forces  iiicotmues  R et  L’  (mtre 
ces  trois  équations . il  vient,  au  même  degré  d’approxi- 
mation, 

y)  ==('■— è -I  ' 
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Lfb  rt'laiioiis  géoiiiêlr'uiiies 

^ ^ —H  0 -+•  y ) tt  0 m ^ • 

r = ("  — t’)  ■'’in  ^ — f sin  Ÿ, 

iiuus  permeUcnt  d’éliminer  cncoi'e  les  variables  y ei  0 de- 
là dernière  équalion.  Nous  trouvons  ainsi  réqualion  li- 
néaire 

* 

...  , ,,  .rf’»  h' (IC — bv 

[ (c  — bY\—^  -4-  J H r ==  O. 

‘ ‘ dt  - a ~ h a — b 

l-'aisant  disparaître  le  ternie  tout  ennnu  , en  posant 

ft6> 


6’  -t-  ne  — bc 

il*  vient  tinalemcnt  l’équation 

(„  _ 6)[/(=-h(c_  6p]  rf’v;, 


h'- 


bc 


f/f’ 


Klle  coïncide  avec  réqiialioii  (|ui  déterminerait  le' 
iiiuuveineiit  d’un  pendule  simple  dont  l’angle  sur  la 
verticale  serait  tp , et  dont  la  longueur  serait  égale  à la 
I l'action 

( « — fl)  [X'  -4-  ( c — by] 
b‘‘  + ac  — bc 

Or  les  angles  if  et  ij*  ne  dillérent  <[ue  d’une  ijuaiitité  con- 
stante; dont-  la  fraction  précédente  mesui'c  la  longueur 
du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  (|ue 
le  pendule  donné. 


Eui.m 


■Irtn  drfld.  Prtrop.,  l'j8o,  P.  Il,  p.  lt>4. 


B.  Un  cylindre  liomof’ènc  est 
placé  horizontalement  sur  un 
plan  incliné  parfaitement  uni. 
T^n  Jilsans  masse,  fixé  par  une. 
de  ses  e.rtrémités  au  contour  du 
c)  lindre , s'enroule  sur  ce  corps 
suivant  la  section  droite  fjuicon~ 
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tient  le  centre  île  gravité,  et  s'attache  par  Vautre  extré- 
mité il  un  point  Jixe  situé  dans  le  plan  île  cette  section , 
à une  hauteur,  au-dessus  du  plan  incliné,  égale  au 
rayon  du  cylindre.  Le  Jil  étant  complètement  enroulé , 
on  abandonne  le  cylindre  à son  poids.  Déterminer, 
pour  une  position  donnée,  la  tension  T du  fil,  et  la 
vitesse  avec  laquelle  décroît  l’angle  9 que  le  fil  fait 
avec  le  plan  incliné.  ' • 

Soient  a le  rayon  du  cylindre , m sa  masse,  A son  rayon 
de  gyration  autour  de  l’axe  et  a l’inclinaison  du  plan. 
On  trouve  ’ 

f/ 9’ 2 ga  sin  a ( I — sin  6 ) sin' 0 
rff  ’ cos’  S (n’  + V cos’  9 ) * 

n’  ( I + sin’O  — 2 sin’  9)  -t-  cos‘  9 
cos  9 (a’  A’cos’O)’ 

Euler  , Nova  Acta  Arad.  Prtrop.,  i'J95-6,  p.  64- 
7.  Un  cylindre  homogène  est  couché  en  équilibre  .un- 
un  plan  horizontal  indejini.  Déterminer  le  mouvement 
que  prend  ce  corps,  lorsque  te  plan  vient  à tourner 
uniformément  autour  de  la  ligne  de  contact  primitive, 
en  supposant  que  le  plan  mobile  exerce  assez  de  frot- 
tement pour  empêcher  le  corps  de  glisser. 

Soient  la  vitesse  angulaire  du  plan  , a le  rayon  du  cv- 
lindre,m  sa  masse,  A son  rayon  de  gyration  autour  do  Taxe. 
X le  rhcjnin  parcouru  sur  le  plan  par  la  ligne  de  contact. 
Tant  que  le  cylindre  reste  en  contact  avec  le  plan  , on  a 


T = ntk' g sin  a 


V 2 5ta’ 

et  la  pression  normale  qu’il  exerce  sur  le  plan  est 

Vi- . ,-v1 


' 

— Sin 

5 Cl»’  •• 


c)  7 £(tn 

^ cos  tùi  — nm  f,v  — ' c — 
a J 


-h  c 
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Le  cylijidre  ahaiidonne  le  plan  à l'instant  où  celte  pres- 
sion devient  nulle. 

W.  W.  . . 

• 8.  On  dépose  sur  un  plan  incliné  et  dépoli  une 
sphère  homogène,  animée,  autour  d’un  diamètre  hori- 
zontal, d’une  rotation  contraire  à celle  qui  la  ferait  " 
rouler  en  bas  du  plan.  Déterminer  le  motwement  de  la 
sphère,  en  supposant  le  coefficient  de  frottement , pour 
l’état  de  glissement , égal  à la  tangente  de  l’inclinaison  ' 
du  plan.  • • 

-Conservant  la  nutation  du  problème  i,  et  posant  -•  * 

fx  = tanga,  ' ' - 

on  arrive  aux  conclusions  suivantes. 

.lusqu’à  l’époque 

nag  cosa  5 J»  sin  a ’ 

le  centre  de  la  sphère  reste  immobile,  bien  que  le  corps 
tourne  sur  lui-même  avec  une  vitesse  donnée  par  la  for- 
mule 

fi 6 sin  2 ■ ’ 

rit  ~ '■+■“■ 

A partir  de  l’époque  t,  la  sphère  roule  en  bas  du  plan 
sans  glisser,  comme  si  elle  était  partie  sans  vitesse  ini- 
•liale.  . . • . 

ËULEn , Acta  Acad.  Petrnp.,  l’jSi,  P.  II,  p.  i3i.* 

9.  Un  cylindre  non  homogène,  mais  dont  tous  les 
'poitïts  situés  sur  une  même  parallèle  à l’axe  ont  la 
même  densité , est  posé  sur  un  plan  horizontal  et  par- 
faitement uni.  Déterminer  la  duivc  des  petites  oscilla- 
tions que  ce  cylindre  exé-cutc  •>0us  l’ action  de  la  pe- 
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Sfinteur,  <juand  le  centre  de  grauité  a été  légèrenicnl 
écarté  du  plan  vertical  qui  contient  l'axe. 


On  j>eut  SC  borner  à consi<i<;rer  le  mouvement  <run<! 
tranelie  du  cylindre,  comprise  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à l’axe  et  inlininient  rapprochés. 

Soient  c la  distance  du  centre  de  gravité  an  rentre  de 
figure,  A le  rayon  do  gyration  autour  d’un  axe  mène  par 
le  centre  de  gravité  perpcndicularrcmeni  au  plan  de  la 
tranche,  a l’angle  tpii  mesure,  le  plus  grand  écart  entre 
la  vçrtifcale  et  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres.  . 

La  d urée  d’une  ]>etite  oscillation  est 


4 c’  -J-  X’ 

“4F“ 


sIq’ 


On  peut  observer  que,  quelle  (|uc  soit  l’amplitude  dos 
oscillations,  le  centre  de  gravité  se  meut  toujours  sûr  une 
même  viTticale  j en  .sorte  que  la  droite  <pii  joint  le  centre 
de  gravité  au  centre  de  ligure  se  meut  en  conservant  scs 
extrémités  sur  deux  droites  fixes,  l’une  horizontale j 
l’autre  verticale.  lien  résulte  que  tout  point  de  la  tran- 
che situé  en  ligne  droite  avec  le  centre  de  gravité  et  le 
centre  de  figure , décrit  dans  l’espace  une  ellipse,  dont 
les  axes  sont  l'horizontale  et  la  verticale  qui  se  cou- 
pent au  centre  de  figure  dans  la  position  d’équilibre. 
Les  longueurs  des  demi-axes  sont  les  distances  du  point 
considéré  au  centre  de  gravité  et  au  centre  de  ligure.  . 


. . Euler,  Nova  acta  jeart.  Pclmp.,  1^83,  p.  i iq. 

iO.  Le  cylindre  considéré  dans  le  problème  précé- 
dent-est maintenu  sur  un  plan  horizontal  et  parfaite- 
ment uni,  dans  une  position  telle , que  le  rayon  mené, 
au  centre  de  gravité  fait  un  angle  « avec  le  rayon  mené 
au~ point  d’appui.  Dans  cet  état,  on  lui  imprime  une  vi- 
tesse angulaire  w,  autour  d’un  axe  mené  par  le  centre  de 


Va  - • 
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gravite  parallvicrneiit  aux  arêtes.  Quelle  rioit  être  cette  • 
vitesse  angulaire  pour  que  le  centre  tic  gravité  monte 
au-flessiis  du  centre  de  jigure,  sur  la  verticale  du  point 
d'appui,  et  s'y  maintienne  en  repos? 

Conservant  la  nnlalioii  du  problème  préewloiil,  on 
trouve 


a 

»,)  = A,  cos  - 
?. 


J 


F.e  LF.iv , ibiii. 


\\.  Un  cjlindiv  non  homogène  roule  sur  un  plan 
horizontal , qid  exerce  assez  de  frottement  pour  empê- 
cher le  corps  de  glisser.  Déterminer  la  vitesse  angu- 
laire du  cylindre  en  un  point  donné  de  sa  course. 

Soient  a le  rayon  du  eylindrc,  0 l’angle  décrit  par  le 
rayon  mené  au  rentre  de  gravité,  'd  la  vitesse  angulaire 
initiale,  c et  A les  mêmes  (piantités  que  dans  des  pro- 
blèmes précédents. 

On  trouve 

rf  9’  .9 

o’-i-  r’ — 2 oc  cos  6)  — =[/•’  -(-  (fl  — e)' jw’  — 4''n 

Rtii.rn , i/uf/. 

12.  On  introduit  plusieurs  points  matériels  dans  un 
tube  rectiligne , très-étroit  et  pesant,  libre  de  tourner 
dans  un  plan  horizontal  autour  de  l'un  de  ses  points  qui 
est  fixe.  Les  points  matériels  étant  placés  à des  di.stances 
connues  du  centre  de  rotation,  on  imprime  auf  tube  une 
vitesse  angulaire  donnée.  Déterminer  le  mouvement  du 
tube  et  des  points  matériels. 

\ ■ 

Soient  M la  masse  du  tube,  A sou  rayon  de  gyration  au- 
tour de  Taxe  de  rotation,  0 l’angle  dont  le  tube  a tourné, 
w la  vitesse  angulaire  imprimée,  m,  ni\  m",  etc.,  les 
ma.-ses  di's  points  matériels,  r.  r',  r'\  etc.,  leur»  distance» 
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à l'axe  di;  rolaiioii , a , a\  ti'\  l'ic.,  les  valoiii  s initiales  de 
ees  mêmes  dislatices. 

On  trouve 


r r r 


,n  n tt 


M A’  -+-  /Wrt’-t-  ni'  — - . 


• M A’  H (mn'  4-  m'  n’’  4-  ...  I 

n‘  ' . ■ 

dr^  J.  MA'4- /HO’-+- /h' fl'’4- . . . 

dt  ^ ^ ^ e * 

M A’  4 ( ma'  4-  ni'  4-  . . . ) 

a' 

Si  l’on  faisait  abstraction  de  la  niasse  du  tube,  on  aurait 

an' a" ^ 

r r'  i"' 

a'  a'‘  a"' 

Dtfiir.i,  Bk^koulli  , Mém.  de  f Jcad.  de.,  Srirncrx  de  Bt  Hin  . 

1745,  p.  63. 

SECTION  III. 

.MOeVE.MEN'f  QUELCONQUE  D'UN  CORPS  .SOI.IDE. 

l.e  inouvpineiit  le  plus  général  d'un  corps  solide  peut 
se  décomposer  en  une  translation  d’un  point  invaria- 
blement lié  avec  le  corps,  et  en  une  rotation  du  corps  au- 
tour de  ee  point.  Pour  déterminer  relte  rotation,  on 
peut  considérer  lé  point  autour  dutpiel  elle  s’efTectue.  • 
comme  maintenu  fixe  dans  l’espace,  pourvu  que  l’on 
ajoute  à chaque  molécule  une  nouvelle  force  accéléra- 
trice, égale  et  contraire  à celle  qui  sollicite  réellement 
le  point  pris  pour  centre  de  la  rotation.  Il  y a grand 
avantage  à prendre  le  centre  de  gravité  pour  le  centre  de 
la  rotation;  car  le  mouvement  de  ce  point  est  celui  qui 
aurait  lieu  si  toute  la  masse  et  toutes  les  forces  accélé- 
ratrices y étaient  réiinit's.  et  de  plus  la  rotation  autour 
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de  oc  piiiit,  supposé  fixe,  s’oliticnt  sans  ajonicr  de  nou- 
velles forces  ai'célérairices. 

^oiis  savons  déjà  résoiidi-o  la  première  partie  du  pro-  , . 
blême,  où  il  s’agit  de  déterminer  le  mouvement  du  centré  • 
de  gravité."  11  reste  à nous  oecuperAle  la  seconde  partie, 
c’est-à-dire  de  la. rotation  d’un  corps  solide  autour  d’un 
point  fixe. 

Pendant  celte  rotation,  il  existe  à chaejue  instant  une  ' •• 
.droite  fixe  dans  le  corps  et  dans  l’espaec.  Celte  droite  .. 

■est  l’axe  instantané  de  rotation.  U’nn  instant  à un  autre,  ' 
4‘llc  change  généralement  de  position  dans  le  corps  et 
dàns  l’espace,  et  décrit  ainsi  deux  cônes,  dont  l’im  est 
fixe  dans  Te  corps,  et  1 '-autre  fixe  dans  respaee.’  Par  l’clfci 
de  la  rotation,  le  premier  cône  roule  sur  le  second  sans 
glisser;  la  génératrice  de  contact  est  à chaque  instant  l’axe 
instantané  de  rotation.  11  n’est  qu’un  seul  ras  où  ces  deux  . ' 
cônes  puissent  se  lédnirc  à des  droites,  et  l'axe  instantané  ' 
être  fixe;  c’est  le  cas  où,  le  corps  ayant  commencé  à tour- 
ner autour  d’un  axe  principal  d’inertie  relatif  au  point  ■ 
fixe,  le  couple  accélérateur  est  dans  un  plan  perpendicu-  ' 

laire  à cet  axe. 

Nous  représenterons  les  vitesses  de  rotations  par  des 
droites  proportionnelles,  les  couple.s  par  des  droites  pro-  • 
porlionnelles  à leurs  moments  et  perpendiculaires  à leurs 
plans.  Ces  droites  seront  dirigées  de  manière  qu’un  ob- 
servalcurdont  les  pieds  seraient  au  point  fixe,  et  qui  serait 
couché  sûr  la  droite,  verrait  le  corps  tourner  devant  lui  de 
gauche  à droite  ('),  par  l’elfet  de  là  rotation  ou  du  couple. 

On  sait  que  ces  droites  se  composeront  suivant  la  loi  dn  ' 
parallélogramme,  comme  si  elles  représentaient  des  forces. 

Nous  conviendrons  encore  que  les  rotations  snr  les 


• qoi  n prcv.'ilii  dans  les  Tr.aiu-s  de  est  coiiliairo  . 

anx  ronvfiUi»»ns  ilfins  los  ouvrn|;cs  tl'pslronomio.  ^ 


' ♦ 
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plans  coordonnés  seront  positives  de  l'axe  des  .r  vers  l’axe 
des  jr,  de  l’axe  des  jr  vers  l’axe  des  z 6t  de  l’axe  des  z vers 
l’axe  des  x. 

Soient  O le  point  fixe,  qui  peut  être  l’un  quelconque 
des  points  du  corps; 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes; 

OX,,  OY,,OZ,  les  axes  principaux  d’inertie  du  corps 
relatifs  au  point  O ; 

A,  B,  C les  moments  d’inertie  principaux  autour  de 
ces  axes; 

9 l’angle  de  OZ  avec  OZt , angle  qui  sera  toujours  com- 
pris entre  o et  tr  ; 

ON  celle  de  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  X,OY,  sur  le  plan  XOY  pour  laquelle  la  rotation 
0 de  OZ  vers  OZ,  est  positive; 

^ et  ^ les  angles  que  fait  la  trace  ON  avec  les  droites 
OX,  et  OX , ces  angles  étant  comptés  positifs  dans  le  sens 
direct,  le  premier  à partir  de  la  trace,  le  second  à partir 
de  OX  ; 

Ci)  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  de  rotation  autour 
de  l’axe  instantané  ; 

P,  <f,  ries  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  m sui- 
vant les  axes  OX, , OY, , OZ,  ; 

L,  M,  N les  sommes  des  moments  des  forces  motrices 
autour  des  mêmes  axes , exprimées  en  fonction  de  0,  9,  ip. 

Les  vitesses  angulaires  p,  ç,  r et  la  position  (0,  ^ , <p) 
des  axes  mobiles  sont  déterminées  par  les  six  é(|uations 
simultanées 


(') 


11. 


IA-^^-+-(C-B)gr=L, 
^ -(-{B  — A)/>7  = N; 
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. f/tl/  rf9 

sm6  siny  — -f-  cosy  — =/>, 


rfv|< 


df) 


sin  9 cosip  ^ — sin  ? — = 9, 

COS  0 — î-  — i = r. 

rff  «ft 


Ces  équations,  données  par  Euler,  renferment  toute  la  so- 
lution du  problème.  On  ne  sait  les  intégrer  que  dans  un 
petit  nombre  de  cas  particuliers  ; encore,  dans  ces  cas, 
l’intégration  conduit-elle  à des  quadratures  que  l’on  ne 
peut  ellectuer  en  quantités  finies. 

Le  problème  de  la  rotation  des  corps  est  un  de  ceux 
qui  ont  le  plus  exercé  les  géomètres  par  les  difficultés 
qu'il  présente.  Le  premier  travail  important  sur  ce  su- 
jet fut  publié  par  d'Alembert  en  17495  dans  ses  lie- 
cherches  sur  la  précession  des  équinoxes.  Un  an  plus 
tard,  Euler  donna  son  Mémoire  intitulé  : Découverte 
d'un  nouveau  principe  de  mécanique  ( '),  dans  lequel  il 
traite  le  problème  de  la  rotation  des  corps  sous  le  point 
de  vue  le  plus  général.  Mais  il  manquait  à res  géomètres 
une  connaissance  de  la  plus  haute  importance  dans  cette 
théorie,  nous  voulons  parler  des  trois  axes  principaux 
d'inertie  et  de  leur  propriété  d’étre  axes  permanents  de 
rotation.  Un  professeur  de  Gottingue , Segner,  Gt  cette 
découverte  (’).  Euler  ( *) , puis  d’Alembert  (*)  en  profi- 
tèrent bientôt  pour  simplifier  leurs  formules.  Enfin  Euler 
mit  au  jour  son  bel  ouvrage  Theoria  motus  corporum  so- 
lidorum  (1767),  qui  fut  regai'dé  à peu  près  comme  le  der- 
nier mot  de  la  science  sur  celte  matière,  jusqu’en  l’année 


(*)  M/m.  de  l^Acad.  des  Sc.  de  BcrUn,  i7So,  page  iH5. 
(•)  Spccim^n  theoria  turbinum;  Halle, 

(•)  Mém,  de  l’Acad.  des  Sc.  de  RerUn^  y».  i5/|. 
(")  Op  uscuics  mathéwnfitjues,  t.  I j 1761. 
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i834,  OÙ  M.  Poinsoi  présenta  à l'Académie  des  Sciences 
sa  Nouvelle  théorie  de  la  rotation  des  corps  (').  Dans- 
cette  théorie,  le  problème  est  traité  d’une  manière  syn- 
thétique et  âgurée,  qui  jette  une  vive  lumière  sur  plu- 
sieurs points  restés  jusqu’alors  cachés  sous  la  complica- 

1 . Déterminer  le 
mouvement  d'un 
solide  de  révolu^  ‘ 
tion , pesant  et  ho- 
mogène, autour 
d’un  point  fixe  si- 
tué sur  son  axe  de 
figure. 

Nos  calculs  s’ap- 
pliqueront à tout 
solide  dont  deux 
moments  d’inertie 
principaux  autour  du  point  fixe  auront  même  valeur, 
et  dont  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur  l’axe  du  troi- 
sième moment  principal. 

Nous  conserverons  la  notation  adoptée  dans  les  préli- 
minaires. L’axe  OZ  sera  dirigé  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur,  et  l’axe  OZ,  suivant  le  demi-axe  de  révolution 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  OZ  au  commencement  du 
mouvement.  De  plus,  nous  nommerons  m la  masse  du 
corps,  a"  et  b"  les  cosinus  des  angles  que  les  axes  OX,  et 
OY,  font  avec  l’axe  OZ,  et  l la  distance  du  centre  de  gra- 
vité G au  point  fixe  , cette  distance  étant  comptée  |X)si- 
tive  dans  la  direction  OZ,. 

Le  corps  peut  être  considéré  comme  sollicité  par  une 
force  unique,  égale  et  parallèle  à son  poids,  appliquée 


(*)  Vo/V  le  JpKrntf/ de  M.  Liouvillo,  I.  XVI,  p.  01  Q89;  iS.u.  » 


tion  des  formules. 


Zi/ 


N 
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au  centre  de  gravité.  Le  moment  des  forces  appliquées 
autour  de  l’axe  de  figure  est  nul  ; comme  d’ailleurs  . 
A = B,  il  en  résulte  (équations  I)  que  la  vitesse  de  rota- 
tion r autour  de  l’axe  de  figure  est  constante. 

Soit 


r — H. 

Ceci  posé,  appliquons  directement  les  principes  des 
forces  vives  et  des  aires.  Ces  principes  nous  fourniront 
deux  intégrales  premières , qui  seront  suffisantes  pour 
ramener  le  problème  aux  quadratures. 

Il  est  aisé  de  voir  qu’un  point  du  corps  dont  les  coor-  ' 
données  relatives  aux  axes  OX, , OY, , OZ,  sont  Xj , , 

a pour  composantes  de  sa  vitesse,  suivant  les  direc- 
tions déterminées  que  possèdent  les  mêmes  axes  à l’instant 
considéré, 

■/îi  — çr  1 > rx,  — pt,,  pXi  — qx, . 


Il  s’ensuit  que  la  somme  des  forces  vives  est 


/ 


[{q*i  — rx<)'+  {rx,—  pt,y  + {py,—  qxt 
= A ip’-h  q')  + Cn’. 


Kgalant  cette  somme  au  double  du  travail  de  la  force , 
et  désignant  par  dg  la  valeur  initiale  de  d,  on  obtient  l’in- 
tégrale 


( I ) A (/>’  -I-  17'  ) -4-  C /i’  = 2 mgl  ( cos  0,  — cos  9 ) -t-  const. 

Puisque  les  forces  appliquées  ont  un  moment  nul  au- 
tour de  l’axe  OZ,  le  principe  des  aires  est  applicable  en 
prenant  le  plan  XOY  pour  plan  de  projection.  Or  la 
somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  molécule  du 
corps  et  de  l’aire  décrite  par  cette  molécule  pendant  l’in- 
stant infiniment  petit  dt,  en  vertu  de  la  rotation  autour 
d’un  axe  quelconque , l’axe  OX,,  par  exemple,  est  égale 


Digilized  by  Google 


nVN*MIQl.E.  l6.î 

au  produit  de  la  moitié  du  moment  d’inertie  Â relatif 
à cet  axe  par  l’angle  pdt  décrit  autour  de  cet  axe;  et  la 
somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan  XOY  est 
égale  à la  somme  des  aires  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  fait  l’axe  OX|  avec  l’axe  OZ,  sa  valeur  est 

donc  ^kpd'dt.  D’après  cela,  on  a l’é(]uation 

(2)  _ A (/«j" -f- 176") -t- C/J  cos9  = const. 

A l’aide  des  relations  (II),  et  des  valeurs 

a"  = sin  9 sin  <p,  b"  = sin  9 cos  y , 


il  est  facile  d’exprimer  les  équations  (1)  et  (2)  par  les 
seules  variables  9.  On  trouve  d’abord 

’ r/9’ 

p'-ir  q'=  sin’  9 — , 

tU  dt‘ 

dii 

Dfl" -h  76*  = sin’O — 

' dt 

et,  par  suite,  on  a les  équations  transformées 
/ r/9’\ 

(3)  A ( sin’9  + —1  = 2/wg/(cos9,—  cos9)  — C//’  H-  coiisl. 

(4) 


d^ 

A sin’O  — î-  = — C/l  cos9  + const. 
dt 


Kliminant  on  obtiendra  une  équation  de  la  forim- 


rf/=/(9)rf9, 

qui  fera  connaître  9 en  fonction  de  / par  une  quadra- 
ture. Reportant  cette  valeur  dans  l’équation  (4)i  t'Q 
aura  i|/  en  fonction  de  t par  une  seconde  quadrature.  En- 
fin la  dernière  équation  (II)  fera  eonnaitre  ç en  fonction 
(le  t,  et  le  problème  sera  résolu.  Toutes  les  intégrales 
se  réduiront  aux  fout  tioiis  elliptiques. 
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Supposons  , en  particulier,  que  le  mouvement  initial 
soit  une  simple  rotation  autour  de  l’axe  de  fîgure,  en  sorte 


que  les  valeurs  initiales  de  ^ et  de  ^ soient  nullcs. 

* dtdt 

Les  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  alors  aux  sui- 
vantes : 


sin’O -f- — \ = 2m^/(cosô,  — cos9), 

rfJ.  *• 

(6)  A sin’ 0 = C /I ( cos 6, — cosfl). 


La  première  de  ces  équations  montre  que  l’on  a constam- 
ment 6 > 00  si  ^ est  positif,  et  0 0o  si  / est  négatif.  Ainsi , 
riiiclinaison  de  l’axe  de  figure  sur  la  verticale  est  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à l’inclinaison 
initiale  , suivant  que  le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  point  fixe  dans  l’état  initial.  On  voit  encore, 

par  la  seconde  équation,  que  la  vitesse^,  avec  laquelle 

tourne  la  trace  ON  de  l’équateur  X|OY,  sur  le  plan  fixe 
XOY,  est  de  même  signe  que  la  vitesse  de  rotation  n si 
0]>0o,  et  de  signe  contraire  si  9<^6t,  Empruntant  les 
termes  de  la  mécanique  céleste , nous  dirons  que  le  mou- 
vement de  précession,  dont  ^ mesure  la  vitesse,  est 

lie  même  sens  que  le  mouvement  de  rotation  autour  de 
l’axe  de  figure,  ou  bien  de  sens  contraire,  suivant  que 
le  centre  de  gravité  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  point 
fixe  au  commencement  du  mouvement. 

Éliminant  ^ entre  les  équations  ( 5)  et  (6) , il  vient 


{■5)rfi  = 


±v/i 


l’OS®,,  — cosS) 


\/ÂdQ 

C’/i’{cosO, — 

2ing/ . — 

A sin’9 


cos  9)"| 
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Pour  nous  Gxer,  supposons  l positil'.  Alors  le  second 
facteur  du  radical  est  positif  au  commencement  du  mou- 
vement; par  suite,  le  premier  facteur  doit  aussi  être  po- 
sitif, c’est-à-dire  que  6 doit  commencer  par  croître.  Il  en 
résulte  qu’il  faut  prendre  d’abord  le  radical  avec  le  si- 
gne -f-.  La  dérivée  ^ étant  une  fonction  continue  deO, 

le  radical  qui  la  représente  ne  pourra  changer  de  signe 
qu’en  s’annulant.  On  doit  donc  garder  le  signe  -t-,  tant 
que  d n'aura  pas  atteint,  en  croissant,  une  valeur  qui 
annule  le  second  facteur  du  radical.  Or  il  existe  toujours 
une  valeur  de  l’angle  9,  supérieure  ,à  Qj  et  qui  annule  le 
facteur  en  question  ; car  ce  facteur  prend  des  signes  con- 
traires , quand  on  y pose  successivement  0 = 6,,  et  0 = tt. 
Soit  61  cette  valeur. 

Le  temps  T,  nécessaire  pour  que  0 atteigne  la  valeur  0, , 
est  donné  par  l’intégrale 


-x> 


\fk  dB 


■ r ; C’«>(cos9,  — cos9) 

' ' M Asiti’9  J 


Ce  temps  est  fini , bien  que  l’élément  de  l’intégrale  de- 
vienne infini  aux  deux  limites.  En  elfet,  posant 


011  a ' 


cos9  = .f,  cos 9,  = J,,  cos9,r=  .t, 


"=T'7— 

J,.  ^ 


Ads 


}[-xmglA{i  — — j)] 


Or,  le  facteur  du  second  degré  qui  est  sous  le  radical 
prenant  le  signe  — pour  j=  ±:  00  , et  le  signe  -t-  pour 
5 = So)  il  s’ensuit  que  les  facteurs  .v — r»  et  — s n'en- 
trent .sous  le  signe  /'  qu'.à  la  puissance  — ~ Mais  , géné- 
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râlement, /(a)  étant  une  fonction  continue  dans  le  voi- 
sinage de  5 = a,  et  c étant  un  infiniment  petit  positif  ou 


/"(j) 

^ ^ ds  , pour 

e = o,  n’est  point  infinie;  car  cette  quantité  peut  s’écrire 


ds  I / \o-e» 

-7=  = “/(")  lim.  ( ~ ) = O. 

Il  en  résulte  que  6 atteindra  la  valeur  6, . 

A cet  instant,  le  premier  facteur  du  radical,  cosÔo — cos0, 
est  positif;  donc  le  second  facteur  doit  rester  positif  après 
que  9 a atteint  la  valeur  0, , c’est-à-dire  que  0 doit  dimi- 
nuer; par  suite,  le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe — . 
L’inclinaison  0 diminuera  jusqu’à  la  valeur  0q,  dans  le 
même  temps  T qu’elle  a mis  à croître  de  0»  à 0,  ; puis  le 
mouvement  recommencera  de  la  même  manière.  L’axe 
exécutera  des  oscillations  isochrones  dans  le  plan  mobile 

zoz,. 

Le  plan  vertical  ZOZ, , qui  contient  l’axe  de  révolu- 
tion , ne  tourne  pas  uniformément;  mais  son  mouvement 
est  parfaitement  identique  pendant  chacune  des  demi- 
oscillations  de  l’axe.  Car  la  trace  ON  de  l’équateftr  est 
constamment  perpendiculaire  au  deux  droites  OZ,  OZ, 
et,  par  suite,  au  plan  ZOZ,;  et,  d’après  l’équation  (6), 

rfj/ 

la  vitesse  de  cette  trace,  ou  ne  dépend  que  de  l’an- 
gle  0. 

La  vitesse  angulaire  totale, 

(ü  = f/’, 

est  un  minimum  lorsque  p cl  (f  sont  nuis,  ce  qui  a lieu 
quand  0 = 00,  c’est-à-tlire,  quand  l’axe  OZ,  est  le  pins 
rapproché  de  la  verticale  OZ.  • • . 
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La.  ménu'  vitesse  u est*  un  maxiiuuiii,  Iors([ue  la 
somme  ' 

. dO.- 

p'-\-q'  OU  2»l^/(cos0,—  COS0) 

est  elle-même  un  maximum,  c'est-à-dire,  quand  l’axe  est 
le  plus  écarté  de  la  verticale. 

Considérant  le  mouvement  de  la  projection  du  centre 
de  gravité  sur  le  plan  horizontal  XOY,  on  voit  que  celte^  * 
projection  reste  toujours  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences, décrites  du  point  fixe  comme  centre,  avec  les 
rayons /sindo  et  /sind,.  Elle  décrit,  toujours  dans  le 
même  sens , une  courbe  formant  une  sorte  de  rosace  dont 
les  feuilles  s'implantent  sur  la  circonférence  de  rayon  ' 
/sindo,  et  se  terminent  sur  la  circonférence  de  rayon 
/sinO,.  En  suivant  la  marche  du’  rayon  vecteur,  on  re- 
connaît facilement  que  cette  courbe  est  tangente -à  la 
seconde  circonférence,  et  normale  à la  première.  En 

effet,  la  dérivée  du  rayon  vecteur,  ou  Zcos0^, 

est  nulle  pour  6 = d, , et  la  vitesse  angulaire  de  'ce 
rayon, 

d-if C n ( cos  0,  — cos  0 ) 

dt  A sin’ô 

n’est  point  nulle  pour  0 = 0,  ; en  sorte  que  le  rapj>ort  de 
l’accroissement  du  rayon  vecteur  à celui  de  l'angle  décrit, 

ou  , s’annule  sur  la  circonférence  dont  le  rayon 

d-li  •’ 

est  /sin0,.  11  s’ensuit  que  la  courbe  est  tangente  à cette 
circonférence.  On  verrait  de  inèuie  que  ce  rapjwrt  de- 
vient infini  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  /sin0j,; 
par  conséquent,  la  courbe  est  normale  à cette  circonfé- 
rence. 
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Si  la  dislaiire  / était  négative,  les  résultats  seraient 
les  mêmes,  sauf  que  l’angle  0,  serait  plus  petit  que 
l’angle  O». 

A l’iiispe<-tion  du  binôme 


imgt  — 


C’/i’(ct)sO, — cos  6) 
A sin’8 


qui , égalé  à zéro,  a pour  racine  0 = 0,,  on  voit  que,  si 
la  vitesse  angulaire  initiale  n est  très-grande,  ou  bien, 
. , • mel  K , . 

81  le  rapport  est  très-petit,  un  petit  accroissement 

Ci* 

donné  à 0 depuis  la  valeur  0o  rendra  le  second  terme 
égal  au  premier  en  valeur  numérique,  la  racine  0,  sera 
très-peu  différente  de  Oo,  et,  par  conséquent,  l'inclinai- 
son de  l’axe  sur  la  verticale  variera  très-peu.  Dans  ce 
cas,  les  intégrations  pourront  s’effectuer  par  approxima- 
tion. 

Cas  particulier  où  l'inclinaison  de  l'axe  varie  très- 
peu. 

Soit 

9 = 8,-t-  «. 


U sera  un  petit  angle  ; on  négligera  son  carré; 

Porlant  cette  valeur  dans  la  formule  (7),  et  observant 
que  l’on  a , au  degré  d’approximation  voulu , 


cos  G, — cos9  ^ U sin9,  et 

il  vient 

• rit  — 


COS  0,  — cos  0 


sin’9 


sin  0, 


kda 


<Ju(miglk  sinG,  — C’/i’«) 
Soient  encore,  pour  abréger, 

C « 


mgl  \ sin  G, 


= U,  cl 
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L’équation  devient 

k,U  ; 


du 


^m(  ?.  «,  — U ) 


Son  intégale  est 


dzk/  = arc  cos 


«,  — 1/ 


sans  constante,  car  u est  nul  à l’origine  du  mouvement. 
Si  l’on  posé  ' ‘ ' 

■ % -h  ft  I ~ Q , 

cette  intégrale  pourra  s’écrire 

0 = 0' — H,  cos<t. 

L’équation  (6)  devient,  au  même  degré  d’approxi- 
mation , 

M kti  /«,  ku, 

. L — cos  A/. 


On  eu  tire 


<U  sin  0,  sin  0,  sin  6, 


ku,  «1  . , 

J/  = const.  -f-  f :—r  sin  kf, 

' sin  0,  sin  0„ 


ou  bien,  en  négligeant  u|,  qui  est  de  même  ordre  de 
grandeur  que  «*, 

ku,  U,  . , 

= const  T — t T— sin  kt.  . ' 

sinO  sinO' 

Enfin  la  dernière  équation  (II)  donne 
'^  = „_cos0'^ÿ; 

lit  dt 

d’où 

y.  = const.  H-  /?/  — cos0'.\j(,  , 
y = const. -t-  («  ku,  cot9')t  -1-  U,  col9'  sin  kt. 

Le  mouvement  de  l'axe  est  susceptible  d’une  repré.seii- 
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talion  géométrique  assez  simple.  Imaginons  un  axe,  pour 

lequel  on  aurait  constamment  0 = 6',  et  = consi.  -f-  4^,  t . 
^ ' sin  9' 

Cet  axe  fictif  décrira  autour  de  la  verticale  un  cône  cir- 
culaire, d’un  mouvement  uniforme,  tandis  que  l'axe  vrai 
tournera  autour  de  cet  axe  fictif,  avec  un  mouvement  re- 
latif représenté  par  les  termes  périodiques 

, • Ml  . , • ■ 

— H,  COSAt  et : — r.  SinA/, 

sm9' 

(jui  doivent  être  ajoutés  respectivement  aux  valeurs  de  0 
et  de  <p  relatives  au  premier  axe.  Ces  termes  étant  très- 
petits  et  périodiques,  il  en  résulte  que  l’axe  fictif  peut 
être  considéré  comme  occupant , à chaque  instant , une 
sorte  de  position  moyenne  entre  les  positions  adjacentes 
de  l’axe  vrai. 

Décrivons  une  sphère  du  point  fixe  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à l’unitc;  et  considérons  les  intersections 
'de cette  surface  par  l’axe  vrai  et  par  Taxe  moyen,  inter- 
sections que  nous  nommerons  pô/e  vrai  et  pô/e  mojen. 
Nous  verrons  sans  peine  que  /e  pô/e  vrai  décrit  autour 
du  pô/e  moyen,  supposé  fixe,  un  petit  cerc/e,  dont  /e 
rayon  sp/iérique  est  éga/  à u,  en  va/eur  abso/ue.  Ce 
mouvement  circu/aire  est  toujours  uniforme.  Il  est  de 
même  sens  que  /a  rotation  du  pôle  moyen  autour  de  la 
verticale,  ou  bien  de  sens  contraire,  suivant  que  la  vi- 
tesse angulaire  n est  positive  ou  négative,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  position  du  centre  de  gravité  dans  V état  ini- 
tial, au-dessus  ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  ellet,  la 
distance  des  deux  pôles  étant  de  même  ordre  que  ii , nous 
pouvons,  dans  l’élude  de  leur  mouvement  relatif,  con- 
fondre la  surface  de  la  sphère  avec  celle  du  plan  tangent 
au  pôle  moyen.  Rapportons  la  position  du  pôle  vrai  à 
deux  axes  coordonnés,  des  I et  des  ayant  leur  origine 
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au  pôle  moyen,  ei  dont  le  premier  sera  dirigé  suivant  la 
tangente  au  méridien  du  pôle  moyen  du  côté  de  la  verti- 
cale OZ , et  le  second  suivant  la  tangente  au  parallèle  du 
pôle  moyen  en  sens  contraire  du  mouvement  sur  ce  pa- 
rallèle. Nous  aurons 

Ç = a,  cos^r; 

et  r,  sera  le  produit  de  sinAt  par  le  rayon  du  paral- 


lèle, sinô';  c’est-à-dire  que  nous  aurons 
7)  = tt,  sinAr  ; 


et,  par  suite, 


, \dy\  — ndt 
Ç +»  -“.7 


ku]  = 


Ces  valeurs  justifient  tout  ce  que  nous  avons  annoncé; 
car  le  mouvement  relatif  du  pôle  vrai  est  de  mémo  sens 
que  le  mouvement  du  pôle  moyen , quand  le  premier  pôle 
se  meut  de  l’axe  des  Ç vers  l’axe  des  n;  et  ceci  a lieu. 


comme  l’on  sait,  lorsque  la  quantité 

I 


dt 


tive. 

Ce  mouvement  de  l’axe  vrai  autour  de  l’axe  moyen 
constitue  la  nutation  de  l’axe.  Son  amplitude  est 


2H,= 


%mglA  sinO, 


et  la  durée  de  sa  période, 


2;t  _ 

~r  ~ 


IR  A 
Cn 


Le  mouvement  angulaire  de  nutation  sera  d'autant 
plus  rapide  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l’axe  sera 
plus  grande.  Lorsque  l’inclinaison  moyenne  de  l’axe  sur 
la  verticale  n’est  pas  très-petite,  le  motu'emenf  angit- 
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laire  de  nutation  est  bien  plus  rapide  que  celui  de  préces- 
sion ^ car,  pour  la  précession  moyenne  , la  durée  de  la 
période  est 


2 TT  sin  9' 
A-  U, 


Tous  CCS  résultats,  relatifs  au  cas  où  le  centre  de  gravité 
est  situé  au-dessous  du  point  fixe,  concordent  à peu  de 
chose  près  avec  les  phénomènes  que  l’observation  et  l’a- 
nalyse ont  fait  découvrir  dans  le  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  La  différence  la  plus  scn  - 
sible  consiste  en  ce  que  le  pôle  vrai,  dans  son  mouvement 
autour  du  pôle  moyen,  ne  décrit  pas  un  petit  cercle, 
mais  une  petite  ellipse,  dont  le  grand  axe  est  situé  dans  le 
méridien  du  pôle  moyen.  Encore  faut-il  ajouter  que 
l’excentricité  de  cette  ellipse  est  assez  faible  pour  avoir 
échappé  à Bradley,  le  premier  qui  signala  le  mouvement 
de  nutation . 

Lagrange,  dans  la  Mécanique  analytique  (part.  II, 
scct.  IX,  n"  3S),  a ramené  aux  quadratures  la  détermi- 
nation du  mouvement  d’un  solide  de  révolution , pesant , 
et  retenu  par  un  point  quelconque  de  son  axe  de  figure. 
Il  ne  parait  pas  que  ce  résultat  ait  été  obtenu  avant  lui. 


gurc,  lequel  sera  un  axe 


2.  Déterminer  le  mouvement 
d’une  roupie  lancéesur  un  plan 
horizontal,  qui  n’exerce  aucun 
frottement. 

La  toupie  est  tin  corps  de  ré- 
volution , ([ui  s’appuie  sur  le 
plan  horizontal  toujours  par  un 
même  point  P de  sa  surface. 
Nous  supposerons  le  centre  de 
gravité  O situé  sur  Taxe  de  ti- 
principal  d’inertie  relatif  au 
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centre  de  gravité;  et  nous  admettions  que  les  moments 
d'inertie  principaux  autour  des  deux  autres  axes  soient 
égaux. 

Nous  conserverons  la  même  notation  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  si  ce  n’est  que  l’origine  des  axes,  O, 
sera  le  centre  de  gravité,  et  que  la  distance  l sera  celle 
qui  sépare  le  centre  de  gravité  et  la  pointe  P. 

Les  deux  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  considéré 
comme  libre,  savoir,  son  poids  et  la  réaction  du  plan 
horizontal,  sont  deux  forces  verticales;  donc,  suivant  le 
principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  ce  centre 
se  meut  en  projection  horizontale,  d’un  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme  dépendant  uniquement  de  l’impul- 
sion initiale.  Le  même  principe,  appliqué  au  mouvement 
vertical  du  centre  de  gravité,  fait  connaître  l’intensité  de 
la  réaction  du  plan  fixe  sur  la  pointe  de  la  toupie;  car 
cette  réaction  n’est  autre  que  la  force  perdue  dans  le 
mouvement  vertical.  Si  donc  on  observe  que  la  hauteur 
du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plau  horizontal  est 
l COS0,  on  trouvera'  pour  la  mesure  de  cette  réaction , 

• rf’  t COS  s 

me  -H  m 

Il  reste  à déterminer’lc  mouvement  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité.  Le  calcul  est  tout  semblable  à celui 
de  la  question  précédente;  c’est  pourquoi  il  suffira  de  le 
tracer  rapidement. 

Le  moment  des  forces  appliijuécs  autour  de  Taxe  de 
figure  étant  nul , on  a 

r = const.  = n 

Le  principe  des  forces  vives  donne  rinlégrale  première 

f/O’ 

a»i^/(cosO,— cosO' — «//'sin’O  -7^,-+-  const. 
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Le  principe  des  aires,  appliqué  relativement  à un 
plan  de  projection  horizontal , donne 

qb")  4-  C/l  cos6  = const. 

Ces  deux  dernières  intégrales  peuvent  s’écrire 


{-) 

;2) 


A sin’O-r^  4-  (A  4-  m/’sin’fl)  — 


2/7i^/(cos9,  — cos9)  — C/i’4-  const., 
C/l  cos9  4-  const. 


d 

A sin’9  — ==  — 
dt 


Elles  sufilsent  pour  ramener  le  problème  aux  quadra- 
tures. 

SupjKtsons,  en  particulier,  que  les  valeurs  initiales  de  p 

et  de  <7,  et,  par  suite,  celles  de  ^ etde^  soient  nulles; 

ce  qui  revient  à supposer  que  le  mouvement  initial  soit 
une  rotation  autour  de  l’axe  de  figure,  accompagnée,  si 
l’ou  veut,  d’une  translation  horizontale.  Ceei  détermine 
les  constantes,  et  il  vient 


/U*  rf9’ 

A sin’9  — ^ 4-  (A  4-  /ii/’sin’9)  — = eos9), 

ii  4* 

A sin’9  -j-^=Cn  (cos 9,  — cos  9). 

Eliminant  on  arrive  à l'équation 
^A  4-  //i/’sin’9//0 


lit  — ± 


y/ (cos9,-  COS9)  Y^mgl  - 


Raisonnant  sur  ces  formules  comme  on  l’a  fait  dans  le 
problème  précédent  sur  les  formules  analogues,  on  arri- 
vera à des  conclusions  toutes  seinblablcs. 


•» 
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L’axe  (le  la  toupie  coiiiiiieiice  par  s’ineliiier  sur  la  ver- 
ticale , puis  il  se  relève  Jusqu’à  reprendre  son  inclinaison 
première,  s’incline  de  nouveau  , et  ainsi  de  suite.  Toutes 
ces  demi-oscillations  ont  la  même  durée. 

La  vitesse  totale  de  rotation  est  un  minimum  au  com- 
mencement de  chaque  oscillation  descendante,  et  un  maxi- 
mum à la  fin . 

L’intersection  OjN  du  plan  de  l’équateur  et  du  plan  ho- 
rizontal XOY,  tourne  constamment  dans  le  sens  de  la  ^ 
rotation  autour  de  l’axe  de  figure.  Ce  mouvement  n’est 
point  uniforme;  mais  il  se  reproduit  périodiquement  le 
.même  à chaque  demi-oscillation  de  l’axe,  descendante  ou 
ascendante.  ' 

- ' Regardant  comme  fixe  la  projection  du  centre  de  gra- 
vité sur  le  plan  horizontal  qui  porte  la  toupie,  on  verra 
la  pointe  de  la  toupie  tracer  sur  ce  plan  une  courbe  formée 
d’une  suite  indéfinie  d’arcs  égaux,  tangents  à une  même 
circonférence  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de 
gravité,  et  normaux  à une  circonférence  concentrique,.^ 
de  rayon  moindre.  - 

Poisson  , Traité  de  Mécanique , t.  II , p.  lo’j  ; a'  édit. 
Fibcx,  Ofouv.  Annales  de  Mathématiques , t.IX,  p.  3io;  i85o. 

• .3.  Imaginons  qu'un  solide  de  révolution , pesant  et 
homogène,  soit  posé  sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
uni,  et  qu'on  lui  imprime  un  mouvement  quelconque  Si 
la  vitesse  de  rotation  imprimée  autour  de  l’axe  de  figure" 
est  sufiisamment  grande,  l’inclinaison  de  l’axe  sur  la 
verticale  testera  toujours  aussi  peu  différente  qu’on 
voudra  de  sa  valeur  initiale , quelles  que  soient  li  ailleurs 
les  autres  circonstances  du  mouvement  communiqué. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent. 

La  réaction  du  plan  étant  constamment  normale  à la 
surface  du  corps,  le  moiuent  de  celte  force  autour  de 
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l’axe  de  (igur«‘  est  nul;  par  suite,  la  vitesse  de  rotation 
autour  de  rct  axe  reste  eonstante.  11  y a plus  ; tous  les 
raisonnements  qui  nous  ont  conduit  aux  équations  (i)  et 
( 2)  de  la  question  précédente  subsistent  i«'i,  sauf  que  la 
hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal n’est  plus  proportionnelle  à cos6. 

Représentons  cette  hauteur  par  La  réaction  du  plan 
sur  le  corps  sera 

/Ht'  -(-  III  ——  ^ 

et  le  travail  de  cette  force  aura  pour  expression 

1)1  fl  Ç 

— /HP  Ç — -H  ( (UiSt. 

" -J  ,//■ 


llepréscntaiit  par  h et  A deux  constantes , les  équations  (1  ) 
et  (2)  pourront  s’écrire 


H s-2,/,^î;4-/h^ 

A sin'O  — -t-  Ch  (cosO  — cos6,  ) A. 


//, 


Ces  équations,  jointes  à l’équation  de  la  surface  dû 
corps,  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement  autour  du 
centre  de  gravité. 

Pour  conclure  de  là  le  théorème  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  faire  quelques  remarques  préliminaires  sur 
les  constantes  qui  déterminent  l’état  initial. 

Soient  Pt,  (fo,  f»,  etc.,  les  valeurs initialesde  etc. 

Nous  pouvons  prendre  à volonté  les  constantes  601  'fo  ; 
alors  ^0  sera  délerminéj  en  conséquence  de  la  valeur  prise 
pour  Ot,  par  la  condition  que  la  surface  soit  tangente  au 
plan;  et  la  position  initiale  sera  fixée.  De  plus,  nous  pou- 
vons prendre  à volonté  les  constantes  pt,  fft,  n,  qui  repré- 
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sentoiit  les  vilc.sses  angulaires  initiales;  alors  la  position 
qu'aura  le  corps,  à la  Gn  du  premier  instant  dt,  sera  dé- 
terminée par  les  rotations  pt>dt,  qo<h,  ndl,  et  par  la 

■ condition  que  le  corps  louche  le  plan.  La  valeur  de 

sera  donc  déterminée  ; et  il  importe  d’observer  que  la  ro- 
tation ndt  autour  de  l’axe  de  révolution  n’aura  aucune 
influence  sur  celte  valeur,  puisque  ^ reste  le  même  lorsque 
le  (K)int  de  contact  se  déplace  sur  un  même  parallèle. 

- En  résumé,  nos  constantes  arbitraires  seront  0«,  ip,,  tpo, 

po,  qa  et  m;  les  valeurs  de  et  de  s’ensuivront, cl 

seront  indépendantes  de 

\enniis  maintenant  à la  question. 

Si  nous  éliminons  entre  les  équations  (i)  et  (a),  il 

vient 


</6’  f/i;*  , 


[k  — ( cos6  — cos  fl.)  ]’ 

A sin’6 


Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  positif  de 
sa  nature,  le  second  membre  devra  rester  positif  pendant , 
toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  aurons  donc  con- 
stamment 


X-  — C/i  (cos  9 — cos  0,  ) <^  ( ^'  — * ”‘S  î)  sin’ 9 , 

• k — C/J  (cos9  — cos  9.)  > — v^A  ( h — o.mgl)  sin’9 , 

ou  encore,  supposant  n positif, 

k — (h  — 2 '"iîÇ)  si"’9 


cos  9 — cos  9,  ^ 


cos  9 — cos  9, 


/;  > 

Vm  h — 2///^î;)  siii’  0 


Cn 


ür, fil  appliquant  les  équations  (i)  et, (a)  à l’étal  ini- 
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liai,  apres  y avoir  remplacé  (formules  II)  siii'O^j  -(- 

par  H- 7 , ei  sinü—  par  /?  siiiç -|-  7 cos<y , nous 

voyons  que  les  constantes  h et  k ne  dépendent  que  de  /», , ■ 

Ça,  Sa,  <fa,  ^a  , » par  conséquent , ne  dépendent 

pas  de  n.  11  en  résulte  que  les  numérateurs  des  seconds 
membres  de  nos  inégalités  conserveront  des  valeurs  Gnies, 
quelle  que  soit  la  vitesse  angulaire  n. 

Nommons  k'  la  valeur  numérique  de  p le  plus  petit 
rayon  que  l’on  puisse  mener  du  centre  de  gravité  à la  ’ 
surface  du  corps,  et  e un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on 
voudra. 

Nous  serons  sûrs  que  la  valeur  numérique  de  l’écart 
cos6  — eos5o  restera  constamment  inférieure  à £ , si  nous 
prenons 

A^_-h_^Ayi^-2mg  p) 

C. 


' sans  rien  changer  aux  autres  circonstances  de  l’état  initial. 
PcisEux  , Journal  de  M.  Liniiville  , t.  XIII , p.  249;  1848. 


Soient 

M la  masse  de  la  sphère 


4.  Déterminer  le  mon- 
vement  d'une  sphère  ho- 
mogène^ sur  un  plan  ho- 
rizontal, enayantégard 
au  frottement. 

Nous  allons  traiter  di- 
rectement ce  problème, 
au  lieu  d’en  ramener  la 
solution  à l’intégration 
des  équations- générales 
d’Euler. 
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P le  rayon; 

jji  le  coefficient  du  frollenienl  de  glissemenl  ; , 

■ OX , OY  deux  axes  fixes  tracés  dans  le  plan  , et  OZ 
une  verticale  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur;  • . 

■ P,  <7,  r les  vitesses  angulaires  autour  de  parallèles  aux  • 
axes , menées  par  le  centre  ; ‘ ' 

X les  coordonnées  du  point  d’appui; 

U,  e les  vitesses  du  centre  estimées  suivant  les  axes,  • 

’ ' dx  dr 

ou  — ) — ; • 

dtdt 

X , Y les  composantes  suivant  les  axes  de  la  force  accé- 
lératrice due  au  frottement. 

Le  mouvement  de  translation  du  centre  de  figure,  qui 
est  aussi  le  centre  de  gravité,  est  régi  par  les  équations 

ô)  ■ ■ ÿ=x,  " 

' ' dt  dt 

Les  équations  du  mouvement  de  rotation  autour  du 
• centre  s'obtiennent  en  exprimant  que  les  forces  appli-  • 
quées  font  équilibre  aux  forces  effectives,  autour  du  cen- 
tre considéré  comme  un  point  ûxe.  Si  l’on  observe  que 
le  rayon  de  gyration  de  la  sphère  autour  d’un  diamètre 

esty/^p,  on  voit  que.  les  équations  dont  il  s’agit  sont 

les  suivantes  : ' 


. 5 rff  ~ ^ ’ 5 rff  ~ ^ ’ dt~  - Y " 

Substituons  ici  ^^ux  forces  égales  X,  Y ; puis  in- 

s * 

tég’ronsj  eu  marquant  les  valeurs  initiales  de  l’indice  o. 

Il  vient 


3 ' 2 
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Ces  é(|uations  sont  susceptibles  d'une  inlerprélation 
assez  remarquable.  Eln  eflet,  considérons  le  centre  d'oscil- 
lation ou  de  percussion  de  la  sphère  par  rapport  à un  axe 
de  suspension  passant  au  point  d’appui.  Ce  centre  est 

situé  au-dessus  du  centre  défiguré  à la  distance  ^ p.  Scs 

vitesses  relatives  au  centre  de  figure,  dirigées  suivant  les 
axes  OX , OY’ , sont 


et  sa  vitesse  verticale  est  nulle.  D’après  ces  valeurs,  le.s 
équations  (2)  peuvent  s’écrire 

c V = V, , « 4-  li  = li,  -H  U, , r = r,. 

Sous  cette  forme,  elles  nous  montrent  que  la  vitesse 
du  centre  et  la  vitesse  relative  du  centre  de  percussion 
supérieur  ont  une  résultante  invariable  en  grandeur  et 
en  direction.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  nature  de.s 
forces  X,  Y ; il  subsiste  donc  quand  on  a egard  à la  fois 
au  frottement  de  glissement  et  au  frottement  de  roule- 
ment. 

A l’instant  où  la  sphère  cesse  de  glisser,  on  a 


en  sorte  que,  si  l’on  désigne  par  a et  i les  valeurs  de  11  et 
de  V corresjwndantes  à ce  mouvement  rectiligne,  on  a 

n Un),  h ~ -r  V,) , 


in»A\ii(jiK.  I S.i 

Si  le  froUeuieut  de  luiileniciil  est  nul,  la  splièie,  à 
parlir  de  rinslaiit  considéré,  l'ouïe  sans  glisser, d’un  mou- 
vement rectiligne  et  uniforme,  dont  la  vitesse  a pour 
composantes  a et  h.  Si  le  frottement  de  roulement  n’est 
point  nul,  la  sphère  prend  encore  un  mouvement  recti- 
ligne, à partir  de  l’instant  considéré;  car  rien  ne  tend 
à la  dévier  à droite  ou  à gauche  (');  mais  sa  vitesse  di- 
minue progressivement , jusqu’à  ce  qu’elle  soit  anéantie. 

Poursuivons  notre  problème,  en  ne  tenant  compte  que. 
du  frottement  de  glissement. 

La  force  motrice  est  dirigée  en  sens  contraire  du  glis- 
sement; par  suite,  les  composantes  de  cette  force,  sui- 
vant les  axes,  sont  proportionnelles  aux  composantes  de 
la  vitesse  de  glissement,  u — pq,  r -+-  op.  De  là  les  équa- 
tions • 


X </«  « — ùa 

— i.u  ==  — - i-' 

Y «!'  V Ç/J 


L’intégration  donne 


U 


ü 

U ^ 1 

' (1  — t(.)  — 

7. 

5 

1’  + - 
■X 

(■’  — '■(.)  + f/'c 

X 

Y 


l'onst.  = 


ri  — n 
l>  — h 


l')  On  peut  dire  ptus  p^nér.ilenienl  que,  si’ta  aphère  ne  gliuepta, 
et  que  son  centre  soit  sollicité  parallèlement  au  plan  par  des  forces 
quelconques,  le  frottement  ne  changera  pas  la  nature  de  la  courbe  dé- 
crite. En  efl'et,  les  composantes  de  la  force  qui  naît  de  ce  frotteracul  sont 

* âa  dp  d*  X d*  r 

proportionnelles  “ et^^iou  bien  i ^ et — -,  par  con- 

séquent, leur  addition  dans  les  équations  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  produira  le  mémo  effet  que  si  l’on  augmentait  la  niasse  sans  ac- 
croître les  forces  motrices  appliquées. 

Supposons,  comme  exemple,  que  la  sphère  soit  attirée  proportionnelle- 
ment à la  masse  et  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance  vers  un  point 
fixe,  situé  à une  hauteur  au-dessus  du  plan  égale  au  rayon  de  la  sphère 
Dans  ce  cas,  le  centre  de  la  sphère  décrira  une  conique,  dont  l'uii  drt 
loyers  sera  le  point  lise. 
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Ceci  nous  apprend  que  la  force  de  fi’otlemenl  n’esl  pas 
seulement  constante  en  intensité,  mais  encore  con- 
stante en  direction.  Il  en  résulte  que  la  sphère  décrit  une 
parabole,  comme  un  projectile  pesant , tant  quelle  ne 
cesse  pas  de  glisser  ('). 

Actuellement  il  nous  est  facile  d’obtenir  les  valeurs  dc.s 
forces  X et  Y,  lesquelles,  il  ne  faut  pas  l’oublier,  sont  de 
sens  contraire  au  glissement.  Nous  trouvons 

X ^ Y ^ piMg  • 

a — Kj  b — c,  -,  . A 

en  posant,  pour  abréger, 

A = [(«-«„)»  H- (é  - 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),et  intégrant,  il' 
vient 

(3)  «— n.  = '-‘’r,  ^ t.  . 

Ces  expressions  des  vitesses,  substituées  dans  les  équa- 
tions (a),  nous  feraient  connaître  les  vitesses  angulaires 
p,  q,  r,  en  fonction  du  temps. 

Bemplaçons  u,  v par  ^ dans  les  intégrales  que 

nous  venons  d’obtenir,  et  intégrons  de  nouveau  , en  sup- 
posant que  la  spbère  parte  de  l’origine.  Il  vient 

, , , I a — U,  1 b — I’, 

l4)  = -i-- fl  fil  g -J— 1\ 

Ces  formules  achèvent  de  déterminer  le  mouvement  de 
translation;  par  l'élimination  de  t,  elles  nous  donnent 


(')  O iheorème  esl  de  J. -A.  Kulcr,  fils  du  célèbre  !..  F.iiler,  Mrt»  dr 
l'Acnd.  Hi-  Hcrlifty  1 7-Sft,  |>.  28^  , 
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l'équation  de  la  irajertoire  , 


i85 


3.  s 


[(b  — v,)x  — {a—  u,)yY  — — — ) {v,o  — u,b)  = o. 

Celte  parabole  se  réduit  à une  ligne  droite,  quand  i/g, 
sont  proportionnels  à a,  b,  et  diflérents  de  ces  quantités. 
Ces  conditions  reviennent  à relle-ci  ; • ■ 

"•  /’•  -t.  '*•  7»  = O . ~ P ?•  "...  "i  • 

La  première  exprime  qu’à  l’origine  du  mouvement  l’axe 
instantané  de  rotation  est  dans  un  plan  vertical  perpen- 
diculaire à la  translation;  les  dernières  expriment  qu'il 
y a glissement.  Dans  ces  conditions,  la  sphère  se  meut 
en  ligne  droite,  d’un  mouvement  uniformément  retardé. 

. Ceci  ne  s’applique  qu’à  l’étal  de  glissement;  or  cet  état 
cessera  dès  que  l’on  aura 


11  = qp. 


= -pr. 


les  valeurs  de  u et  de  qui  satisfont  à ces  relations  ont 
étëealculées , nous  les  avons  désignées  par  a cl  b. 

Ces  d<;rnières  valeurs,  substituées  dans  l’une  ou  l’autre 
des  équations  (3),  nous  font  connaître  l’ép(H{uc  à laquelle 
cessera  le  glissement,. 

À > 


Cette  valeur,  substituée  à son  tour  dans  les  équa- 
tions (4)}  nous  fait  connaître  le  point  où  ce  changement 
aura  lieu, 

b -4-  (’. 


■A. 


7 fl  M g , 3pMg 

A partir  de  ce  point  le  mouvement  est  rectiligne  cl  • 

uniforme;  car  X et  Y étant  devcnus_  nuis,  u et  v ou 

dx  dy  1.  . I • ■ / V 

— > — restent  constants  d apres  les  équations  (i). 
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La  droite  déciile  par  le  point  d'appui  est  repié.sen lée ' 
par  l’équation 

b — bu, 

y = -JC  -f — A. 

a 9.  U jxM  g 

Il  est  aisé  de  vérifier  <|ue  cette  droite  est  langenle  à la  pa- 
rabole au  point  où  cesse  le  glissement. 

Si  1'  on  avait,  à l’origine  du  mouvenieul, 

le  mouvement  serait  dès  le  principe  rectiligne  et  uni- 
forme. 

(loRiOLis,  Théorie  matbéinali>/uc  des  effets  du  jeu  de  billard, 
chap.  î.  ■ . 

O.  Dètenui- 
ner  le  mouve- 
went  de  la  ' 
terre  autour 
de  son  centre 
de  gravité,  en 
ayant  égard 
aux  actions  du 
soleil  et  de  la 
lune  , et  né  - 
gligeant  les 
rj  centricilés 
des  orbites. 


1/ 


tï 


\!\ 

i\ 

■V. 


\dM 


. s . 


■ V . 


Uans  le  calcul  du  mouvement  de  la  terre  autour  de  sou 
rentre  de  gravité,  on  peut,  sans  aucune  erreur  apprécia- 
ble, considérer  les  masses  du  soleil  et  de  la  lune  comme 
« réunies  à leurs  centres  de  gravité  respectifs;  car  les  di- 
mensions de  ces  corps  sont  faibles  en  comparaison  de  leurs 
distances  à la  terre;  eu  outre,  leur  figure  dilTère  peu  de  la 
figure  spbéi  iq UC , et  l’on  sait  (|u’unc  sphère  homogène 
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attire  un  point  extérieur,  comme  si  elle  était  tout  entière 
condensée  à son  centre.  INous  sommes  donc  conduits  à 
calculer  les  moments  de  t attraction  d’un  point  maté- 
riel fort  éloigné,  autour  des  axes  principaux  d'inertie 
du  corps  attiré  relatifs  au  centre  de  gravité. 

Dans  ce  calcul,  le  corps  attiré  pourra  être  un  corps 
quelconque;  mais,  pour  nous  Gxer,  nous  supposerons  de 
suite  qu’il  s’agisse  de  la  terre. 

Afin  de  nous  conformer  à l’usage  des  astronomes,  nous 
regarderons  comme  positives  les  rotations  qui  s’effH<  tucnl 
de  droite  à gauche. 

Soient 

OX,  OY,  OZ  trois  axés  coordonnés,  diiigés  suivant  les 
axes  principaux  d’inertie  de  la  terre  autour  de  son  centre 
de  gravité; 

x',  y' , z'  les  coordonnées  d’une  molécule  de  la  terie  ; 

dm'  la  masse  de  cette  molécule; 

X,  y,  Z les  coordonnées  d’un  point  matériel  très-éloi- 
gné  : ce  sera,  par  exemple,  le  soleil  ; 

/•la  distance  de  ce  point  au  rentre  de  gravité  de  la  terre; 
’ d la  distance  du  même  point  à la  molécule  dm'\ 

m le  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  constante 
qui  mesure  l’attraction  de  l’unité  de  masse  sur  l’unité  de 
masse  à l’unité  de  distance; 

X , Y,  Z les  composantes  de  l’attraction  de  ce  point  sur 
la  terre,  dirigées  suivant  les  axes; 

I/,  M,  N les  moments  de  cette  attraction  autour  des 
axes  OX,  OY,  OZ. 

Nous  .avons  d’ahord  , quelle  que  soit  la  forme  et  la 
• eonstitulion  de  la  terre. 


/ 
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les  intégrales  s’étendant  à tonies  les  molécules  de  la  lene. 

Il  s’ensuit 

h = Zy  — Y Z = mz  J*  dm’  — ^ ' 

/z'  f*  x' 

•"Tr  I jjï' 

‘N=Yj: — Xy  = rny  J'  dm'  — mx  J"  ~dm'. 
ür  ^ . 

[l  X x'  y y'  * ï'  T * 

1—  3 I 

\ r r r r '‘'‘l." 

x"'  y"‘  s'a  I ’ 

~~7~  7^  ~ 7')  J 

si  nous  développons  le  radical  par  la  formule  du  binôme,  ■ 
et  que  nous  négligions  dans  ce  développement  les  termes 
qui  contiennent  les  secondes  puissances  des  rapports  très- 

z!  X Y Z 

jK!tits  —1  — ’ vis-à-vis  des  rapports  “»  sont 

comparables  à l’unité,  il  reste 

xx'  ■+■  ry'  -t-  zz' 


— ~ — -y  3 


Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  des  mo- 
ments L,  M,  N , et  nommant  A,  B,  C les  moments  d’i- 
nertie principaux  de  la  terre  autour  des  axes  OX,  OY, 
OZ , il  vient 

3m(C  — B) 
l.  = -~-  -yz. 
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* ’ Ai'luelleuieiit  ayons  égard  à ce  que  l’observation  et  la 
théorie  nous  apprennent  sur  la  constitulioii  de  la  terre. 
Lecentre  de  gravité  de  la  terre  étant  supposé  fixe,  le  mou- 
vement de  la  sphère  céleste  nous  apprend  que  la  terre 
.tourne  autour  d’un  axe  qui  parait  absolument  fixe  dans  ce 
corps.  De  plus,  nous  savons  que  la  forme.  <lc  la  terre  dif- 
fère peu  de  celle  d’une  sphère,  et  rien  ne  nous  porte  à croire 
que  la  densité  soit  fort  inégalement  répartie  autour  du  cen- 
tre. Nous  pouvons  donc  admettre  que  les  dillércnccs  des 
moments  d'inertie,  et,  par  suite,  les  moments  L,  M,  N 
sont  peu  considérables  vis-à-vis  de  la  masse  de  la  terre. 

Or,  si  l’axe  de  rotation  de  la  terre  était  réellement  fixe  dans 
ce  coips,  et  les  moments  L,  M,  N tout  à fait  nuis,  l’axe 
de  rotation  serait  un  axe  principal  d'inertie,  selon  la  pro- 
priété caractéristique  dont  jouissent  ces  axes,  d’être  axes 
[terroanents  de  rotation.  D’après  cela,  l’erreur  commise, 
en  admettant  que  la  rotation  de  la  terre  s'effectue  autour 
d’un  axe  principal  d’inertie,  sera  fort  {>etite.  Un  calcul 
approfondi  montre  que  cette  erreur  est  tout  à fait  négli- 
, geable.  ■ 

Les  mesures  géodésiques  nous  apprennent  que  la  figure 
de  la  terre  est  celle  d'un  solide  de  révolution  autour  de  ’ . 
son  axe  de  rotation.  Ceci  et  plusieurs  autres  considéra- 
tions portent  à croire  que  les  deux  axes  principaux  d'iner- 
' lie  relatifs  au  centre  de  gravité,  qui  sont  situés  dans  le 
plan  de  l’équateur,  ont  des  moments  égaux.  Nous  pren-  • 
drons  le  plan  XOY  pour  celui  de  l’équateur,  et  nous  pose- 
rons 

- : B = A. 

' L’aplatissement  de  la  terre  vers  les  pôles  nous  porte  à 
admettre  que  l’axe  OZ  est  l’axe  du  plus  grand  moment.  ' ' 
Nous  supposerons  donc 

C>A. 
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Ainsi,  nous  aurons 


3w(C—  A)  3/;/(C— A) 

I.  = î M = ! ur,  A = O. 

r*  ■ /'■ 


Mettons  lie  suite  ces  valeurs  sous  une  forme  ijui  se 
prête  mieux  an  calcul  numéri>[ue. 

Soit  rt  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  mouvement 
delà  terre  autour  du  soleil.  D’après  les  formules  du  mou- 
vement elliptique  , la  force  accélératrice  qui  retient  la 
terre  dans  son  orbite  , rapportée  à runité  de  distance,  ‘ 
est  mesurée  par  le  produit  D’un  autre  côté,  celte 

môme  force  a pour  mesure  le  produit  d<’ la  somme  des 
masses  du  soleil  et  de  la  terre,  par  l'attraction  de  l'unité 
de  masse  sur  l'iinité  de  masse  à l’unité  de  distance.  Si 
donc  nous  nommons  /i  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre 
.à  celle  du  soleil,  nous  aurons  ' ' 


et,  par  suite. 


/I* 

I -h  7/ 


(')  f = 


3»^C—  A) 
t-  A ) r~  ■'  * 


M = — 


3 /!’  (C  — A) 
! 1 -H  A)  r> 


N =7  0. 


I,e  rapj)ort  /i  étant  fort  petit,  plus,  nous  le 

négligerons  dans  le  présent  calcul.  Mais,  quand  il  s'a- 
gira de  la  lune,  il  faudra  rétablir  dans  les  formules  le  rap- 
poil  analogue;  savoir,  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre 
à celle  de  la  lune,  qui  est  égal  i 80. 

Dorénavant  nous  prendrons  l’axe  OX  constamment  . 
dirigé  vers  l’étjuinoxe  de  printemps,  et  l’axe  OY  dirigé 
du  côté  du  solstice  d’été.  Ces  deux  axes  ne  cesseront  pas 
d’être  axes  principaux  d’inertie  de  la  terre. 

Nous  déterminerons  le  mouvement  parla  méthode  de  la 
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composition  des  couples.  l>os  couples  L et  M,  en  agissant 
pendant  l'instant  dt,  communiquent  à la  terre  deux  vi- 
,tes8cs  de  rotation  iulinimcnt  petites,  autour  des  axes  OX 
et  OY;  les  quantités  de  mouvement  qui  naissent  de  ces 
vitesses  de  rotation  ont  pour  moments , autour  des  mêmes 
axes,  les  produits  Lrf/  et  M///,  car  les  moments  des  forces 
elTectives  sont  égaux  aux  moments  des  forces  appliquées. 
Ainsi,  les  quantités  de  mouvement  tjue  possède  la  terre 
à la  lin  de  l'instant  dt^  considérét's  comme  des  forces,  et 
transportées  à l’origine,  donnent  naissance  à trois  cou- 
ples autour  des  trois  axes  OX , ÜY',  OZ.  Les  deux  pre- 
miers ont  leurs  moments  égaux  à Lf/f,  Me//;  le  troisième 
esl.le  couple  des  quantités  de  mouvement  qui  animaient 
, la  terre  au  commeiireinent  de  rinstant  considéré.  Si 
l’on  représente  son  moment  par  G,  et  que  l’oti  nomme 
0 la  vitesse  de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe, 
on  a 

G = pC.  . • •• 

Ces  trois  couples  se  composent  en  un  seul , dont  l’axe  se 
•confond,  pour  nous,  avec  l’axe  de  révolution  de  la  terre, 
dans  la  nouvelle  position  <|u'il  occupe  à la  fin  de  l'instant 
dt.On  sait,  en  ertcl,  t|ue  trois  rotations  infiniment  petite.s, 
autour  de  trois  axes  rectangulaires,  sc  réduisent  à une  ro- 
tation autour  d’un  seul  axe  convenablement  déterminé. 
Si  l’on  convient  de  représenter  un  couple  par  une  droite 
dirigée  suivant  l’axe  et  proportionnelle  au  moment,  le 
couple  résultant  dont  il  s’agit  sera  représenté,  en  grandeur 
et  en  direction,  parla  diagonale  du  parallélipipède  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec  des  lon- 
‘gucurs  pro|K>riionncllcs  à Lc/t,  iVl</t,  G.  Les  dcüx  pre- 
mières arêtes  du  parallélipipède  étant  infiniment  petites 
en  comparaison  de  la  troisième,  la  diagonale  fera  un 
angle  infiniment  ]>ctil  avec  la  troisième  arête  et,  par 
suite,  aura  même  longueur.  L’attraction  «lu  soleil  dévie 
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ilunc  Taxe  de  la  terre,  à chaque  instant,  sans  changer  la 

vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe  (') , 

Ktudions  isolément  les  mouvements  produits  par  cha- 
cun de^  quatre  couples  moteurs,  en  commençant  par  les 
couples  qui  proviennent  de  l’action  du  soleil. 

Action  du  soleil. 

Il  nous  faut  substituer  aux  coordonnées  rectangulaires 
du  soleil  la  distance  r,  la  longitude  et  l’obliquité  0 de 
l'équateur  XOY  sur  l’écliptique  XOE. 

Les  formules  de  transformations  sont  les  suivantes  : 

/ 

j = /*cosÿ,  ^ = rcosO  siny,  z = /-sinQ  siof.  . 
Elles  donnent 

L = 3/î’  (C  — A)  sin0  cos 9 sin’f , 

M = — 3«’(C — A)  sin  6 sin^  cosf . 


(*)  La  théorie  tics  forces  instantanées  rend  aussi  parfaitement  compte 
<lo  la  méthode  de  1a  composition  des  couples.  En  effet,  quand  des  forces 
instantanées  viennent  à a^ir  sur  un  système  de  points  matériels  assujettis 
à des  liaisons  quelconques,  si  Ton  considère  les  quantités  de  mouvement 
comme  des  forces,  il  y a équilibre,  en  vertu  des  liaisons,  entre  les  quantités 
de  mouvement  que  possédait  le  système  avant  les  percussions,  les  quan» 
tites  de  mouvement  qui  seraient  communiquées  pur  les  percussions  si 
tous  les  points  étaient  libres,  et  les  quantités  de  mouvement  que  possède 
le  système  après  les  percussions,  cea  dernières  quantiU^s  étant  prises  en 
signe  contraire.  « 

Or  on  peut  toujours  remplacer  les  forces  continues  qui  agissent  pendant 
l'instant  dt,  par  des  percussions  appliquées  à la  fin  de  cet  insiant,  et  ca- 
’ pables  de  produire  sur  chaque  point  du  système , supposé  libre,  la  qunn-* 
lité  de  mouvement  qui  lui  serait  communiquée  par  Us  forces  continues 
•pendant  rinstaiit  dl.  Par  là  on  n'a  plus  ii  considérer  que  des  percussions; 
en  sorte  que  le  mouvement  communiqué  sc  détermine,  d'après  le  théorème 
général  qu'on  vient  de  rappeler,  en  exprimant  que  les  quantités  de  mou» 
vcmciit  se  font  équilibre. 

Dans  notre  cas,  les  liaisons  réduisent  les  condition.^  d'équilibre  à celle* 
ci,  que  la  somme  des  moments  autour  de  chacun  des  trois  axes  soit 
nulle.  Il  s'ensuit  que  les  moments,  roprésciités  par  des  droites,  socom» 
. posent  suivant  la  loi  du  parallclogranirae. 
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i".  Couple  L.  — Cüuipusaut  d’après  la  loi  du  pa- 
ralltilogi'ainine  le  couple  \.<h  avec  le  couple  G,  on  ob- 
ûent  un  nouveau  couple,  dont  l'axe  OG'  lepréseiUe  la 
position  que  prendrait  l’axe  terrestre  à la  fin  de  l’in- 
stant r/f,  si  le  couple  Le//  agissait  seul.  Ainsi,  par  rell'et 
du  couple  Lr/t,  l’axe  terrestre  ou  la  perpendiculaire  à 
l’équateur  tourne  d’un  angle  infiniment  petit  r/u  autour 
du  rayon  OY  de  r6qu.-iteur.  Ce  rayon  éiant  perjiendi- 
ciilaire  à l’intersection  de  réquateur  et  de  l’écliptique, 
il  s’ensuit  que  la  rotation  d'j  a pour  unique  ell'et  de  dé- 
placer l’intersection  de  l’équateur  sur  l’écliptique,  sans 
cliangér  l’angle  des  deux  plans 

Soit  r/iji  l’angle  XOX'  dont  la  ligne  des  équinoxes  a ré- 
trogradé dans  le  plan  de  l’écliptique.  Cet  angle  est  le  même 
<|ue  l’angle  décrit  par  la  projection  de  l’axe  terrestre  sur 
réclipti([ue,  car  celte  projection  est  constamment  perpen- 
diculaire à la  ligne  des  équinoxes.  Nous  avons  donc 


//•i  = 


sin$ 


et  d’ailleui's 
sini'/ 


ou  nr  — — — 


hdt  ZnHC  — K] 


sinO  cosO  siu’i^dr. 


O pC 

Prenons  l’origine  du  temps  à l’équinoxe  de  printemps 
pour  une  aimée  déterminée,  et  nommons  l’angle  dont 
la  ligne  des  équinoxes  a rétrogradé  sur  le  plan  de  l’éclip- 
tique depuis  l’origine  du  temps.  Alors,  négligeant  l’ex- 
centricité de  l’orbite  terrestre  , • nous  avons 


~ nt  -4-  ■\|/ . 

Mais,  dans  la  valeur  de  nous  pouvons  négliger 
l’angle  au  même  titre  que  nous  négligeons  les  déplace- 
ments produits  par  les  autres  couples  moteurs.  Par 
conséquent, 

3//'  (C  — A)  • 

d-^<=.  ^ — ; ertsO  sin’  irtdti 

0 


II. 


V , 
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F,ii  outre,  robsei  vailun  l'ail  voir  que  l’obliquité  île  l'e- 
quateur  sur  rérliptiijuc  reste  à j>eu  près  'fonslaiite,  l ar 
elle  ne  s'écarte  pas  de  sa  valeur  moyenne  de  plus  de  lo". 
iVous  pouvons  donc,  dans  réijualion  précédente,  supposer 
à 6 une  valeur  constante  comprise  entre  la  .plus  grande 
cl  la  plus  petite  des  valeurs  de  cet  angle.  D’après  cela, 
il  vient,  en  intégrant  et  remplaçant  ensuite  ni  par  f, 


'I' 


3 n’  (C  — A)  cos  0' 

3.  pC 


sin  2 V \ 


Cet  angle  i]/  mesure  la  précession  des  éijuinoxcs  due  à 
l’action  du  soleil.  La  valeur  moyenne  de  cet  angle  croît 
proporlionnellcmenl  au  temps.  Or  l’observation  apprend 
cjue  la  ligne  des  nœuds  emploie  environ  26000  ans  pour  • 
accomplir  une  révolution  entière;  donc  le  coefficient 


r.  — A 


est  foi't  petit.  11  en  résidte  que  le  terme  qui  con- 


, ,,  - • I-  2 » 

tient  le  tacteur  périodique  ^ ^ ne  peut  jamais  acquérir 

nue  valeur  bien  sensible.  Aussi  nous  bornerons  notre 
formule  à la  précession  movenne, 


(’•) 


3 n’  (C  — Al  eos  0' 

; P (T 


. 2".  Couple  INI.  — Conqvosaiit  le  couple  Mi//  avec  le 

couple  (} , on  obtient  un  nouveau  couple,  dont  l’axe 
OG"  représente  la  position  que  .prendrait  l’axe  terrestre 
à la  fin  de  l’instant  r/f,  si  le  couple  Mc//  agissait  seul. 
Ou  voit  ipic  l’eCTet  de  ce  couple  se  réduit  à faire  varier 
l’obliquité  de  l’équateur  sur  l’écliptique  d’un  angle 

GOG"  = ^ 

G 2 B G. 

11  vient,  en  inlégraiit  ave»  la  même  approximation  «jur 
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dans  le  calcul  prtn'édent , ’ ■ ' 

3 n (C  — A ) . 

6 = 7 y ‘8106  COS  2w  + consI . 

4 pi' 

La  variation  de  l’angle  0,  donnée  par  celle  formule, 

mesure  la  nutation  de  l’axe  terrestre  due  à l’action  du 

soleil.  Celte  nutation  périodique  est  peu  sen.sible  , à 

. . C A . . ** 

cause  du  très-petit  facteur  -,  ••  Ainsi , /’a.re  «fe /«  ro-  - 

talion  de  la  terre  resterait  à peu  près  fixe  dans!  l'es- 
pace, si  le  soleil  agissait  seul. 

\4ction  rie  lu  lune. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  lune.  Conservons  aux 
lettres  la  même  signillcalion,  mais  marquons  de  l indiee  i 
« elles  qui  .se  rapportent  à la  lune  ; de  plus , nommons  i 
l’inclinaison  de  l’orbite  lunaire  sur  l’écliptiqui-,  et  X la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  lunei 
•Nous  avons,  d’après  les  formules  (i)". 


L, 


3n?(C 


(■  + /‘0'-î 


A)- 

75- 


3/i’(C  — A) 

M,  = - , Z, X. 

I -I-  f 


A,  = o. 


X, , J,,  Z,  étant  les  «oordonnées  de  la  lune  par  rapport 
aux  axes  üX  , OV,  OZ.  ■ • ■ • 

11  nous  faut  exprimer  ces 
roordonnées  yn. fonction  de 
la  longitude  de  la  lune-. 
Pour  cela  , figurons  une 
sphère  décrite  du  centre  de 
gravité  de  la  terre  coiniuc 
centre  avec  un  rayon  égal  à l’unité  j et  marquons  sur 
celte  sphère  la  trace  >n,  du  rayon  vecteur  de  la  lune , 
l'équateur  XY,  l’écliptique  XN  et  l’orbite  lunaire  N/;i,. 
L’arc  x\  sera  la  longitude  du  nœud,  et  la  somme  des 

1 3. 
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(leux  arcs  XN,  X'W),  non  situes  dans  un  inèiiu- plan , 
sera  la  longitude  de  la  lune,  ou  çp,. 

Nous  cherchons  les  valeurs  des  coordonnées,  en  vue 

de,  les  substituer  dans  les  expressions  de  et  de  — ‘ 

G G 

lesquelle^  contietinenl  le  facteur  très-petit  — , — Il  est 

donc*  inutile  de  calculer  ces  valeurs  fort  exactement. 
Aussi  nous  négligerons  dans  ce  calcul  le  carré  de  l’angle 

angle  dont  la  valeur  est  à peu, près  5“j/ou  — du  Avon. 

Soient  , z\  les  coordonnées  de  la  lune,  prisés 

par  rapport  à trois  axes  dont  l’origine  est  au  centre  de 
gravité  de  la  terre,  et  qui  sont  dirigés,  le  premier  sui- 
vant la  direction  OX  de  l’écjuinoxe  de  printemps , le  se- 
cond suivant  une  perpendiculaire  située  dans  le  plan.de 
l’écliptique,  et  le  troisiènîe  suivant  une  jM'rpendiculaire 
à l’écliptiipie.  ■ . 

;\ous  avons  d'abord 


r,  cos  y, , .r  , = r,  sm  y , , s,  =r  r,  » sni  (y, 


■>); 


puis,  par  les  (orniiiles  de  transformation  des  coordonnées 
en  géométrie  plane, 

X,  = x',  = r,  cos  y, , 

y,  = y,  cos 6 — Z,  sin  9 = /■,  [siii  ç,  cos  6 — i sin  (y,  — X)  sin  0], 
ï,  = ,v',  sin  9 -t-  z\  cos  9 = c,  [sin  (f,  sin  0 -(-  i sin  (ç,  — X)  cos  9]. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  L,  et 
de  M,,  et  négligeant  toujouis  il  vient 


L, 


M.  = 


3«[(G  — A)  I sin  9 cos9  sin’ç, 
(l  -h  /'.) 

3«[  (C  — A) 

('  + '''■) 


sin  9 cos9  sin’f,  . I 

i (cos=9  — sin' 9)  sin  Sin  ( »,  — X)  J’- 

[ sin  9 sin  7,  eus  f,  1 

L -h  r cos  9 cos  sin  { y,  *—  X ) J , . 


? ■ 
» 

i 
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i'“.  Coufflv  Ij,.  — Si  1 oti  iiümmc‘-<|/  l’anj^le  dont  iv- 
Irogratlc  la  ligne  des  éqiiiiiOTtcs  ]^iidaiit  le  temps  /,  en  ' 
vertu  de  l’adion  du  couple  L, , on  a r(-<|iiatiiin 


U rit 
(i'siii  s. 


où  l’on  doit  icmplaccr  I,,  par  la  valeur  précétlenle,  cl  (1 
par  sa  valeur  oC. 

Dans  l’inlégraiion  (|ui  Hoil  nous  fournir  l’angle  ip , 
nous  pourrons  regarder  comme  constants , non-seulement 
1 angle  9,  mais  aussi  l’angle  i;  car  rinclinaisoii  de  l’or* 
bile  lunaire  sur  réclipti<|ue  teste  à peu  près  conslaiitt*. 
i\ous  pourrons  encore  remplacer  la  longitude  <p,  par 
n,  t const.  Quanta  la  longitude  du  nœud,  À,  nous 

sravons  •|ii’elle  diniinue  d’une  circonférence  en  i8  ans  ^ 

environ,  d’un  mouvement  à peu  près  uniforme;  en  sorte 
que,  en  nommant — a la  vitesse  angulaire  moyenne  du 
nœud,  nous  pourrons  remplacer  X par  — a<4-const.  ; et  il 
importe  d'observer  que  a sera  beaui  oup  plus  petit  que  n, . 

Ceci  posé,  il  suffit  de  remplacer  les  produits  de  sinus 
parles  cosinus  de  la  somme  et  de  la  difléreiice  des  arcs, 
et  l’intégration  se  fera  immédiatement.  Mais,  parmi  les 
termes  périodiques  de  la  dillerenlielie,  nous  conserve- 
1 6ns  seulement,  le  It^rme  indépendant  de^  ; car  l’inté- 
grale des  autres  termes  aura  en  diviseur  le  nombre  ri, , ' 

;tàn‘dis''que  l’intégrale  4.e  celui-ci  aiîra  en  diviseui  le 
nombre  a,  lequel  est  beaucoup  plus  petit  que  u,. 

La  diH'ércntielle  i/'p  .st' réduit  donc  à la  valeur  suivante  r • 
,,  3«:(C-.A)r 

2 (i  -h  //,J  pC  (_ 

On  en-lire 


i cos  2 9' 

— ■ — wr  ''"S  ( — a t -f-  cohst 
sm9'  ' 


hst.)J  f//. 


'3) 


3 ( C — A ) ./  ( cos 2 0'  ! ■ \ 

- , — ■ — T— — - ( cosO  ./  -i — sni  * I . 
2 ( I -+- //,  j \ asinO  J 
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2“.  Couy^/eM,.  — Si  l’on  nomme” f/6  la  variation  de 
l’obliquité  de  l’équateur,  due  à l’action  du  couple  INI, , 
pendant  l’instant  dt , ona. 


En  opéraut  comme  pour  le  calcul  de  tj/,  la  diHérentielle  tlB 
se  réduit  à la  valeur  suivante^ 


f/9  = - — ^ ^ — sin  (-»- otf -f- const.). 

Quand  011  détermine  convenablemem  la  constante  6', 
l’intégrale  est 


(4) 


, 3 n î ( C — A ) / cos  9' 

9 = 9' H • > -L  ^ cos  i. 

2 ( I -+-  h,)  pCa  • * 


Réunissant  toutes  les  patlies  obtenues,  (2),  (3),  (4), 
on  a la  représentation  complète  du  mouvement  de  Taxe 
terrestre,  par  les  formules 

(5)  • = (c  + c,)/ — sinX, 

(6)  _ 9 = 9'  -t-  rt  cos  À , 
où  l’on  a pose 

_ 3 C — A «’  cos  9'  3 C — A «î  cos  9' 

2 C - P ’ ' 2 C (i -I- /i|.)'p’’ 

^ 3C  — AnJ(  cos  2 9'  3 C — A n\i  cos  9' 

. ‘2  C (i-|-Â|)p»’'  • 2 C (i-f-/f,jpa 

Jicpréseniniion  géométvùjur.  — Ces  formules  (5)  et  (6) 
sont  semblables  à celles  que  nous  avons  discutées  au 
problème  1,  page  172,  si  ce  n’est  <|ue  les  coefficients  des 
termes  périodiques  de  i|/  et  de  6 ne  sont  pas  égaux  dans  le 
problème  actuel.  Elles  sont  susceptibles  d’une  représen- 
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iaii,on  géoméiiiquf  mule  semblable,  qui  se  roeoimai.i  tle 
la  meme  manière. 

Imaginons  un  ax€'  mené  jiar  le  eciiire  de  gi-avitéde  la 
terre,  et  dont  le  mutivemenl  soit  défini  par  les  valeurs 

4-=.(c  + c,)/,  9=9'. 

, . f.  ^ . 

Cet  axe  eoiiicidera  périoaiquemcnl  avec  l’axe  de  roia- 
tion  de  la  terre j c’est  pourquoi  nous  le  nommerons  n.re 
moyen. 

Décrivons  une  sphère  autour  du  centre  de  gravité  de  la 
terre  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à l’unité;  ei  con- 
sidérons les  intersections  de  cette  surface  par  l’axe  vrai 
et  par  l’axe  moyen,  intersections  que  nous  nommerons 
pôle  vrai  et  pôle  moyen. 

Le  pôle  moyen  décrit  d’un  mouvement  uniforme  un 
petit  cercle  de  la  sphère,  dont  le  rayon  sphérique  c*si  0', 
et  dont  le  centre  est  h'  j)oiut  qui  marque  sur  la  sphère  le 
pôle  de  l’écliptique.  Ce  mouvement  de  rotation  est  de 
sens  contraire  à celui  de  la  rotation  de  la  lerre  autour  de 
son  axe. 

Pendant  ce  mouvement,  le  pôle  vrai  tourne  autour 
du  pôle  moyen  dans  le  même  sens  que  le  pôle  moyen 
autour  du  pôle  de  l’écliptique.  Si  l’on  considère  h; 
pôle  moyeu  comme  fixe,  on  voit  le  pôle  vrai  déciire 
autour  de  ce  point,  comme  centre,  une  très-petite  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  « et  l> , le  premier  de  ces  axes 
étant  dirigé  vers  le  pôle  de  l’écliptique.  Kn  ell'el,  une  el- 
lipse dont  les  demi-axes  sont  a et  h p<mt  sc  représenterj 
.soit  par  l’équation 


soit  pat  les  deux  é(piatious  simultanées 
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OÙ  X désigne  l'angle  connu  sous  le  nom  à' anomalie  ex- 
centrique à\i  point  (Ç,  yj).  Cet  angle  croit  ici  d’un  mou- 
vement uniforme. 

Le  rapport  des  axes  de  celte  petite  ellipse  est 

. ' . b COS2  0' 

• • a _cosO'  ’ 


comme  0'  est  un  angle  aigu,  il  s'ensuit  que  a est  plus 
grand  que  b , en  sorte  que  l'axe  dirigé  vers  le  pôle  de 
l'écliptique  est  le  plus  grand  des  deux. 

Le  pôle  moyen  accomplit  sa  révolution  dans  le  temps 

s et  le  pôle  vrai  parcourt  sa  petite  ellipse  dans  le 
même  temps  que  le  nœud  de  l'orbite  lunaire  fait  le  tour 


de  l’éeliptique,  c’est-à-dire  en  i8  ans 


3. 

^ environ. 


Calcul  numérique.  — Dans  ce  calcul , l’unité  de  lon- 
gueur sera  la  seconde  d’arc,  et  l’unité  de  temjvs  sera  l’an- 
née julienne  composée  de'365,25  jours  solaires  moyens. 
Nous  pourrons  confondre  cette  année  avec  l'année  sidé- 
rale, dont  elledifl’ère  très-peu;  par  suite,  nous  aurons 


n = nombre  de  secondes  en  36o"  = 1296000". 


Les  autres  données,  fournies  par  l’observation,  sont, 
pour  l’époque  actuelle, 

/?,  365,25  n __  6793,4  n 86164 

n 27,321*  a 365,25*  P 86400  X 365,25 

6' = 23"  27' 3o",  (=18528",  — = 

' 1 -H  /(,  81 


Il  faut  encore  connaître  le  rapport  des  moments  d’iner- 
tie, — TT— j niais  notre  ignorance  sur  la  répartition  de  la  . 

Km' 

densité  dans  l’intérieur  de  la  terre  ne  nous  permet  que 


Digilized  by  Google 


201 


DYNAMIQUE. 


cl<’s  conjectures.  D’après  une  hypothèse  ('),  imaginée  par 
Legendre  et  discutée  par  Laplacc  dans  la  Mécanique 
céleste  (livre  XI,  § i et  6) , qui  s’accorde  assez  bien  avec 
la  plupart  des  phénomènes  observés,  ôn  trouve 


OjOoSaSS. 


Nous  admettrons  cette  valeur. 

Substituant  res  nombres  dans  les  formules  obtenues , 
il  vient  d'abord 

b cos 2 6'  , 

__ — =o,7aj(>, 

♦ a cosô  » 

quelque  soit  le  rapport  des  moments  d’inertie;  tandis 
que  l’observation  donne -=  0,7462.  L’erreur  relative 


est 


5oo  « * 

Nous  trouvons  ensuite 


c = i5",8,  pour  la  précession  solaire  annuelle, 
c,  = 34", 9,  pour  la  précession  lunaire  annuelle , 
f + c,  = 5o",7,  pour  la  précession  annuelle  totale; 


tandis  que  la  précession  annuelle  observée  est  5o",  2. 
Il  vient  enfin 

fl  = 9",3o; 

• * 

tandis  que  la  valeur  observée  est  9", 65. 

On  sait  que  la  théorie  des  couples  a été  Imaginée  par 
M.  Poinsot.  Elle  constitue  une  partie  importante  de  l’ad- 
mirable Traité  de  Statique  publié  par  cet  auteur.  L’ap- 


( ‘ } Celto  hypoth«Ho  consiste  à regarder  la  terre  cximmc  une  masse  fluide 
et  tenement  compressible,  que  raccroissemcntdc  pression  nécessaire  pour 
produire  un  accroissement  donné  de  la  densité  soit  proportionnel  h la 
densité  elle-même.  , 
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plication  de  la  méthode  à la  dclerniinatioii  dti  liiouve-' 
ment  de  la  terre  autour  de  son  centre  est  également  due 
à l’illustre  géomètre  (*). 

CoflOLLAiRE.  — iVous  pouvoiis,  en  suivant  une  marche 
inverse,  nous  servir  des  mêmes  formules  jiour  calculer  le. 


C — A 

rapport  des  moments  d’inertie  de  la  terre, — p— » et  aussi 


le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à celle  de  la  lune , qui 
est  encore  assez  incertain.  11  nous  sufGt  d’égaler  les  ex- 
pressions de  c +r,  cl  de  a aux  valeurs  observées  5o",i  et 
q",65  , puis  de  résoudre  les  deux  équations  obtenues  par 


- . , O— A 

rapport  aux  quantités  — — et 

t;  — A 2 P I , 5o",  2 

i;  ■ 3 n cos  0'  ' « ■ 

. «ï  / 1 5o",2 

• *'  \ 9",  65  ' 


/i,.  IVous  trouvons  ainsi 
r ^ = 0,002857, 

-I  j ^i  = G7,î^ 


(,elle  valeur  du  rapport  des  masses  est  sans  doute  trop 
faible,  bien  qu’elle  .se  déduise  de  formules  assez  exactes. 
Il  faut  en  conclure  que  la  précession  et  la  nutation  ne 
fournissent  pas  aux  astronomes  un  bon  moyen  pour  dé- 
terminer la  masse  de  la  lune, •en  ce  sens  qu’une  petite 
erreur  dany  la  précession  ou  la  nutation  produit  une 
erreur  considérable  dans  le  rapport  des  massc.s. 

' 6.  Cotuidèro7i s'V orbite  de  la  lune  comme  un  anneau 
circulaire  très-mince , et  partout  d' égale  épaisseur,  ani- 
mé d'une  vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  f?c  fi- 
gure, égale,  au  moyeti  mouvement  de  la  lune;  et  cher- 
chons quel  déplacement  du  plan  de  l'orbite  produirait 
l'attraction  du  soleil , dans  cette  hypothèse. 


(')  l'oir  la  Théorie  fiés  cônes  i.irriilairc»  roulatils  ! Joumat  ite  VI.  I.ion- 
villc,  I.  XVIIl,  p. /,!  ; i8d3). 
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La  distance  moyeivne  de  la  lune  à la  terre  clam  à peu 
près  la  40O*’  partie  de  celle  du  soleil , nous  pouvons  appli- 
quer à l’anneau  Gctif  les  formules  établies  pour  le  mouve- 
ment de  la  terre  dans  le  problème  précédent;  car  ces  for- 
mules supposent  seulement  que  le  corps  est  de  révolution, 
et  de  dimensions  petites  relativement  à la  distance  du  so- 
leil. Le  plan  de  l’anneau  nous  représentera  le  plan  de 
l’équateur,  son  axe  de  rotation  nous  rejtrésentera  la  ligne 
des  pôles , etc. 

D’après  cela,  transportant  à cet  anneau  la  notation 
employée  pour  la  terre  au  problème  cité,  nous  avons  ’ 


,,  3//’(C  — A)  - , ,, 

<l-!^  = i — — rosO(i  — rosaipjnt, 

3«'(C— A;  . „ . , 

= — = — — sin9  sina®«/. 

9.  oC 


Ici  le  rapport  •'  l’angle  6 resi»- 

toujours  assez  petit,  tV’y'  environ.  11  vient  donc,  en  né- 
gligeant le  carré  de  l’angle  $ , 


,,  3«’ 

"+  = 47 


1 — coS2f)r//, 


3 n ’ 

ri9  =r — 6 sin 

4 P 


Dans  ces  formules,  n est  le  mouvement  iboyen  du  so- 
leil , P le  mouvement  moyen  de  la  lune  dans  son  orbite,  S 
l’inclinaison  du  plan  de  l’orbite  lunaire,  — ip  la  longitude 
du  nœud  de  la  lune,  <p  la  dill'érence  entre  la  longitude 
moyenne  du  soleil  et  la  longitude  du  nœud  de  la  lune. 
Elles  coïncident  exactement  avee  les  équations  aiixtpielles 
on  parvient,  quand  on  cherche  à déterminer  le  moiive-. 
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iiiciit  Ju  plan  de  l'orbite  de  la  lune,  par  la  méthode  com- 
mune de  la  variation  des  constantes  arbitraires  ('). 

Si  l’on  néglige  les  termes  périodiques , poui;  ne  consi- 
dérer que  le  mouvement  moyen,  on  voit  »[ue  l'inclinaison 
reste  constante,  et  que  le  nœud  rétrograde  d'un, mouve- 


ment uniforme,-  avec  la  vitesse 


3/1- 

4p 


Newton  a traité  cette  question  daüs  le  Livre  des  Prin- 
cipes (lib.  I,  prop.  66).  L’anneau  qu’il  considère  est 
la  jjortion  du  globe  terrestre  qui  forme  le  rendement 
équatorial.  11  avait  en  vue  de  calculer  la  précession  des 
équinoxes;  mais  il  se  trompa  dans  le  passage  du  cas  d’un 
anneau  libre,  au  cas  réel  d’un  anneau  qui  est  lié  avec  le 
noyait  sphérique  de  la  terre , et  l’entraîne  dans  son  mou- 
vement. Laplace  a corrigé  le  calcul  de  Newton,  dans  la 
Mécanique  céleste  (liv.  XIV,  § i). 

7.  Supposons  un  corps  retenu  par  un  point  fixe,  qui 
ne  soit  sollicité  par  aucun  couple  accélérateur.  Ce  sera, 
si  l" on  ■veut,  un  corps  pesant  retenu  par  son  centre  de. 
gravité. 

Nommons  G le  moment  du  couple  résultant  'de  toutes 
les  quantités  de  mouvement; 

h la  distance  du  centre  Gxe  au  plan  qui  touche  l’ellip- 
soïde central,  relatif  à recentre,  sur  l’axe  instantané 
de  rotation  ; . . 

xï,  J",,  Zt  les  coordonnées  du  point  de  contact  par  rap- 
port, aux  axes  principaux  d’inertie  du  corps  ; 

Ar  le  rapport  constant  dex,,_y,,  a,  à p,  q, 

X,  P,  V les  angles  que  forment  les  axes  principaux  d’i- 
nertie sur  l’axe  fixe  du  couple  G.  - ’ 

Le  couple  G est  constant  en  grandeur  et  en  direction . 


(’  ) Celle  remarque  se  trouve  dans  uue  Ihcsc  pr.esonU  e rcccnimcnl  n 1.» 
culte  de  Paris,  par  M.  Charic:?  Simon, 
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d'après  le  pi  iucipe  dos  aires  ; la  distance  h reste  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  car  elle  est  égale 
au  quotient  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  forces 
vives  par  le  moment’G;  le  plan  tangent  à l’ellipsoïde 
central  sur  l'axe  instantané  coïncide  avec  le  plan  *du 
couple  G.  Ce  sont  là  des  propositions  démontrées  dans , 
tous  les  Traités  de  mécanic|ue  postérieurs  aux  travaux  de 
iM.  Poiiisot. 

, De  plus,  on  à les  équations 

AxJ -I- Bjj -f- CzJ  = I, 

(A’x; +B'y; + c*z’)'’  = A, 

K^p-  + B’V’  -I-  C’  r’  = G% 
cos À cos  U COSv  1 
K P B 1/  G r G ' 

d'où  1 on  tire 

CO.s'a_ CÜSfi  cosv  ^ 

Ax,  B/,  Cz, 

•-  * 

De  ces  relations  on  déduira  sans  peine  plusieurs  pro- 
priétés du  raouvçinent  des  axés  principaux  d’inertie  re- 
latifs au  centre  fixe  ; 

1°.  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  som- 
mets de  l'ellipsoïde  central  à l'axe  fixe  du  couple  résul--  ' 
tant  des  quantités  de  mouvement , est  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement. 

a°.  La  somme  des  moments  d’inertie  principaux , res- 
peetivement  multipliés  par  les  carrés  des  distances  va-  • 
riables  des  sommets  de  V ellipsoïde  central  à l’axe  fixe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  est 
constante  pendant  toute  In  durée  du  mouvement. 

3°.  Si  l on  nomme  p„,  p^,  p^  les  longueurs  interceptées 
sur  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  central  par  le 
centre  fixe  et  par  le  plan  tangent  à l' ellipsoïde  sur  l’axe 
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instantané  de  rotation , on  a les  relations 

4”-  ^ partir  du  centre  fixe,  on  porte  sur  les  axes  prin- 

• dp  aux  Æ inertie  du  corps  trois  lignes  égales  entre  elles 
et  d’une  longueur  quelconque  R,  la  somme  des  aires  dé- 
crites par  leurs  trois  projections  sur  le  plan Jixe  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement , sera  proportion- 
nelle au  temps , et  elle  aura  pour  valeur  le  produit  de 

aR’f  par  la  vitesse  de  rotation  ~ autour  de  l’axe  fixe 
du  couple. 

5°.  Si  l'on  porte  sur  les  mêmes  axes  principaux  trois 
lignes  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  trois 
moments  d’inertie  relatifs  à ces  axes , la  somme  des  trois 
aires  décrites  par  leurs  projections  sur  le  plan  du  couple 
sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

Kn  s’appuyant  sur  cette  propriété  de  rdlipsoïdc,  que  le 
volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  est  constant,  on  démontrera  que  l’ellip- 
soïde central  est  perpétuellement  coupé  par  le  plan 
diamétral  conjugué  à l’axe  instantané  de  rotation  , sui- 
vant une  ellipse  dont  l'aire  est  constante , bien  que  la 
forme  varie. 

• PoiNSOT , Théorie  nouvettc  dr  la  rotatum  des  corps , 
part.  III,  chap.  ni , n”’  47-55  et  67 

8.  Considérant  toujours  le  même  corps,  imaginons, 
autour  du  point  fixe  comme  centre.,  un  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  dirigés  suivant  les  axes  principaux  d'i- 
nertie du  corps,  et  aient  pour  longueurs  les  tioubles  des 
racines  carrées  des  moments  d' inertie  relatifs' à ces  axes. 
Pendant  toute  la  duree  du  mouvement , la  surface  de 
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ce!  eUipso'üIc  inlerceptc  la  iiwitic  longueur  ^ sur  l’axe 

fixe  (lu  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
mené  du  centre  ; en  sorte  que  cet  axe  fixe  trace  sur  la 
surface  de  rellipsoïde  la  courbe  qui  résulterait  de  l’in- 
tersection de  cette  surface  par  une  sphère  concentrique 

de  rayon  égal  à Démontrer  directement  ce  théorème. 

Dans  le  langage  de  la  géométrie  nouvelle,  l’ellipsoidc 
que  nous  cousidérons  ici  est  la  figure  polaire  réciproque 
de  rellipsoïde  central , par  rapport  à une  spltère  concen- 
trique dont  le  rayon  est  égal  à l unilé.  D'après  le  principe 
de  dualité  en  géométrie,  établi  par  iSl.  Chasles,  dans  son 
Aperçu  historique , à une  propriété  de  l’ellipsoïde  central 
concernant  des  points,  des  droites  et  des  plans,  répond 
une  propriété  semblable  du  second  ellipsoïde  concernant 
des  plans,  des  droites  et  des  points.  I,a  propriété  qui  fait 
l’objet  du  théorème  actuel  répond  à cette  propriété  de  l’el- 
lipsoïde central,  découverte  par  M.  Poinsot  : le  plan  tan- 
gent à l’ellipsoïde  central , et  perpendiculaire  à l’axe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  coupe  cet 
axe  à une  même  distance  du  centre,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Ce  nouvel  ellipsoïde  a été  «-onsi- 
déré  pour  la  première  fois  par  Mac-Cullagh. 
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CHAPITRE  X. 

MOUVEMKNTS  RELATIFS.  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


La  déterminaiion  du  mouvement  d’un  système  de 
points  matériels,  relativement  à des  axes  mobiles  suivant 
une  loi  donnée,  exige  un  changement  de  variables,  soit 
après  l’intégration  .des  équations  différentielles  qui  ré- 
gissent le  mouvement  absolu,  soit  avant  celte  intégration. 
Celte  seconde  marche  est  généraleine’nt  préférable;  nous 
l’étudierons  seule. 

Pour  substituer  de  nouvelles  variables  aux  coordonnées 
rectangulaires  Xyj,  z,  dans  l’équation  générale  de  la 
dynamique. 


= o, 


il  semble  au  premier  abord  ((u'il  faut  calculer  séparé- 

*1  -J  • - ^ 

ment  les  expressions  des  quantités  — , ...,dx,  Oy..., 

en  fonction  des  nouvelles  variables,  puis  substituer  les 
valeurs  obtenues ;*niais  le  calcul  ainsi  fait  serait  parfois 
fort  pénible.  On  l’abrégera  beaucoup  en  se  servant  d’un 
théorème  de  Lagrange  (') , d'après  lequel  toute  la  partie 
pénible  de  la  transformation  se  réduit  à trouver  l’expres- 
sion de  la  demi-somme  des  forces  vives  de  tout  le  système,  ' 
en  fonction  des  variables  nouvelles.  Quoique  ce  théorème 
ne  soit  nullement  nécessaire  pour  la  théorie  des  motive- 
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mcnls  ri'latifs,- ni  mémo  jtour  la  résolulioii  d’uiicun  pro-. 
blônie  de  mécani(|uo,  lions  le  rajn>orterons  ici,  à raison 
do  sa  commodité  pratique  dans  un  ^raiid  noiiibrc  de  ques- 
tions, et,  comme  application,  nous  en  déduirons  les  équa- 
tions générales  du  inouvemcnl  relatif  on  coordonnées 
rectangulaires.  • 

Formule  de  luigrange.  — Soient  «,  /i  , etc. , les  nou- 
velles variables,  que  nous  supposons  liées  aux  coordon- 
nées rectangulaires  o",  z,  etc.,  par  des  équations  finies 
quelconques,  pouvant  contenir  le  temps  explicitement 5 
CCS  nouvelles  variables  peuvent  d’ailleurs  être  en  nombre 
différent  de  celui  des  cooi données  x *,  etc. 

Posons , d’tiprès  Lagrange, 


f/.r 

T* 

>/a 


=:  X> , 


± 

dt 


dz 

de 


dF-^'---' 


et 


en  sorte  que  T soit  la  demi-somme  des  forces  vives  de 
tout  le  système.  - ' 

Ij’équation  générale  de  la  dynainiqtie  pourra  s'ix  rire 


(•) 


VA  fd.r'  , dy  , dz’,  \ 

2'"  (-7/7  777  '*•’)  ' . ■ ■ ■ . ; 

'2  (X5.r  -+-  Ycî^-  -P  zjs)  = 0.  !■  . 


Le  tliéorèine  de  J.agrange  consiste  en  conque  la  quan-'’ 


nte 


dt  dt  ■ dt  ' 


<iy' 


dz’ 


■ II.  .. 


'4. 


i ■ 
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s’exprime  d’une  manière  simple  à l’aide  des  dérivées  de 
la  fonclioi)  T. 

Pour  le  démoiiirer.  obser>aiis  d’abord  que,  les  .sijiues  d 
et  0 pouvant  être  intervertis,  on  a . • 


d .Sx 


d.S  )■ 


— --Sx',  = Sy',...; 


dt 


il'où  il  résulte 


dt 


dr' 


dz'  . 


m I -7-.  O j:  -t — V “T 

M \ ^//  di  ■ dt  ! 

— m (x'Sx'  + y'  Sy'  -t-  ï'o /). 

Il  teste  à transformer  les  deux  sommes  qui  figurent  au 
second  membre. 

Pour  eela,  on  imagine  (jue,  à l’aide  des  équations  «jui 
lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  et  au  temps, 
on  ail  exprimé  .T,  s,...  en  /,  ot,  /S,...;  etx',^',  z',...,  T 

'eu  / , a,  (i  ot',  Alors,  en  cominençant  par  la 

première  somme,  on  a identiquement 

Z,  (dx  . dx 


^ mz'  I 5a  — 5 8 


' dtL 

idx\ 


'il 

d^' 

dz 

rp 


i 


D'ailleurs,  si  l’on  représente  jwr  j la  dérivée  par- 
tielle de  X par  rappoil  à leu  tant  que  t figure  explicite- 
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meut  dans  J’expression  de  or  en  t,  * , p on  a 


d'où. 


, /'^•r\  ■ dx  , dx 

(â) 


dx'  dx  dx'  ~ dx 

d%'  da.  ' d^'  f/S  ' 


Cl  de  même 


•iy'  <h' 

du’  ^ d a.' 


dz'  _ dz, 
‘ da!  da. 


En  ayant  égard  à ces  dernières  relations,  l’équation  (3)  • 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

^ / dx'  ,dr'  , dz' \ 

[X’  + *'  5 î)  - ( ^ y ■ / ; d^  \ 

2à  [ d^'^^  d^'^“  d^'j  _ 


bien 


• +/  $y  + ,'Sz)=‘^lSu-i-^,S^  + . 


Par  suite,  • ' 


.•  [x' 3x -i- y Sr  + z'Bz) 


^ rfT 

^.==__S=.+  -^Sp  + ...+  —,3.^~,3li+.... 


Quant  à la  somme  <jui  _ forme  la  dernière  partie  de 


2 1 a 


• MÊCAMQIF.  n.\TION^Kl,I.E. 

rn|iiatioi)  (2),  ell(“  csl  évidcininciil  égale  â JT,  c’est-à- 
dire  à 

..  ■ ,11  ' dl  . ' dl  -,  f/T 

• 7:  . 

Ainsi, CI)  réunissant  les  deux  valeurs  ohicimcs,  il  vient 

rf/  , 1 \ 

— O J -I r-  ® ' I 

r/.'  lit . } 

f/T  , f/T 


2"'( 


f/.r'  , 

~~r  -f-  ' 

f/t  f/.' 


f/T  f/T 

. Sa  H . 


,lt 


dt 


-fis,— 

d a d fi 


Telle  est  l'expression  donnée  par  Lagrange. 

Pour  achever  la  transforma  lion  de  ré({uution  géné- 
rale (1),  il  faut  encore  ealenlei'  la  ({uantité 

V(Xfîx-i-YJj-+-ZJ:),  . 

en  lonelion  des  nouveth's  \“ariables. 

Ce  calcul  sVireeluera  gétpéraleinent  sans  arlificf'  par- 
ticulier. , 

Toutefois , danslc  cas  où  celte  expn^sion  serait  la  varia- 
tion exacte  d’une  fonction  T des  cooltlonnées  x,  y,  -S,..., 
considérées  coinmtp  variables  indépendantes,  pour  la  irans- 
ffirnier,  il  sullirait  de  substituer  les  nouvelles  variables 
aux  anciennes  dans  la  fonciion  F,  et  <le  prendre  la  varia- 
tion par  ra|)porl  h oc , sans  faire  varier  /. 

Kn  tout  cas.  si  1 on  1 (‘présente  la  valeur  de  la  somme’ 
en  ((iieslion  par 

\Sa  ^ BJ»)  4-  ....  ' 
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r<î«|uaiioii  géiu'i'  ile  do  la  dvnainiquo  sci  a 


ai  3 


( 


■dt 

‘‘■Tu' 

dt 


II 

<i  at 


Su  + 


Si  les  variables  a,  >3,...  étaienl  réduites  au  moindre 
nombre  possible,  on  égalerait  séparément  à zéro  les 
eoellicienls  des  variations  da,  d,3,.... 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  eette  équation,  les 
dérivées  par  rapport  à «,  j3  a',  (B',.”  s®”*- 
vées  partielles-;  et  les  dérivées  par  rapport  à t des  dérivées 
totales  prises' en  eonsidérant  a,  a',  comme 

des  fonctions  inconnues  du  temps_. 

Application  aux  mouvements  relatij's.  — Supposons 
que  les  nouvelles  variables  « , |3 , y,...  soient  les  coor- 
données relatives  à des  axes  rectangulaires  , 'mobiles  sui- 
vant une  loi  donnée. 

Soient 

X-  = .r,  (I  a -t-  ^ + <’7  , 

y = .V, -t-  rt' a*-t- P -l-c'y,  . 

, , Z •=:  n"  U + b"  ^ + r"  ■/  , 

les  formules  de  transforinatiou , dans  lesquelles  , t « j /o 
et  les  cosiuus  a,  l>,  c,  sont  des  fonctions  connues 

du  temps. 

Pour  abréger  l’écriture,  supprimons  le  signe 

«•omme  s'il  ne  s'agissait  que  d’nn  seul  point,  et  siq>|io- 
SOMS  la  masse  in  égale  à l'nnité. 

En  ayant  égard  aux  relations  finies  qui  lient  les  neuf  co- 
sinus, ainsi  (ju’aux  relations  dill'ércnticlles  qui  eu  deri- 


2T  = 

*'•  +/’  + 

•i'* 

= a"  + 

( dn 

db 

de 

-4-  1 

\-dt 

+ f* 

~dt 

+ 7 

dt  ■ 

f dti' 

-+■  B 

db' 

de’ . 

-t~  1 

1,“  dt 

dt 

y 

dt 

' 

1 dn" 

\ 

db” 

de” 

' -+- 

-hP 

dt 

4-' 7 

(le 
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vent;  nous  obtenons  successivement.  . 


ti)' 

dt) 

• .-t-2(aa'  -i-  cy')  ^ ^ ? 

^ 'N  ' ' *' 

, / « < , I '/  fil  , Il  M / £,  ‘te”  dz\ 

,■' / ‘ ,'/c’  dx,  dr,  , dz, 

■•  ,îr+.“  *+"  s- 


db 

dt 


de  f/j-,' 

'^dt^Tt 


y:: 


A-. 


HT 

dn  1 

' dn 

de 

d a. 

fi 

+ P;?r 

+ 7 

dt 

^ . dn. 

, fi  <tt>' 

de' 

- » 

+ 1*1 

\ dt 

+ 7 

lit 

dn” 

C dd 

' fi  ‘tb“ 

de" 

y^iî? 

•4-p^ 

.4-  7 

di 

r/.yl 


i/« 


-^-—  {a  >.'  + b c y') 


dt 

'tL 

(le 


[a'  c('  -H  S'  -f-  (?'  y) 
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il  v> 


/ //-X, 


(i) 


+ " (iF 


“E. 

lit 

il' (4 

' lit'  ' 
ll'll' 

lït' 

d'a" 

~di' 

de 


dj 

dx 


d'x 

dt‘ 


d'h  d'e 

,T  P + -.7,7  7 


+ 


dt 
d' // 


dt 

, d'e' 
dt'  dt' 


a H 


/ 


de’ 


S 4- 


' . dn  , , du' 

b — b'  ~r 

^ dt  dt 


de" 

dt 

da"\ 


) ■ 

-) 

d'e"  \ 

-JiV  '<  I 

)îJ] 

"J 


dt 

I^ye 

lit  I dt 


C<*Ue  dernière  (juanlilc,  au;^ucnk'e  de  la  force  (jiii  sol- 
licite le  point  dans  la  direction  de  l’axe  des  a , est  le  coefli- 
, eienide  da  dans  l’èqualion  générale  du  nioiiveinent  relatif.  ’ 
’ Les  coenicients  de  âfi,  ây  sont  de  même  forme,  on  les 
dcdiiil  dn  cocflicienl  de  â(X  par  la  perniutation  eitvuluire 
des  . lettres  a , ji,  y , cl  a , /> , c. 


On  peut  considérer 


l’expression  (4)  , et  les  t<-rnies  a’nalogiies  relatifs  aux 
antres  coordonnées,  <omme  lepréscntant  des  forces  (ic- 
livcs  telles  que,  sous  l'aclion  de  ces  forces  et  des  forci's 
réellement  appliipiccs,  le  système  prendrait  un  inou- 
veinent  absolu  idenli<|uc  au  mousemeni  relatif  <|u’il  • 
s’aj^il  de  déterminer.  La  formation  des  équations  du  inoii- 
yement  relatif  <'onsisie  tout  entière  dans  la  reclierclie  tie 
ces  forces  ficlises.  t’.’e.sl  ainsi  ipie  (’.lairaut  (■*)  et,  après  lui, 


(*)  (fr  /’Aciuf,  {fes'St.  l*arif,  17Î1,  V*  ror.miet  lint' 

ermir  ilnns  rex|>(»»c  de  la  inclboclo;  maiii  il  ra|>pli<{uo  a 

ItUisiôurt»  <|ucstioiis.  (^uebjncs-nm?»  do  les  (|uo^tioii>  oni  clé  !im»)hos  «Ii- 
locienuml  dans  col  <*uvr4i;o  - , 
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Coriolis  (*)  ont  envisagé  la  théorie  des  mouvements 
rclaiil's. 

Reprenons  la  (|uestion  sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
en  usant  de  considérations  géoinélrifpies  : les  démonstra- 
tions eu  seront  plus  sitnpies  et  surtout  plus  lumineuses. 

• Exposé  géométrique  de  la  théorie  des  mouvements 
relatifs.  — • Obserxons  d’abord  que,  si  les  axes  ont  un 
simple  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme, 
rc  mouvcinenl  des  axes  ne  ino'lilie  eu  rien  les  dérivées  des 
vitesses  relatives,  lesquelles  dérivées  mesurent  les  forces 
a<'céléralrices  capables  de  produire  un  mouvement  absolu 
égal  au  mouvemeiil  relatif  considéré.  Il  en  résulte  que, 
dans  ce  cas,  les  éqtiations  dill'érentiellcs  du  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles,  sont  tout  à fait  identiques  aux 
équations  différentiel  les  fin  mouvement  absolu  par  rap- 
port à des  axes  fixes , parallèles  aux  premiers.  Seulement , 
quand  ou  Intégrera  les  équations,  les  constantes  intro- 
duites devront  être  déterminées  différemment  janir  le 
mouvement  relatif  et  pour  le  mouvement  absolu. 

Actuellement  supposons  les  axes  atiimés  <l’uu  mouve- 
ment de  l’espc-ce  la  jtlus  générale,  et  considérons  }>eudant 
un  instant  infiniment  petit  dl  le  mouvement  relatif  d’un 
point  matériel  M,  «•ntièrement  libre,  et  .sollii’ité  par  des 
forces  queleoiKjues.  Ce  mouvement  relatif  ne.  sera  pas 
changé  si , à la  fin  de  rinstant  dt,  nous  imprimons  à tout 
rensemble  des  axes  et  du  [joint  matériel  un  mouvement 
commun  qui  ramèm*  les  axes  n la  position  qu’ils  occiqic- 
raient,  dans  la  sup[>o.sition  (jne  leur  mouvomeJit  pendant 
l'itislant  dt  ail  été  une  tianslation  uniforme,  due  à une 
vitesse  acx|uise,  égale  et  [larallèle  à celle  que  possède  le 
point  M au  t ommeueement  de  rinstant  dt . Mais  alors  le 
mouvement  du  système  est  ramené  au  cas  sinqjle  que  nous 
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avons  considéré  d'abord,  où  les  équations  ditlércnliellcs 
du  mouvement  relatif  sont  identiques  à celles  du  mouve- 
ment absolu.  Donc  nous  pouvons  traiter  le  mouvement  re- 
latif comme  un  mouvement  absolu,  si  nous  ajoutons  aux 
forces  f|ui  sollicitent  réellement  le  point  M pendant  l’in- 
stant dt  des  forees  capables  de  lui  faire  parcourir,  pendant 
le  môme  instant,  le  chemin  (|uc  nous  lui  avons  fait  par- 
coui'ir  par  le  mouvement  Imprimé  lictiveinenl  au  système. 

11  nous  reste  à calculer  ces  forces.  Soient 


■r>„- 


OX,  OY,  OZ 
les  positions  des 
axes  au  commen- 
cenient  de  l' in- 
stant dt  \ . 

O'X',  ^ O' Y', 
O'Z'les  positions 
des  mêmes  axes  .à 
la  lin  de  l’instant 
dt, 

O,  X, , O, \ 1 , 
O,  Z,  les  posi- 
tions qu’occupe- 
raient CCS  axes  h la  (in  de  l'instant  dl,  si,  pendant  cet 
instant,  leur  mouvetnenl  avait  été  une  translation  uni- 
forme, due  tout  entière  à la  vitesse  acquise  qui  anime  le 
point  M au  commencement  de  l’instant  considéré; 

0,1  Une  parallèle  à l’axe  instantané  autour  duquePles 
axes  ont  tourné  pendant  l'instant  c/t  ; 

w leur  viuîsse  de  rotation  autour  de  cet  axe; 

M la  position  du  point  mobile  au  rommencenient  de 
l'instant  dt  ; 

\F  la  position  du  même  point  à la  lin  de  l’instant'r/z  ; 

.M,  la  position  (ju’oecuperait  ce  même  point  h lajfin  de 
cet- instant,  si  son  mouvement  avait  été  une  translation 
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uilifurmc  , duc  tout  entière  à sa  vitesse  acquise  au  coin- 
mencement  de  riustanl  considéré. 

Pour  ramener  les  axesO'X',...  à la  position  0|  Xi,...,' 
nous  pouvons  d’abord  les  transporter  parallèlenitjnl  à 
eux-mcuies  de  O'  en  O, , puis  les  faire  tourner  d’un  angle 
— tor/f  autour  de  l’axe  0|  I. 

Il  nous  faut  trouver  la  position  que  prend  le  jwint  ma- 
tériel par  ces  deux  mouvements  fictifs.  Pour  cela,décom-‘ 
posons  le  déplacement  réel  du  point  pendant  l'instant  dt 
on  deux  déplaccnioiits  successifs  ; l’iin  MM',  d’après  le- 
quel le  point  conserverait  la  même  position  relativement 
'aux  axes;  l’autre  M'M",  <pii  est  le  déplacement  relatif.* 
.-'•INous  pouvons  considérer  ce  second  déplacement  comme 
‘ayaul  lieu  après  le  premier  mouvement  fictif,  lequel 
.'*àiiiène  le  point  M'  en  coïneidence  avec  le  point  M,.  Si 
. donc  nous  menons  par  le  point  M,  une  droite  M,  M"  égale 
.et  parallèle  à .M'M",  puis  que  nous  fassions  tourner  cette 
droite  de  l'angle  — udt  autour  d^nlc  jtarallèle  à 0,1 
menée  par  le  point  M,,  la  nouvelle  position  M',  de  l’ex- 
■ ^trémité  iM’  sera  la  position  cliercliée.  ' J 

i"  Ainsi  nous  voyons  «jue,  par  l’efiet  du  dotdde  mouve- 
ment fictif,  le  point  matériel  éprouve  deux  déplacements.  ' 
Le  pretnter  déplacement  est  égal  et  cotitraire  à celui  ijui 
.amènerait  le  point  M,  à avoir,  par  rapport  aux  axes 
O'X',...,  la  môme  position  que  le  point  M par  rapport 

aux  axes  OX, Il  serait  produit  par  une  force  égale  et 

contraire  à celle  qui  forcerait  le  point  matériel  à ivster 
invariablement  lié  aux  axes  mobiles,  en  supposant  qu’il 
ait,  au  commencement  de  l'instaul  copsidéré,  la  mèine 
vitesse  qu’un  point  fictif  coïncidant  avec  lui  et  invariable-  - 
ment  lié  aux  axes. 

L’autre  déplacement  fait  décrire,  eu  sens  contraire  de 
la  rotation  des  axes,  un  petit  aro  M"M',  per])cndiculairp  à 
0,1  et  à la  direction  M,M"  de  la  vitesse  relative.  La  lon- 
gueur de  ce  pelit  arc  e,si  le  jnoduil  de  uidt  par  la  pi-ojee- 
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lion  du  déplaccmeul  relatif  M,  M '|  sur  un  plan  |»erpciidi- 
culaire  à l’axe  Oj!.  Si  nous  nommons  u la  projection  de 
la  vitesse  relative  sur  ce  plan  jierpeudlculaire,  la  lon- 
gueur de  cet  arc  inüniment  petit  sera  wuc/f*,  et  la  force 
accélérali  iee  constante  capable  de  le  faire  parcourir  pen- 
dant l'instant  c//,  en  agissant  dans  la  direction  de  ce  petit 
chemin,  sera  awu. 

Nous  avions  donc  ce  théorème  ; Pour  av’oir  tes  équa- 
tions du  nwuvenient  relatif  (f  un  point  libre,  il  faut  ajou- 
ter aux  termes  existants  pour  le  mouvement  absolu, 
d'abord'ccux  qui  proviennent  de  la  force  égale  cl  con- 
traire h celle  qui  Jorccrait  le  point  considéré  à rester 
invariablement  lié  aux  axes  mobiles,  et , en  outre,  ceux 
qui  proviendraient  d’une  force  perpendiculaire  à la  vi- 
tesse relative  et  à l'axe  instantané  de  rotation  des  axes 
inobiles',’  dingée  dans  le  sens  contraire  au  mouvement 
de  rotation,  égale  à deux  fois  le  produit  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  des  axes  mobiles  par  la  vitesse 
relative  projetée  sur  un  )>lan  perpendiculaire  à cet  axe. 

On  aurait  pu  abréger  celte  démonstration  en  obser- 
vant que,  pour  le  calcul  des  forces  additionnelles,  il  est 
permis  de  remplacer  les  axes  mobiles  donnés  par  des  axes 
parallèles,  invariablement  liés  à ceux-ci,  dont  l’ori- 
gine soit  en  coïncidence  avec  le  point  M au  commence- 
ment de  r^nstanl  considéré;  car  les  dérivées  des  vitesses, 
qui  mesurent  ces  forces,  sont  les  mêmes  par  rapport  aux 
derniers  axes  -çl  pur  rapport  aux  premici'S.  Alors  les 
points  M et  O,  M,  etO,,  M' et  O'  se  confondent.  C’est 
ainsi  que  fait  M.  J.  Bertrand  ('),  auquel  nous. emprun-i 
tons  CCS  considérations  géométriques;  mais  on  pénètre 
mieux  la  raison  d*i  théorème  en  n'usant  pas  d’abortl  de 
cette  simplification. 

(*)  Joutnnl  iit'  iÉcoh‘  i*</iyifchnitfuet  X VMI^  tahii^r,  ]*.  i/iQ- 
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La  première  force  additionnelle,  prise  en  sens  con- 
traire, est  nommée  par  Coriolis  force  d'entrainement, 
et  la  seconde  est  nommée  force  centrifuge  composée, 
parce  que,  de  même  que  la  force  centrifuge,  elle  est  per-  " 
• pendiculaire  à la  vitesse  et  à l’axe  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  relatif  d’un  système  assu- 
jetti à des  liaisons  quelconques  se  déduisent  des  équations 
du  mouvenaent  relatif  d’un  po'ftit  libre,  comme  s’il  s’agis- 
sait du  mouvement  absolu. 

Soient  x,  y,  z les  coordonnées  absolues  d’un  point  du 
système,  x' , y' , z'  les  coordonnées  relatives,  a,  j3,  y les 
coordonnées  de  l’origine  des  axes  mobiles,  et 

X = a -t-  ax’  -+-  hy'  -+-  es',  . . 

y XX  ^ y- a x' ~>r  h’ y' c’ t! , 
s = Y -t-  n"x'  -f-  b" y'  -+-  c"  z', 

les  formules  de  transformations. 

Roinmons  X,,  Y„  Z,  les  composantes  de  la  forcé  accé- 
lératrice d’entraînement  suivant  les  axes  fixes,  etX', 
Yl.,  Tl,  lès  composantes  de  la  même  force  suivant  les 
axes  mobiles.  X,,  Y,,  Z,  seront  les  dérivées  secondes  de 
x,y,  z,  calculées  en  supposant  invariables  les  coordou- 
nées  x',  y',  z'.  Par  conséquent, 

rf’  a , fl’ a ,ci’  b d’ c 
= -:7F * 7//T -+--y  ^ 


Y'  =ix,-t-,  .., 
=.x,-t-.,.. 
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Soienl  />,  (/,  r les  eoni posantes  de  la  \itessc  ani’iilairc  h) 
antoni'  des  axes  niohiles,  e'  la  vitesse  relative,  i l’angle 
(|u’elle  l'ait  avec  l’axe  instantané  d«-  rotation  des  axes 
mobiles,  et  X,  u,  v les  angles  que  la  force  centrifuge  com- 
posée fait  avec  les  axes  mobiles. 

La  force  centrifuge  composée  étant  perpcndiculairt'  à 
l’axe  instantané  et  h la  vitesse  relative,  on  a les  rela- 
tions 

P cos  * -H  7 cos  fl  -t-  c cos  -J  z=  O, 

dx'  , dr'  dt' 

-T- cos  X H V-  cos  11  H r-COSV  = 0, 

% dt  dt  . dt 

co«’X  -t-  cos’fi  -L  cos’ y = I J 

d’où  l’on  tire 


On  a pris  le  radical  négativement,  parct'  que  le  mou- 
vement de  la  demi-droite  qui  représente  la  rotation  w, 
vers  la  demi-droite  <]ui  représente  la  vitesse  relative,  est 
nécessairement  rétrograde  pour  un  observateur  couché 
sur  la  droite  jpii  représente  la  force  centrifuge  com- 
posé<‘. 

D'après  ces  valeurs,  si  l’on  nomme  X',  Y',  7J  les  com- 
posantes suivant  les  axes  mobiles  des  forces  accéléiatriccs 
réellement  applt([uécs  au  point  considéré,  et  m la  niasse 
lie  ce  point , réijuation  générale  du  mouvement  relatif  du 
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la  suivante  : 

_ V -1-  X'  -t-  a 1 

f-?  — - 

dt^  ' 

V ‘d 

' dx' 

f dr' 

Ou  icconiiaîl  aisément,  sous  une  noialion  difl’ért'nte, 
l'équation  à la(|uclle  noussoruiiies  arrivés  par  le  théorème 
de  Lagrange. 

Admettons  que  les  liaisons  ne  dépendent  que  des  roor- 
donnéés  re.lativi'S  aux  axes  mobiles;  alors  nous  pourrons 
appliquer  le  principe  des -forces  vives  au  mouvement 
relatif.  Jxs  forces  centrifuges  lomposées  disparai  iront, 
puisqu’elles  sont  perpendiculaires  à la  vitegse  relative, 
et  nous  allions  la  formule 

^ V = 2 X'  r/x'  + Y'  dy  + Z'  rh'  j ' ■ . 

(B)  ' ■ 

I —7.  J -hY,dy -hZ',dz'). 

1 . Un  point  pesant  est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une 
courbe  qui  tourne  autour  d’ un  axe  vertical  avec  une  vi- 
tesse constante  et  connue.  Déterminer  la  courbe  par  la 
condition  que  le  point  se  meuve  suivant  une  loi  donnée. 

Prenons  l'axe  des  z dirigé  suivant  l’axe  de  rotation,  eu 
sens  conti’aire  de  la  pesanteur;  nommons  z,  x,y  les 
coordonnées  du  mobile  par  rapport  à cet  axe  et  h deux 
axes  horizontaux  rectangulaires,  ivutrainés  dans  le  luou- 
venicnt  de  rotation;  et  soient  w la  vitesse  angulaire, 
/(z,’V^x*+  y')  rexpression  donnée  de  la  vitesse  du  miH 
hile  sur  la  courbe  au  point  (x,  Z ). 
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La  lotre  (l’eniraiiieiiifiit , «liaiigtv  ilo  st:ns,  e-sl  i'gal«*  à 
la  force  cenlrifugc  qui  liai!  du  luouvcmciit  circtilaiiv  de  la 
courhe;  par  suite,  la  formule  (IJ)  iiousdoune 

[ f{z,  V^-r’  + rO]’  — — ’f  gi  + w’(x’4- j'M  -+-  const. 

Cette  équation  représente  une  surface  de  révolution; 
et  la  courbe  cherchée  est  assujettie  à celte  seule  condition 
d’être  située  sur  celte  surface. 

La  surface  est  du  second  degré,  (|uand  la  fonction  ^ est  , 
del’unedes  formes  A?.-(-C,  H v/o.’ +•  y*,  où  A,  B,Cre- 
présentenl  des  constantes;  elle  est  engendrée  par  une 
courbe  du  second  degré,  quand  la  fonction  f csl  de  la 
forme  A î!  + B ^x*  + j’  + C, 

Supposons  ([ue  le  mobile  soit  soustrait  à l’action  de  la 
pesanteur,  et  (|ue  la  vitesse  soit  exprimée  en  fonction  de 
l’arc  parcouru  .» , par  l’équation 

'j  •>?=:  «’j’ -t- const. 

Dans  ce  cas,  si  nous  représentons  par  r la  distance  du 
mobile  à l’axe  de  rotation , et  par  a la  valeur  de  r à l'ori-  . 
gine  des  arcs  , la  formule  (B)  nous  donne  la  relation 


Toutes  les  courbes  tpii  vérifient  celle  relation  satisfont 
à la  question  proposée.  En  particulier,  si  la  courbe  est 
plane,  elle  ii’est  autre  que  la  ebainette 


étant  à la  mèmr*  liauleur 


qui 


l’origine  des  distances 
l’origine  des  arcs. 

2.  Étant  f/onnées  les  forces,  dirigées  vers' un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  h ce  centre,  /far  l'action 
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riesquL‘lles  un  point  matériel  se  meut  dans  une  orbite , 
tjueUe.s  sont  les  forces  à ajouter,  pour  <jue  le  point  ma- 
tériel continue  à décrire  la  même  orbite  , dans  le  cas -où 
ccllc~ci  viendrait  à tourner  autour  d'un  axe  perpendi- 
culaire h son  plan  cl  mené  par  le  centre  des  forces, 
noce  une  vitesse  angulaire  qui  soit  dans  un  rapport 
donné,  n,  aocc  la  vitesse  angulaire  du  point  matériel 
circulant  dans  l'orbite? 

Nous  allons  déterminer  les  forces  qu’il  faut  ajouter 
aux  forces  qui  sollicitent  le  mobile  lors([u'il  décrit  l’orbite 
révolvante,  pour  que  le  mouvement  relatif  à des  axes 
entrainés  dans  la  rotation  de  l’orbite  puisse  être  déter- 
miné <à  la  manière  d’un  mouvement  absolu,  en  regardant 
les  axes  comme  fixes.  Ces  forces  additionnelles,  changées 
de  sens,  seront  les  forces  eberebées. 

Soient  r la  distance  du  mobile  au  centre  des  forces,  et 
0 l’angle  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles.  Supposons,  pour  nous  fixer, 
<{ue  la  rotation  de  l’orbite  soit  de  même  sens  que  le  mou- 
vement du  point  sur  la  courbe.  Les  formules  obtenues 
dans  cette  bypotbèse  conviendront  au  caS  contraire  quand 
on  y supposera  n négatif. 

La  fort'C  d'entrainement,  cbangée  de  sens,  se  compose 
d’une  force  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon 
vecteur,  égale  à la  force  centrifuge  dans  le  mouvement 
circulaire  des  axes  supposé  uniforme;  et  d’une  force  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  dirigée  en  sens  contraii-e 
dtt  mouvement , égale  et  contraire  à celle  tpti  proiluirait 
l’accélération  du  mouvement  circulaire.. Les  valeurs  de 
ces  deux  composantes  sont  r«yipectivement 

,dv  >ntt 

lin  i/ê 

La  t'ori-e  ceniriluge composé^’  est  dirigév  suivant  la  nor- 
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nialu  t'xléricurê  à l’orhilc.  Son  intonsit*;  est 


.22;> 


dO  / 

' dt  y 


dr^  -4- 


dO 


Elle  fait  avec  le  prolongement  «lu  rayon  vecteur  un  an- 
gle dont  la  tangente  est  Par  suite,  sa  composante 

suivant  le  prolongement  du  rayon  vcelcnr  est 
* ■ - rfO> 

dO 


et  sa  composante  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  «-st 

. • • d^idr  ' 

• 2 H 

dt  dt 

Or  les  deux  composantes  perpendiculaires  au  rayon 

vecteur  se  détruisent;  car,  d'après  le  principe  des  aires, 

on  a -, 

r*  — = c«jnst.  = L , 
dt  * 


et , en  difléreutiant, 


dr  d 9 

^7tdï' 


dHi 

'dT'~  “• 


De  plus,  la  même  équation  des  aires  donne 
rf/’  r' 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  la  somme 
des  comjiosantcs  dirigées  suivant  le  rayon  vecteur,  et 
changeant  les  signes,  on  obtient  finalement  pour  la 
foret!  cherchée  une  force  «lirigée  vers  le  centrt'  d’action, 
égale  à 

••  4- 2h)  . 


II. 
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Ainsi , pour  que  le  point  matériel  continue  à décrire 
l'orbite  résolvante , il  faut  ajouter  aux  forces  déjà  exis- 
tantes une  attraction  inversement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance.  Celle  allraelion  se  ehangerail  en  ré- 
pulsion, si  n éiait  eompris  cuire  o el  — 2.  Elle  sérail 
nulle,  si  n étail  égale  à — 2 ; c’est  ([u’alors  la  courbe  dé- 
crite dans  l’espace  ne  serait  pas  alléiée  parla  rütation  di; 
l’orbile,  le  sens  du  mouvemenl  sur  la  courbe  sérail  seul 
changé . 

Pour  avoii-  l’équaliou  de  la  courbe  déci  ile  dans  l’espace 
cpiuiid  l’orbite  tourne,  il  sullil  de  remplacer  dans  l’rijua- 

lion  de  l'orbile,  0 par  0. 

Si  l’on  suppose  que  l’orbite  soit  une  ellipse,  ou  re- 
trouve les  formules  données  au  tome  I , page  299,  en  ob- 
servant que , dans  ce  passage,  la  lettre  C se  rapporte  au 
mouvement  absolu.  ' . 

N 

*■  Newton  , Principia  , lib.  I , prop.  44- 

3.  Déterminer  le  mouvement  apparent  d’un  projec- 
tile lancé  dans  le  vide  à la  surface  de  la  terre,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  terre. 

Nous  pouvons  considérer  le  centre  de  gravité  de  la  terre 
comme  lixe,  pourvu  que  nous  a|>pliquions  au  projectile 
une  force  accélératrice,  égab;à  la  dillércnce  entre  la  force 
accélératrice  qui  maintient  la  terre  dans  son  orbite  et  la 
force  accélératrice  a\eç  laquelle  le  soleil  sollicite  le  mo- 
bile considéré.  Celte  différence  étant  exirèmemeul  petite, 
nous  n’aurons  h nous  occuper  que  de  la  rotation  de  la 
terre,  autour  de  la  ligne  des  p6l,cs,  supposée  tout  à fait 
immobile. 

Admettons,  pour  nous  fixer,  que  le  point  de  départ  soit 
situé  dans  l'béiuispbère  boréal. 
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iNoiuinoiis  ■ ' • ■ 

i la  latitude  (lu  point  de  (It-parl  ; ' ' 

h la  distance  de  ce  point  à l’axe  de  rotation  de  la 
terre;  ' ■' 

k la  distance  du  même  point  à l’équateur;  ' 

w la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 

L’axé  lix(!  des  z coïncidera  avec  l’axe  de  rotation  de  la 
terre  et  sera  dirigé  vers  le  pèle  boréal;  les  axes  fixes  des 
xetdesj^  seront  situés  dans  le  plan  de  l’équateur,  le 
premier  se  trouvera  à l'origine  du  mouvement  dans  le 
plan  méridien  du  point  de  départ,  le  second  sera  dirigé 
vers  l'est.  ' 

L’origine  des  axes  mobiles  des  x',  desj  ' et  des  z'  sera  * , ' 

situé  au  point  de  départ;  le  premier  axe  sera  l’horizon- 
tale dirigée  vers  le  nord  ; le  second  sera  l’horizontale 
dirigée  vers  l’est;  le  troisième  sera  dirigé  dans  le  sens  de' 
la  pesanteur,  et,  par  suite,  fi;ra  sur  le  plan  de  l’équateur 
un  angle  égal  à la  latitude  ?..  ^ . 

Soient  encore  j:, , , z,  les  coordonnées  relatives  à 

des  axes  auxiliaires,  invariablement  liés  à la  terre,  qui  s . * 

coïncident  avec  les  axes  fixes  à l’origine  du  mouvement. 

On  a d’abord 


•c  = x,  cos.u/ — jf,  sin.wt, 

= X,  sin . û)  t -t- J,  cos . , 

z — 

puis 

,r,  = /t  — x'  sinï  — z’  cosïi , 

^ ■ 3,  = X -t- x' cos> — z'sinîl; 

et,  par  conséquent, 

X — h cos.wï  — x'  sinï cos.uï  — sin.wf  — l'cosi  cos.ur, 
V z±.h  sin.uï — x'sinïisin  .wf  -P/'cos.wr  — z'cosX  sin.wr, 
z =z  k + .r'rosX  — *'  sinX. 

‘ • s: 

l5. 
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('♦■s  foi'imili's  et  dos  valeurs 


X,  = — m’ J,  Y,  = — r,  Zr  = O, 


■<  on  lorinera  facilement  les  expressions  des  composantes 
de  la  force  d’entraîtiement  suivant  les  axes  mobiles,  ou 

x;.y:,z:. 

l,es  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  mobiles,  con- 
sidérées comme  positives  (juand  la  rotation  s’elVeclue  de 
droite  à {'auebe,  sont 

P = w cosX  , (/  = o , r = — U sin 

» Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  générale  (A), 
égalant  à ztiro  les  ceeflicients  des  variations,  et  suppri- 
mant l(!s  accenis,  il  vient 


I -4- '•'usinl -f-<.>'sin‘*(/i  — sinX.j — cosX.z) — X=o,  ' 
l <lt'  dt  ' ' 

, rf-r  . f/z 

fd'z  dj  . . 

! — — -4-  2w  cos>  -T — h fci’cosXfA  — sinX. X — cosX . z) — Z—o. 
dO  dt  ^ . ' 


Avant  d'intégrer  ces  équations , faisons  quelques  sim- 
plifications qui  nuiront  peu  à rexaelilude du  résultat. 
Dans  toutes  les  applications  balistiques,  les  coordonnées 
.r,  y,  Z sont  <le  très-petites  fractions  du  rayon  terrestre:  ■ 
en  outre,  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre,  est  une  très-pc- 

, 2 TT  I 

liiequantilé,  savoir  prend  la 

seconde  de  temps  solaire  moyen  pour  unité  do  temps.  Il  en 
résulte  que  nous  pourrons,  sanseireur  notalilc,  négliger 
les  termes  qui  renferment  eu  facteur  le  produit  de  w’  par 
fune  des  eooidonnées  x,  z.  Dans  le  même  degré  d'ap- 
proximation, nous  pourrons -supposer  1 attra'elion  ter- 
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leslro  ctmslaiiU' , en  grandeur  el  en  diivelion , pendan  l 
loiile  la  durée  du  mouvemeul;  car  on  démontre  en  inéca- 
uique  céleste  qtic  la  partie  variable  du  relie  allrartion  se 
compose  de  termes  eontenaul  eu  racleurs  les  jiroduils 
w’j:,  w’ Z ou  des  puissances  de  co*  supérieures  à la' 
prcmicre.  Ainsi,  la  force  appliquée  sera  raltractiou  ter- 
restre au  point  de  départ,  ou  bien  la.résultante  de  la  pe- 
santeur -et  d’une  force  égale  et  contraire  à la  force  cen- 
trifuge au  même  point.  Il  s’ensuit' 

•X  = w’/j  sin  * , Y = o , Z = g -H  w’ A cos  À. 

D après  cela,  les  étjuaiions  du  mouvement  deviennent 
les  suivantes  (')  : _ _ . 

rf’x  , . <ir 

1 -rrH-2wsm)-;-=o, 

L dt  dt 

<a)  <’  -T 2Msin>-; ?.weosA--  = o,  ■ . . ■ 

^ ' . df  dt  dt 

I d^  Z Jy 

dd  dt  ° * 

Il  serait  facile  de  les  intégrer  rigoureusement,  puisqu'elles  _ 
sont  linéaires  à eoeiricienis  constants^  mais  il  faut  négli- 
ger lus  produits  «’s,  comme  par  le  passé. 

Appelant  a,  A,  c le.s  composantes  de  la  vitesse  itiitiaL', 


OU 

obtient , pat 

r une  première  intégration, 

(3) 

tlx 

« -+-  2 w sin  X . / = O , 

di  ~ 

(4) 

dy 

dt 

b — 2(usinX.x  — 2MC0sX.i  = o 

15) 

lit 

dt 

c 4-  2wcosX./  — gt  — O. 

V (i)  l'ijiialions  ont  (loiincci^  |»irr  [Joui  nul  dr  VÈtoln 

- t‘ol)  lcihnu)Ut’ , XKVt'  latiiiT,  inH'.»-'  jO'H  ’ .ijoiilc  un  tni  inc  i|iii  rcpri- 
'Cnlc  l:i  rchiflam'c  ilc  l'nir  . • 
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Si  l’on  porte  dans  la  seconde  équation  (a)  les  valeurs  de 
— et  de  ^ données  parles  éf|iiations  (3)  et  (5),  il  vieiii, 
au  degré  d’approximation  voulu , 


— 2 m{ rt  sinX  -t-  c cosX)  — -loi  cosX .gr  = o ; 


d'où 


j=bt  y-  w(fl  sinX  -I-  c cosX)r’  g cosX.g/'. 


Quant  aux  équations  (3)  et  (5) , on  doit  y jmser  ^ = bl, 
puisque^  n’y  figure  que  multiplié  par  o)  ; alors  elles  ont 
|X)ur  intégrales 

X — at — wsinX.frr’, 

' Z = rt  -t-  — w CosX. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

i".  Si  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale,  on  a 

'x—o,  y —^otcoss.gt' , z = igr’. 

Les  deux  premières  valeurs  montrent  que  la  rléuia- 
tion  a lieu  vers  l’est,  et  la  dernière,  que  la  durée  de 
la  chute  verticale  n’est  pas  altérée  par  la  rotation  de 
la  terre.  La  trajectoire  est  une  parabole  cubique,  repré- 
sentée par  l'équation 

2 /a  ~ 

• y =r  TT  1 / - U cosX , Z • 

g 

•2°.  Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut 
avec  la  vitesse  v^,  on  a 

x — o,  y = — wi',cosX.r’-t- i&icosX.grJ, 


ZZ=  — f,t  -h-gt'. 

2 


Oi^itized 
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l>;i  (icrnièrc  valeur  luoiilre  (pu- /e  «joHueme///  vertical 
Vit  encore  celui  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tournait  pas. 

Ainsi,  le  mobile  s’élève  à la  liauteiii'  z,  = — ? iieiidanl  le 

temps  puis  rctlcsceiul  dans  le  même  temps  à la 

S 

hauteur  du  [loiiit  de  départ;  en  sorte  (|ue  la  durée  du 

,,  ,11'  .1. 

mouvement  est — • 11  ctt  re>nlte,  d apres  I expres- 

3 

%ioii  de  y,  (|ue  la  déviation  finale  au  haut  de  la  chute  est 

' ■'  « , 7 

— g y/ -«eOsA.s,  • . • 

Celte  déviation  a lieu  z>ers  l'ouest;  elle  est  égale  nu- 
mériquement à quatre  fois  la  déviation  qui  est  due  à la 
hauteur  s,  quand  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale. 

’i".  Enfin , si  l’on  suppose  que  le  corps  soit  lancé  pei- 
pendiculairement  au  méridien  avec  la  vitesse  v„,  dans 
une  direction  inclinée  de  l'angle  % sur  l'horizontale  qui' 
s’avance  vers  l'est,  ou  a 


a ■=  O,  b 


:e,  COS*,  f = — ‘e.Sina. 


Dans  ee  cas,  z redevient  nul,  et  le  corps  retombe  sur 
le  sol  après  un  temps  dont  l’expression  est.au  degré  d ap- 
proximation voulu , 

. a V siii  a / a w . \ 

I iH cos  A . e,  ens  * I • 

» \ n ’ 

Les  eoordotinées  du  point  de  chute  sont,  toujours  an 
même  degré  d’approximalifui, 

/ • e i 

Xi  = — awSm). cos  asm’*, 

■-  t:'  ' 

|l  ® ^ • ' _ , ■ , 

> I = — siiiaa  -f- -,r  r.)  cosi  •— siti  a(  3 - sin’a  ).  ■ . * 

A'  3 - ÿ . 
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LfS  termes  qui  dépendent  de  w,  dans  ces  valeurs,  tnesu-  ' 
real  la  déviaiiott  due  à la  rotation  de  la  terre.  La  valeur  do 
J",  montre  que /ecor/A5  dévia  vers  la  sud  oii^'ers  la  nord, 
suivant  que  l'angle  a est  aigu  ou  obtus.  La  valeur  de  y, 
inontia;  que  la  portée  est  augmentée  ou  diminuée,  suivant  . 
que  la  dillérence  dcos*a  — sin’ a est  positive  ou  néga- 
tive, c’est-à-tlire,  suivant  que  rinc/inaison  de  la  vitesse  • 
initiale  sur  P horizon  est  inférieure  ou  supérieure  à 
6o  degrés.. 

Si  le  point  de  départ  était  situé  dans  l’hémi.splière  aus- 
tral, le.s  formules  resteraient  les  mêmes,  mais  î.  serait 
négatif. 

4.  Déterminer  les  petits  mouvements  apparents  du 
pendule  simple  à la  .sriijace  de  la  terre,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  la  terre  (pendule  de  M.  l'ou- 
raull)^ 

(iomnie  au  problème  précédent,  nous  n’avons  à nous 
occuper  que  de  la  rotatioti  de  la  terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles,  supposée  lixe. 

Soient  / la  longueur  du  pendule,  R la  tension  du  lil. 
Plaçons  l'origine  des  axes  mobiles  au  point  de  sns|>en- 
sioti,  et  eonstrvons  trailleurs  la  notation  du-problème 
précé-dent. 

Les  équation.s  du  mouvement  seront  encore  les  éipià- 
lions  (i)  (page  278),  dans  lest|uelles  X , Y,  Z représente- 
ront le.s  conqjosantes  de  l’attraetion  terrestre  et  de  la  ten- 
sion du  lil.  A ces  équations  il  faudra  joindre  la  relation 

De  même  que  dan.s  le  problème  précédent,  noils  négli- 
gerons les  termes  en  w’ur,  «*/,  w’s-,  alors  les  forces  X, 
V,  Z se  réduiront  aux  valeurs  .suivantes  : 

X = w’//siiiX — ^7’  ^ > Z =r  " -t- cosÀ  — 
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et  les  équations  du  uiouvement  sei'onl 

/ d'‘x  . dr  „ J 

-r-  H-2wsinA-^-HU-  = o, 
(tr  lie  l 


a3;î 


{•) 


d^X  • ^ dx 

—7- 2 m sin  À — - 

dt^  de 


dz  y 

2 M cos  'X— — t-  R V = ü , 
de  l ’ 


d' Z dr  Z 

, — - + 2m  eos  A -f- + R7 
\ de  l 


■ ^ = 0. 


Nous  allons  intégrer  ces  éfjualions,  en  supposant  l’am- 
plitude des  oscillations  très-petite.  Noüs  pourrons  négli- 
ger les"  secondes  puissances  des  coordonnées  x,  y et  de 
leurs  dérivées  vis-à-vis  de  /;  alors  z sc  réduira  à la  lon- 
gueur inêiné  du  pendule,  /,  et  nous  n’aiirons  plus  à étu- 
dier que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  pesant 
sur  le  plan  horizontal  XOY. 

Dans  cette  hypothèse,  la  troisième  équation  devient 

' ' ^dy 

2COS>~-f-R  — g — O.  ' 

Tirons  d’ici  la  valetir  de  la  tension  pour  la  reporter  dans 

dz 


les  deux  premières  équations  (1),  où  le  ternie  en 
paru,  et  posons,. pour  abréger, 

— M sin  X = r , 


a dis- 


en  sotte  que  r soit  la  composante  de  la  rotation  de  la  tenu 
suivant  la  direction  de  la  pesanteur  au  point  de  suspen- 
sion. Il  vient  . -• 


(2) 


. d>x 

1 ’TF 


dy 

— 2 r - 
de 

dx 


= 0, 


I d^y 

f -7-T-+-2'-  , 
de^  de 


Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  le  mouveint'iii 
ilu  pendule  en  proieeti>)n  horizontale. 
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Nous  rajiporUMXJUs  le  mouvemeiil  du  point  à des  axes 
O^,  On  qui  ont  leur  origine  au  point  de  départ,  et  qui 
tournent  autour  de  la  verticale  Oz  en  sens  contraire  de 
la  terre  avee  la  même  vitesse,  e’est-à-<lire  avec  la  vitesse 
— r.  L’axe  On  sera  dirigé  vers  l’est  <|uand  l’axe  0|  sera 
dirigé  vcîl-s  le  nord,  et  l’inclinaison  initiale  de.  l’axe O^ 
sur  l’axe  OX,  comptée  positive  de  l’est  à l’ouest  à jiariir 
de  OX,  sera  représentée  par  E. 

Les  formules  de  transformation  seront  . 

X = Ç cos(  r/  -H  e ) -t-  n sin  (/■/  H-  s) , 
y — — ? sin(rt -t- s) -I- >!  cos(cr  + e). 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  et  iiégli- 
geanl  r’Ç , r'n,  il  vient 


1 cos(rf  -H  s)  -t- 

■ - ■ . .J-,  a ^ 

dt'  “ / , 

1 sin  (r<  4-  s)  -H 

r + 0 


Ces  équations  se  réduisent  à celles-ci  ; 


1_  » - 

rft'-  t 


= O, 


O . 


On  s'en  assure  en  ajoutant  les  carrés. 

Elles  ont  jxiur  intégrales  générales 

t 
t 

A,  B,  A',  B'  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l’on  suppose  le  pendule  abandonné  sans  vitesse  ini- 
tiale, après  (pi'oji  l'a  écarté  de  la  verticale  dans  la  direction 
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de  l’axe  Oç,  et  que  l’on  nomme  a la  valeur  initiale  de  ^ , 
on  a,  pour  l’époque  t = o, 

. Ç = «,  >1  = 0, 


dt 


dn 

It 


par  suite,  le.s  intégrales  devieimetil 

La  courbe  décrite  sur  le  plan  horizontal  entraîné  avec 
les  axes  mobiles  est  une  ellipse,  représentée  par  l'équa- 
tion 

>!' 


fl’  r’  ~ 


Cette  ellipse  est  extrêmement  allongée,  puisque  le  rap- 

jjort  d(»  axes,  — r ou  bien  w sin  \ y/'  ’ même 

ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre.  ^ 

Le  point  pesant  emploie  le  temps  in  pour  déerire 

r ellipse  entière;  il  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  rota- 
tion de  la  terre  estimée  autour  de  la  verticale , et  son 
anomalie  excentrique  croit  d'un  mouvement  uniforme.  ■ 
Pendant  ce  temps  l'ellipse  se  déplaee  elle-même,  en  tour- 
nant en  sens  contraire,  avec  une  vitesse  égale  et  opposée 
à fa  vitesse  angulaire  de  la  terre  estimée  autour  de  la 
vertieale. 

■ J.  Binet,  Comptes  rendus  de  t’Acad.  desSc.  de  Paris,  t.  XXXII , 
i85i,  sein. , |).  iq'j. 

5.  L^n  solide  homogène  de  révolution  tourne  autour 
de  .son  axe  de  figure  ; son  contre  de  gravité  est  fixe  à la 
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surjce  de  la  terre ^ son  axe  de  figure  est  astreint  à ne  fias 
sortir  d’un  jilan  déterminé  qui  est  aussi  Jixe  sur  la  terre, 
mais  il  a la  liberté  de  tourner  dan  ? ce  plan  directeur.  Dé- 
terminer les  mouvements  que  l'axe  du  corps  exécute, 
lorsque  le  centre  de  gravité  et  le  plan  directeur  sont  em~ 
portés  dans  le  mouvement  de  la  terre. 

Ce  sysièiiie  est  réalisé  par  le  gyroscope  de  M.  Fou- 
eaiill  dans  l’une  des  dispositions  de  l’appareil. 

ISous  avons  uniipiemeiit  en  vue  «le  déterminer  le  inou- 
vemenl  apparent  du  coips  auloiir  de  son  centre  de  gra- 
vité, lc([uel  est  lixé  .à  la  siirfaee  de  la  terre.  Or  on  sait  «[uc 
ce  mouvement  n’est  point  altéré  par  une  translation  <[uel- 
coiique  du  eentre  de  gravité.  Nous  pourrons  donc  faire 
eonipléleinent  abstraction  de  la  translation  du  eentre  de 
gravité,  l'Onsidércr  ce  point  comme  situé  au  centre  de  la 
terre,  et  regarder  le  eentre  de  la  terre  comme  fixe. 

Pour  déterminer  le  mouvement  apparent  dn  corps  au- 
tour d’axes  menés  par  son  centre  de  gravité  et  entraînés 
dans  la  rotation  de  la  terre,  nous  pourrons  applupier 
les é«|Uations  générales  du  mouvement  absolu  d’un  corps 
solide  retenu  par  un  point  fixe  (page  lô’i),  en  considérant 
le  corps  comme  sollicité  par  les  forc«'s  d’entrainement, 
ebangées  de  sens,  par  les  l'orees  ««■ntrifuges  comjKtsét  s,  et 
ayant  égard  .à  la  liaison  «pii  assujettit  l’axe  de  figure  à res- 
* ter  dans  le  plan  directeur. 

Or  les  forces  d'entrainement  se  réduisent  au  couple  «pii 
serait  capable  de  maintenir  le  corps,  supposé  libre,  dans 
une  rotation  égale  à celle  do  la  terre.  iSous  sommes  donc 
eonduils  à cette  «piestion  incidente  ; 

Déterminer  le  couple  accélérateur  nécessaire  pour 
maintenir  un  solide  tic  révolution  dans  une  rotation 
uniforme  autour  d’un  axe  fixe  , qui  passe  au  centre 
de  gravité,  et  fait  iiti  angle  constant  9 avec  l'uxe  de 
révolution .. 
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Rcproiions  les  équatiuiis  générales  di‘  la  rotatiuii  des 
corps  (page  i6i),  dans  lesquelles  nous  ferons  H = A , el 
nous  supposerons  constantes  les  quantités  6.  t<),  r et.  [>ar 
suite,  P*  -I-  c/’.  Ces  équations  dc\iennent 


(■) 


^ A^^  + (C-A),r=L, 

I ^ ‘!ïï  — C)r/>  = M, 
o = N; 


sin  B sintji  = //, 


(’•) 


' sin  6 = V > 

{/-'ÿ  <lv 

cos  0 H-  — î = /•. 
til  dt 


. A)ouiani  les  cai  rés  des  deux  première-s  é(juations  (a),  il 
vieil  i 

sm*  f)  ^ — /ï’ -f- 7*  =.  consl.  ; 

et  cette  relation  , eouibinée  avec  la  imisièinc  équation  (a), 
donne 

^/g  J 

~ == /■  — cot  ô - V// -h  (/’ =r  const. 

Tî  ' ^ Ÿ 1 

rar  roiisequcnl,  sont  des  ronslantes. 

DilVérentions  maintenant  les  deux  premières  équa- 
tions (2^  iVous  olnenoiis 


dp  d'à  1 

-^-  — <1-^=:  qr  — cotO.i/ 


dt 


ti(f  (io  — 

^ = — P ~=~pr+  col  Ü .p  v>-  -t- 
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Rtîporiani  res  valeurs  dans  les  é(|uatioiis  (i),  il  vient 


M / — V'L’  + M’ 

— . = C r — A rot  0 . y/>’  -+-  7’  = _ - 

P ilP  + 7’ 


R 

y/p’  -T7’ 


K représente  ici  le  moment  du  couple  accélérateur  ca- 
pable d’enlrelenir  un  mouvement  semblable  à celui  d’un 
cône  droit,  décrit  autour  de  l’axe  de  révolution  du  solide 
considéré,  (|ui  roulerait  sans  glisser  sur  la  surface  d'uu  . 
autre  cône  droit,  de  même  sommet,  et  dont  l’axe  ferait, 
avec  celui  du  premier  cône,  un  angle  égal  à S (‘). 

Supftosons  <]ue  le  cône  fixe  se  réduise  à une  droite,  ce 
(]ui  est  le  cas  de  notre  problème.  Alors  il  vient,  par  la  com- 
position des  rotations. 


r=MCos6,  -t- 7’ = w sin  0, 

et,  par  conséquent , le  couple  des  forces  d'entrainement 
a pour  moment  la  quantité 


K = (C  — A)w'sinÔ  cos 0. 

Cette  valeui-  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  w’. 
ür  O),  qui  représente  ici  la  \itcssc  de  rotation  de  la  terre, 
est  une  tiès-petite  fraction,  ^ous  négligerons  son  carré.. 
A ce  degié  d'approximation,  les  forces  d’entrainement 
dis])araisscnt,  et,  par  suite,  la  somme  des  forces  vives  est 
constante  dans  le  mouvement  apparent. 

Ceci  posé,  nommons  toujtiurs  w la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre  autour  de  l’axe  qui  se  dirige  vers  le  pôle  bo- 
réal, et  considérons  rt)mme  positives  les  rotations  qui 
s'effectuent  de  droite  à gauche.  ^ 

Soient  ÜX,  C)Y,  OZ  les  axes  entrainés  dans  la  rota- 
tion de  la  terre.  L’axe  des  .r  .sera  la  projection  sur  le  plan 


C)  M.  PoinM»l  csl  arri>T  même  rê^nllat  «ruiic  manière  dilTrrrnU*, 
la  Théorie  dts  rônes  circuÎAiri-s  roulants  dcM. 

l.  VVIM  , p.  i iH.lt;.  . 


Digitized  by  Ct)ôglc 


J 

•i 


■ ■ / ■■  • mi'UMiQt  K.  ' 2,iy 

diicclfur  d’imc  parallèle  à la  partie  de  l'axe  terrestre  qui  . 
SC  dirige  vers  le  pôle  boréal  ; l’axe  des  j"  sera  situé  dans  le 
plan  (lirei  leur  et  dirigé  vers  l’est;  l’axe  des  z sera  la  per- 
pcndieulaire  au  ]>lan  direcleur,  pour  laquelle  la  rotation 
de  OX  vers  OY  est  positive  ; cette  perpendiculaire  est 
celle  fjui , lorsque  le  système  est  à la  surface  de  la 
terre,  se  trouve  par  rap[>ort  au  plan  tliiecleur  du  côté-  . 
du  centre  «le  la  terre.  Soient  encore  ÜX,  , OY, , ()Z, 
lies  axes  coordonnés  liés  iuvariableuieni  au  corps,  di- 
rigés suivant  les  axes  principaux  d inertie  lelalifs  au 
centre  de  gravité;  07,,  sera  dirigé  sui\ ant  l'axe  de  révo- 
lution; OY, , OX,  seront  disposés  de  manière  que  la  ro- 
tation de  OX,  vers  OY,  soit  directe  pour  nn  observateur  . 
comlié  sur  l’axe  OZ,. 

Nommons 

(«',//,  c')  et  (n",  h",c")  les  cosinus  des  v 
angles  que  forment  respectivement  les  axes  OX,  (3Y  et 
OZ  avccOX,,  OY,,  OZ,; 

j),  q,  r les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente autour  des  axes  OX, , 03  , , OZ,  ; 

l’ti  ''i  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre  autour  des  mêmes  axes; 

(3iV  celle  des  deux  directions  Opposées  de  la  trace  du 
plan  X,  OY , sur  le  plan  XOY  , pour  laquelle  la  rotation 
qui  amène  OZ  sur  OZ,  , en  lui  faisant  décrire  un  angle, 
de  90  degrés,  est  positive; 

ç et  les  angles  que  la  trace  ON  fait  avec  les  axes  OX, 
et  OX,  ces  angles  étant  comjités  positifs  de  droite  à - 
gauclie,  le  premier  à partir  de  la  trace,  le  second  à partir 

deOX; 

C le  moment  d’inertie  du  corps  autour  de  sou  axe  de 
figure-,  . , ^ 

A le  inmneut  d'inertie  du  corps  autour  des  deux  axes 
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À l’angle  que  la  direclioii  du  pôle  boréal  fait  avec  l'axe 

OZ. 

L équaiion  des  fortes  vives  sera 

A !>''  -+-'/’)+  Cr-  = consi. 

Si  nous  noininons  A la  somme  .des  mouiciils  des  forces 
CCI) I ri fuges  composées  autour  de  l’axe  de  révoluiion,  nous 
aurons,  d'après  les  formules  d'Kuler  (page  i6i), 

dr 

C - = N. 
dt 

C'.cs  deux  équaliotis  su(liro)it  pour  délei  iniuer  le  mouve- 
ment, quand  p,  et  A seront  exprimés  en  fonction 
de  /•  et  de  car,  d’a[)iès  les  relations  (a),  où  l'on  doit 

faire  ® = ~’  a 9=  J '‘‘h et  d’ailleurs  il  est  évident 

(pie  les  deux  \ariables  y et  •]/  suflisenl  pour  fixer  la  posi- 
tion du  corps. 

I.es  relations  (a)  donnent,  en  faisant  0 = 


dj, 


d 1}/ 


/)=sin»— o=cosv— T-; 
' ' dt  ' ^ dt 


eu  sorte  que  rétjualion  des  foires  vives  devient 

d-y 


(•^) 


A 1-  Cr’  = const. 

dd 


Il  reste  à calculer  la  somme  de  moments  désignée  par  A'. 
A'cconsidéraut  d’abord  (ju’unc  seule  molécule  (.r,,  j,,  ü,), 
on  trouve,  pour  expirssiou  du  moment  de  la  force  cen- 
trifuge composée  cpii  la  sollicite, 

; dZi  d.r,  \ / dy,  dt,  \ 
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ou  , si  l’on  remplace  -^1  ~i  par  leurs  valeurs, 

— 2jr,[r,(rx,—pz,)  — rf,{py,—  qx,}]. 

Pour. obtenir  la  somme  N,  il  faut  multiplier  l’expres- 
sion précédente  par  l'élément  de  ma.ssc,  et  intégrer 
entre  les  limites  du  corps.  Cette  inu^ralc  se  réduit  au 
binôme 

C(pq,—  qp,)  = C —{q,S\a<f—p,COSq). 

Or,  si  l’on  nomme  p',  ^ l' les  composantes  de  la  vitesse 

de  rotation  de  la  terre  suivant  les  axes  OX , OY , OZ , on  a 

/?'=  M sinX,  q'xzo,  r'=wcosX, 

p,  = ap’-\-  n'q'-}-  a" P = w (sinX  cosç  cos\|<  -H  cosX  sinijp), 

q, =.bp'-+-  b'q'-h  b" P — w ( — sinX  siof  cos^|/  cosX  Cosf)  ; 

par  conséquent , 

dr  , rfj. 

• N ou  C -7- = — C w sin  X cos  ô -r^  1 

dt  , dt 

(4)  r -h  o>  sinX  siu']/ = const. 

Telle  est  l’équation  qui  déterminera  le  mouvement,  con- 
jointement avec  celle  des  forces  vives. 

Remplaçons  l’angle  par  l’angle  u — que  l’axe 

de  révolution  OZ,.  fait  avec  la  projection  de  l’axe  terres- 
tre sur  le  plan  directeur,  et  uominons  p,  u,  (3  les  valeurs 

initiales  de  r,  M,  Les  équations  (3)  et  (4)  pourront 

s’écrire, 

/• — p U sinX  (cosM  — cosu)  = o 


11. 


16 
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La  dernièrp  monin-  que  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente du  corps  autour  de  son  axe  de. figure,  et  la  com- 
posante suivant  le  même  axe  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre,  font  une  somme  qui  reste  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouveraeiit. 

•On  tire  de  ces  équations,  en  éliminant  r et  néglir 
géant  le  terme  en  w’,  lequel  est  indépendant  de  p , / 

du'  , C , 

é 

Cette  équation  est  celle  d’un  pendule  simple,  de  longueur 
égale  à runité,  dont  rextrémilé  sérait  fixée  au  centre  de  . 
gravite  du  corps,  et  <|ui  serait  sollicité  par  une  force  égale 

a*^pwsinÀ,  dirigée  dans  le  plan  directeur  Suivant  la- 

projection  do  la  droite  qui  va  au  pdle  boréaf.  L’angle  u 
représente  l’angle  (|ue  la  direction  du  pendule  fait  avec 
celle  de  la  force;  et  la  force  elle-mè4iie  est  positive  ou 
négative  suivant  que  p est  positif  ou  négatif.  Le  demi-axe 
de  réuolutioa  du  corps,  OZ, , oscillera  doue  de  la  même.  • 
.manière  (pie  ce  pendule. 

Plaçons  le  plan  directeur  dans  une  position  horizon- 
tale; la  position  moyenne  autour  de  laquelle  oscillera 
l’axe  de  révolution  sera  la  méridienne  du  lieu.  Cette  posi- 
tion et  la  direction  connue  de  la  -verticale  nous  détermi- 
lieront  le  plan  méridien.  Plaçons  alors  le  plan  directeur 
dans  le  méridien.  La  position  moyenne  de  l’axe  de 
révolution dans  ses  oscillations  successives , coïncidera 
avec  la  ligne  des  pôles;  le  demi-axe  sur  lequel  un 
obseivateur  doit  dire  placé  pour  voir  la  rotation  s'effec- 
tuer de  droite  à gauche  dans  le  plan  équatorial  \,OY ,,  ' 
sera  dirigé  vers  le  pôle  boréal.  En  ellel,  la  position 
moyenne  du  pendule  répond  à uti  état  d’équilibre  stable; 
par  conséquent,  la  somme  des  forces  vives  est  un  maxi- 
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nmin  dans-celte  ]>03ition.  Or  on  voit  que  le  maximum 
des  forces  vives  répond  à u = o ou  n = r.,  suivant  que 
P est  positif  ou  négatif. 

• Conservons  le  plan  directeur  en  coïncidence  avec  le 
plan  méridien,  et  faisons  en  sorte  que  les  oscillations  de 
l’axe  Soient  très-petites.  La  durée  de  ces  oscillations  sera 


cette  durée  nous  fera  connaître  la  vitesse  de  rotation 
delà  terre,  car  on  tire  de  la  formule  précédente, 

A ir’ 

" ~ C 

Tous  ces  ré.sullats  intéressants  se  vérifient  à l’aide  du 
g^-roscope  de  M.  Foucault. 

On  peut  encore  faire  plusieurs  autres  remarques  qui 
ne  sont  point  sans- intérêt.  Ainsi,  l'axe  du  corps  se  dirige 
suivant  la  ligne  des  pôles  -,  toutes  les  fois  que  le  plan 
directeur  est  parallèle  à cette  ligne. 

Si  l'on  compote  les  carrés  des  nombres  de  petites  os- 
cillations accomplies  pendant  un  même  temps,  dans  le 
plan  horizontal  et  dans  le  plan  méridien , pour  une 
même  vitesse  initiale  de  rotation , leur  rapport  donne  le 
cosinus  de  la  latitude  du  lieu  de  l'obsersuition. 

Lorsque  le  plan  est  parallèle  à V équateur -terrestre , 
l'axe  du  corps  tourne  d' un  mouvement  unijonne  dans  le 
plan  directeur,  comme  si  la  terre  ne  tournait  pas. 

Cette  question  et  plusieurs  autres  du  même  genre  sont 
discutées  en  détail  dansun  Mémoire  de  M.  Quel,  inséréau 
toraeXVIIIdu  Journal  de  M.  Liou ville, page  atS;  i853. 

, (J.  Déterminer  le  mouvement  du  régulateur  à force 

centrifuge  de  ï'Fatt  ('),  en  admettant  que  la  masse 


N 

! 
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fies  tiges  soit  négligeable  vis-à-vis  rie  celle  fies  boules. 

Si  l’on  nomme  l la  longueur  de  chaque  tige,  « la  vi- 
tesse angulaire  du  plan  verlical  des  tiges,  « l’inclinaison 
des  tiges  sur  la  verticale,  et  «n  la  valeur  initiale  de  a,  on 
trouve  l’équation 

\J~l  (tOL 


df. 


V^(cosa  — cosa„)[2g  — /u’  (cüsa  4-  roso,)] 


7.  Un  système  pesant,  siispetidu  à F extrémité  d’un 
fil  qui  lui  permet  de  tourner  librement  autour  de  la  ver- 
ticale, se  trouve  h la  surface  de  la  terre  dans  un  état  de 
repos  apparent;  des  ressorts  intérieurs  viennent  à agir 
sur  ce  système , et  changent  le  moment  d’inertie  autour 
de  la  verticale  du  point  de  suspension  , sans  altérer  la 
masse.  Montrer  que  par  l’effet  de  ce  changement  le 
système  prendra  une  rotation  apparente  autour  de  la 
verticale , et  déterminer  la  vitesse  de  cette  rotation. 

Si  l’on  nomme  X la  latitude  du  lieu,  A le  moment 
d’inertie  autour  de  la  verticale  dhns  l'état  primitif,  A'ia 
nouvelle  valeur  de  ce  moment  d’inertie,  &)  la  vitesse  de 
rotation  de  la'  terre  et  w'  la  vitesse  de  rotation  apparente 
du  système  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  verticale,  on  trouve 

A — A'  . . 


A' 

L’observation  de  la  vitesse  o>’  fera  connaître  la  latitude 
du  lieu. 

PoiitsoT,  Comptes  rendus  de  l'dcadémie  des  Seienrrs  de  Paris , 
t.  XXXII,  i85i,  i"'sem.,  p.  206. 
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CHAPITRE  XI. 

FORCES  INSTANTANÉES. 


Oii  nomme  forces  instantanées  ou  percussions , di-s 
foi  'CCS  qui  peuvent  produire  un  ellet  considérable  en 
agissant  pendant  un  temps  inappréciable. 

Lorsqu’on  cherche  à déterminer  le  mouvement  d’un 
système  de  points  soumis  à des  forces  instantanées , on  . 
peut,  pendant  l’instant  de  leur  action,  négliger  l’action 
des  forces  continues  qui  sollicitent  le  système  , parce  que 
l’clVet  de  <'es  dernières  forces  est  incomparablement  moin- 
dre que  celuf  des  premières  pendant  ce  eourt  instant. 
On  peut  encore  supposer -que  le  système  reste  immobile 
pendant  l’action  des  forces  instantanées;  car,  en  réalité, 
il  ne  se  déplace  que  de  quantités  inappréciables.  En  un 
mot,  on  peut  traiter  la  durée  de  l’action  comme  un  infi- 
niment petit  dans  tous  les  calculs  n-latifs  aux  forces  in- 
stantanées, et  les  calculs  seront  d’autant  plus  exacts  que 
la  duré<;  de  l’action  sera  plus  petite. 

D’après  cela , soient  ‘ ' 

m la  masse  dhiu  point  du  .système; 

X , Y,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
instantanées  qui  lui  sont  appliquées,  considérées  comme 
des  forces  continues  ; 

(—\  sa  vites.se  avant  l'action  de  ces  forces; 

\ dtf 

^ sa  vitesse  après  l’action  de  ces  forces  ; 

t„  l’époque  à laquelle  l’action  commence; 

Q la  diin'e  tiès-ronrtc  de  l’aclion  ; 
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dx,,  dz  les  projections  d’un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons  . 

Si  l’on  applique  le  principe  de  d’Alembert  et  celui  des 
vitesses  virtuelles  au  mouvement  communiqué  par  les 
forces  instantanées,  on  arrive,  par  une  simple  intégra-  • 
tion , à l’équation  générale 


dans  laquelle  le  signe. ^ indique  une  som^e  relative  à 

tous  les  points  du  système.  - - 

Cette  équation  est  semblable  à celle  qui  représente  le 
mouvement  d’un  système  de  points  matériels  sollicités  par 
des  forces  continues,  si  <e  n’est  que  les  forces  effi’ctive.s 
sont  remplacées  par  les  quantités  de  mouvement  com- 
muniquées. Les  vitesses  communiquées  se  comporlcui  ♦ 
donc,  dans  l’ell’etdes  forces  instantanées,  comme  les  accé- 
lérations dans  l'cfl’et  des  forces  continues.  En  particulier, 
lorsqu’une  force  instantanée  agit. sur  un  corps  solide,  la 
<|uantité  de  mouvement  produite  est  celle  qui  serait  com- 
muniquée si  toute  la  masse  du  corps  était  réunie  au  cen- 
tre de  gravité  et  que  la  force  fiit  appliquée  sur  ce  point. 

C’est  à cause  de  celte  analogie  ipie  l’on  prend  pour 
mesure  d’une  force  instantanée  la  quantité  de  mouvement 
qu’elle  produirait  en  agissant  sur  un  corps  libre.  ' ; 

Quand  on  étudie  le  mouvement  de  deux  corps  solides  qu  i 
viennent  à se  clioipicr,  on  jM'ut  déterminer,  pour  chaqu<'  ^ , 
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çorpSÿlc  motivemonl  communiqué  au  centre  de  gi'a\  ilé,  ei 
les  vitesses  de  rotation  produites  autour  des  axes  princi- 
paux d’inertie  l'clatils  à ce  point.  L’équation  générale 
qui  résulte  du  principe  de  d’Alembert  combiné  avec  celui 
des  vitesses  virtuelles  sullit  pour  cette  détermination, 
‘quand  la  force  du  eboe  est  connue  ; car,  jointe  aux  équa- 
tions de  liaisons,  elle  donne  six  é({uations  distinctes  pour 
chaque  corpS,  et  le  inouvenrcntd’un  corps  solide  dépend  en 
elfetde  six  variables  : trois  vitesses  de  translation  et  trois 
vitesses  de  rotation.  Si  l’on  veut  déterminer  lu  force  du 
eliofc  en  fonction  des  vitesses  qui  animent  les  corps  imnié- 
diatcinent  avant  leur  reneontre,  il  faut  se  procurer  une 
nouvelle  équation,  en  e?(primant  qu’à  la  fin  de  la  première 
période  du  choc,  c’est-à-dire  à l’instant  où  les  corps 
cessent  de  se  comprimer  et  commencent  à reprendre  leur 
forme  première,  la  vitesse  du  point  de  contact,  estimée' 
suivant  la  normale  commune  aux  deux  surfaces,  est  la 
même,  soit  <|u’on  regarde  ce  point  coinm<‘  appartenant 
à l’iiu  des  corps,  soit  (|u’on  le  considère  comme  appar- 
tenant à l’autre. 

l*.  Déterminer /a  vitesse  t/' un  projectile  à l' aille  thi 
pendule  balistique. 

I,e  pendule  b.distiipte  se  compose  <rune  forte  jiicce  de 
1k)!s,  suspendue  par  des  ûg<"s  de  fer  à un  axe  horizontal 
autour  diKpiel  elle  peut  osciller  librement.  Le  pendule 
étant  en  équilibrtî,  on  dirige  horizontalement  une  balle 
sur  la  [>lèce  de  bois;  la  balle  entre  dans  la  pièce,  s’v  fixe  . 
et  communique  au  pendule  des  oscillations  dont  l’ampli- 
tuilc  est  propre  à fair«'  connaître  la  vitesse;  tle  la  balle  à 
l instant  du  eboe. 

Considérons  le  peniltile  joint  à la  i>allequi  s’y  est  li\é<-. 

Soient 

AI  la  masse  du  svstènie  formé  par  les  deux  corps  ; 
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k le  rayon  de  gyration  autour  de  l’axe  de  suspension  ; 

O)  la  vitesse  angulaire  à la  fin  du  elioc  ; 

b la  hauteur  dont  le  centre  de  gravité  s’élève  pendant 
la  première  demi-oscillation  ; 

m la  masse  de  la  balle; 

w la  vitesse  qui  l’animait  immédiatement  avant  le 
choc  ; 

a la  distance  de  l’axe  à la  direction  de  cette  vitesse. 

La  quantité  de  mouvement  que  possède  la  balle  im- 
médiatement avant  le  choc  a,  par  rapport  à l’axe  de 
suspension,  un  moment  égal  à mat^.  La  quantité  de 
mouvement  qui  anime  le  système  immédiatement  après 
le  choc  a,  par  rapport  au  même  axe,  un  moment  égal  à 
MÀ’cd.  Ces  deux  moments  doivent  être  égaux  ; donc 


Il  en  résulte  que  la  force  vive  du  système  à la 
choc  est  exprimée  en  fonction  de  par  la  relation 


M <■’  w’  = 


M^> 


Cette  force  vive  s’épuise  tout  entière  pendant  la  pre- 
mière demi-oscillation;  pai'  suite,  elle  est  égale  en  valeur 
numérique  au  double  du  travail  de  la  jvesanteur  pendant 
le  même  temps  , c’est-à-dire  que  l’on  a ' ' 


d’où 

(A) 


= aMgê; 


ma 


Celte  dernière  formule  lésout 


la  qiieslion  proposée;- 
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mais  il  sera  préférable  d’exprimer  la  vitesse  de  la  balle 
en  fonction  de  quantités  faciles  à observer. 

Soient  T la  durée  commune  des  petites  oscillations  (|uc 
le  pendule  exécute  quand  la  balle  s'y  est  fixée  -, 

0 l’amplitude  d’une  demi-oscillation  supposée  très- 
petite  ; 

c la  corde  de  l’arc  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
dans  une  dcini-oseillation 

P le  poids  de  la  balle  et  du  pendule  réunis  ; 

h la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces  deux  corps 
h l’axe  de  suspension  ; 

P le  poids  de  la  balle. 

On  aura 

. I 

T = > c = 2/1  sin  - 6 = v'ihb, 

\lhg  2 

P=Mg,  p = mg\ 
et,  par  conséquent  (A), 

_ P 

V r=  1 , 

7T  aji 

Pour  que  l'axe  n’éjwuve  aucune  percussion  , on  diri- 
gera la  balle  sur  le  centre  d’oscillation.  Si,  de  plus,  la 
•balle  vient  se  fixer  dans  le  plan  passant  par  l'axe  et  par 
le  centre  de  gravité,  la  durée  des  oscillations  ne  sera  pas 
altérée  par  l’addition  du  nouveau  rorps,  seulement  le 
centre  de  gravité  sera  légèrement  abaissé. 

On  peut  encore  déterminer  Ja  vitesse  initiale  d’un  pi'o- 
jectile,  en  suspendant  l’arme  à feu  en  forme  de  pendule 
dans  une  position  horizontale,  et  obscr\ant  les  oscilla- 
tions produites  par  la  réaction  de  la  décharge.  Cette  mé- 
thode est  souvent  préférée,  ou  combinée  avec  la  première. 
I.es  formules  restent  les  mêmes,  si  ce  n’est  que  lcs(|uan- 
tités  M,  A‘,  h.  P se  ra|>portent  alors  an  pendule  diminué 
de  la  charge. 
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Ll‘  pendule  b.ilislûjue  a été  inventé  ou  i , pai-  HobiiiA 
(iVéte  pnndplcs  of  Gunnei'y).  Les  expériences  les  plus  r 
(’élébres  pour  déterminer  avec  cet  appareil  la  vitesse  des 
. projectiles  de  guerre,  furent  exécutées  de  178.'!  à 1791,  à 
Woolwich,  sous  la  direction  de  Hutlon.  D’après  ces 
expériences,  la  vitesse  initiale  d’un  boulet  de  24  livres 
est  ordinairement  comprise  entre  5oo  et  700  mètres  par 
secondé;  celle  d’une  balle  lancée  par  un  fusil  d’infanterie 
est'de  4oo  ou_5oo  mètres,  et  celle  d’une  bombe  est  d’en- 
viron 800  mètres. 

2.  Un  corps  de  masje  M tourne  autour  d'un  axe  Jixe 
avec  la  vitesse  angulaire  o),-  un  autre  corps,  de  masse  m, 
d’élasticité  et  anime  de  la  vitesse  v,  vient  à le  heurter 
perpendiculairement  sur  une  face  plane  qui  passe  par 
Caxe  de  rotation.  Il  s'agit  de  déterminer  la  force  du 
choc,  le  changement  produit  dans  les  vitesses,  et  de 
trouver  le  point  ou  doit  frapper  le  corps  m pour  qu'il  lui 
. soit  communiqué  la  plus  grande  vitesse  possible. 

Soient 

k le  rayon  de  gyration  du  'corps  M autour  de  l’axe  de  . 
rotation;  . • • ^ 

a la  distaiTce  du  point  de  choc  à cet  axe; 

Il  la  force  du  choc;  , 

w'  la  vitesse  angulaire  du  corps  !M  immédiatement 
après  le  choc; 

e'  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  corps  m au  même 
instant.' 

Les  vitesses  seront  toutes  comjitées  positives  dans  le 
• sens  du  mouvement  (pii'anime  au  commencement  du 
• clio<-  le  point  dn  corps  iM  qui  reçoit  la  percussion. 

La  quantité  de  mouvement  communiquée  et  la  force  du 
,cboc  doivent  s(-  faire  é([uilibre  sur  chacun  des  deux 
< orpsi,  en  teuanl  compte  clc  la.  liaison  ipii  oblige  le  corps 


» 
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M à rcslvr  uni  a\ec  l’axe  fixe.  De  là  résulient  les  deux 
équations’ 

/«  ( p'  — (•  j ~ B , 

M /■’  ( w — w’)  = B a . 

Nous  obtenons  une  troisième  équation  , en  e\j)rimanl 
que  les  points  en  contact  ont  la  inênuï  vitesse  à l'instant 
oùles  corjis  cessent  de  se  compi  iiner.  Si  les  corps  avaient 
une  érà^sticité  nulle,  cette  équation  serait 


■€iA  fl  Z=Z  V I 


par  suite,  nous  aurions 


B = »»MX> 


ma^  -t-  M 


Mais,  puisque  les  corps  ont  une  élasticité  e,  le  choc 
comprend  une^seconde  période,  ]>endant  laquelle  la  quan- 
tité de  moiivem^t  communiquée  à cliaque  corps  est  éftale 
au  produit  du  nombre  e par  la  quantité  de  mouvement 
communiquéf'  suivant  la  même  direction  dans  la  pre- 
'mière  période.  Donc  la  percussion  totale  est  plus  jurande 
qu’au  cas  d’une  élasticité  nulle  dans  le  rapjtoi  t de  i 4-  e 
.à  I,  et  nous  a\ons, 

,,  , MX’(w  — w') 

. m (p  — •’)  = — — f ^ — - 


~ {i  4-  t’)m M X’ 


MX' 


B. 


Ces  équations  font  connaiire  immédiatement  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  coininuni<|uées,  exprimées  en 
fonctions  de  quantités  connues  qui  ne  dépendent  que  des 
circonstances  initiales. 

La  dérivée  de  — c relative  à n s’annule  pour 


■ V/  ~ H ' /'  • 

y M-  DI 
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La  valeur  de  a qui  réiioiid  au  signe  supérieur  du 
radical  rend  négative  la  dérivée  seconde.  Elle  est  donc 
la  distance  à l’axe  du  point  où  doit  frapper  le  corps  m 
pour  que,  toutes  choses  égales,  la  vitesse  communiquée, 
soit  au  corps  m,  soit  au  corps  Î\I , accpiière  indépendam- 
ment du  signe  la  plus  grande  valeur  possible.  Cette  dis- 
tance croît  avec  le  rapport  des  vitesses  - , et  avec  le  rai>- 

fl)  * 

port  des  masses  — • Si  le  corps  m est  en  repos  avant  le 

choc,  la  distance  dont  il  s’agit  est  inversement  projior- 
tionnelle  à la  racine  carrée  de  la  niasse  w , le  corps  M 
restant  le  même. 

Ce  problème  trouve  son  application  au  jeu  de  paume. 
L’ensemble  de  la  raquette  et  du  bras  du  joueur  est  alors  le 
corps  désigné  par  M , tandis  que  la  paume  est  le  corps  m. 

3.  Nous  avons  déjà  montré  (page  iSb,  problème  A) 
qu’une  sphère  homogène,  en  mouvement  sur  un  plan  ho- 
rizontal, décrit  d’abord  uni?  parabole,  et  finit  toujours  par 
prendre  un  mouvement  rectiligne  quand  tout  glissement  a 
cessé.  Nous  avons  observé  que  la  vitesse  et  la  direction  de 
ce  mouvement  rectiligne  final  ne  dépendent  en  aucune  fa- 
çon du  frottement  qui  s’est  exercé  dans  la  prepiière  partie 
du  mouvement.  Il  y a plus  ; si  le  mouvement  de  la  sphère 
est  produit  par  une  percussion , la  vitesse  et  la  direc- 
tion du  mouvement  rectiligne  final  ne  dépendent 
nullement  de  lu  force  instantanée  de  frottement  qui 
SC  produit  pendant  le  choc  entre  la  sphère  et  le  plan , 
quel  que  soit  le  point  de  la  sphère  qui  ail  reçu  la  per- 
cussion, et  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  force. 
Cette  dernière  proposition  et  les  conséipiences  remar- 
quables qui  s’ensuivent  feront  l’objet  de  cet  article. 

Pour  nous  fixer,  nous  supposerons  cpi’il  s’agisse  d’une 
bille  do  hillani,  mise  en  mouvement  par  un  eoupdi’  queue 
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incliné  au  lapis  et  donné  sur  un  point  quclcoiupic  de  la 
bille. 

Nous  (onserverons  la  notation  du  problème  cité,  en 
prenant  le  plan  vertical  des  xz  parallèle  à la  direction 
du  coup  de  queue.  De  plus , nous  nommerons 

H la  force  du  coup  de  queue  ; 

- St  l’inclinaison  de  cette  force  sur  l’horizon; 

h la  distance  horizontale  du  centre  de  la  bille  au  plan 
vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive  (piand  le 
plan  est  .à  droite  du  centre  par  rapport  au  joueur; 

h la  plus  courte  distance  entre  la  direction  de  la  force 
et  l’horizonialc  menée  par  le  contée  perpendiculairement 
au  plan  vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive 
quand  la  direction  de  la  force  passe  au-dessus  de  l’hori- 
zontale du  centre. 

Enfin,  notis  représenterons  par  et  F,  les  compo- 
• sanies  de  la  force  iusiautanée  de  frottement  tpii  se  déve- 
loppe entre  la  bille  et  le  tapis,  dirigées  suivant  les  axes 
horizontaux  des  x et  des  y . 

Ecrivant  que  les  (juantités  de  monvemeut  coiniuuni- 
quées  font  équilibre  aux  forces  instantanées,  on  obtient 
les  é({uations 

I M U,  = B cos  a 4-  F,  . 
l Mc.=.F^, 

(A)  P = — ■ BA  sin  a -I-  pF,, 

( I M p’7,  = B/ — pFx. 

Il  s’agit  -de  calculer,  h l’aide  de  ce.s,  relations,  les 
valeurs  des  composantes  a et  h de  la  vitesse  rectiligne 
finale  suivant  les  axes  des  x et  des  j-,  exprimées  eu  fonc- 
tion lies  forces  B,  b’,  cl  F,. 
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Or  oii  a Iroiivé  (jiage  182)  les  expi'ossinns 

et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres 
en  fonction  des  forces,  puisque  les  équations  (A)  don- 
nent iminétliatcmeiit  les  valeurs  de  «o,  p„  et  <70-  On 
obtient  - ’ 

5 B P cos  a.  ■+  k 5 B /<  sin  a 


7 M 


7 M 


Ces  valenrs  étant  indéjiendanles  de  Fx  et  de  F,  , le 
iliéorème  est  démontré. 

Pour  que  la  bille  ne  dévie  pas  ile  la  direction  du  coup, 
il  faut  que  b soit  nul , ce  <[ui  exige  qu’on  ait  a = o,  oxi 
bien  /«  ■=;  o.  , , ’ 

Ainsi,  la  billç  n'ira  en  ligne  droite  dans  la  direction 
de  la  queue  qu  autant  que  cette  direction  sera  hori-  ' 
zontale  ; ou  bien,  si  elle  ne  l'est  pas,  qii  autant  que 
le  plan  vertical  du  choc  passera  par  le  centre  de  la 
bille. 

Dans  les  autres  cas,,  le  signe  de  b indique  de  quel  côté 
marcliera  la  bille  daus  son  état  fln,al.  On  voit  que  la 
bille  se  dévie  de.  la  direction  du  choc  en  se  portant  du 
côte  oit  elle  a été  frappée. 

. . On  (>eut  dire  (pielque  chose  de  plus  précis  encore  sur  la 
direction  du'niouveincnt  rectiligne.  Car,  si  l’on  nomme  l 
la  distance  du  tapis  au  point  où  la  direction  du  choc  và 
.jiercer  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  perpeiidiculai-  ’ 
remenl  au  plan  vertical  du  choc,  on  a 


d’où 


k =(l  — fl)  cosa; 


' 5 B / cosa 

et  iir.  — ÿ % 

P 
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et,  parsiiile, 


l ca)ta 


Celle  dernière  relation  moiilrc  que  la  direction  Jtnalc 
de  la  bille  est  parallèle  à la  ligne  qui  va  de  son  point^ 
d'appui  au  point  où  la  direction  du  choc  perce  le  tapis. 
n en  résiilie  que  la  bille  finit  par  reculer  si  la  ligne  ■ 
du  ehoc  perce  le  tapis  en  deçà  du  point  d'appui. 
■ConioLis,  Théorie  math,  des  effets  du  jeu  de  billard , c.  VIII. 

4'.  Si  l'on  conçoit  que  les  liaisons  d’un  système  de- 
points  materiels  en  mouvement  soient  changées  à un 
instant  donné,  ou,  pour  mieux  dire , dans  un  intervalle 
de  temps  très-court , la  somme  des  forces  vives  acquises 
avant  cet  instant  surpassera  celle  qui  aura  lieu  immé- 
diatement après,  d'une  quantité  égale  à la  somme  des 
forces  vives  eorrespondantes  aux  vitesses  perdues  dans 
le  passage  du  premier  état  du  système  au  second. 
Démontrer  ce  théorème. 

On  eiilend  par  vitesse  perdue  pour  chaque  point,  la 
\iiesse  qui,  composée  avec,  celle  que  possède  le  }>oint 
apr^’-s  le  chaiigenieiil  des  liaisons , donne  pour  résultante 
la  vitesse  du  point  avant  le  changement  des  liaisons. 

On  sup[K3se  les  liaisons  exprimées  par  des  é(|uations 
entre  les  cooixlo nuées  des  dilVérents  points,  qui  ne  con- 
tiennent pas  le  temps  ex[)licileinent. 

Observons  d’abord  qu'il  est  généralement  impossible 
qu’une  nouvelle  liaison  s’établisse  instantanément;  mais 
qu’il  faut  un  certain  temps  6 [>our  que  le  système  par- 
vienne à l’état  où  il  vérille  la  liaison  nouvellement  in- 
troduite, ce  temps  pouvant  d'ailleurs  être  imaghié  aussi 
petit  qu’on  le  voudra.  . • 

En  effet -,  soit 
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l'é(|uaiioii  qui  exprime  une  nouvelle  liaisou  introduite  à- 
l'ëpoquc  /o-  ■ 

l.,üt'sque  cette  équation  est  satisfaite,  on  a 

2/ lil,  Jjr  dL  dy  dL,dz\ 

\ dx  dt  dy  de  dz  dt  ) ’ 

x,jr,  Z étant  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du 

■système,  et  le  signe  ^ indiquant  une  somme  relative  à 

tous  les  points.  Or,  si  l’on  nomme  a,  A,  c les  com-  • 
posantes  de  la  vitesse  du  point  {x,y,  z)  suivant  les 
axes,  à l’époque  /oi  il  <‘Æt  clair  qu’on  n’aUra  pas,  en 
général , 


puisqu’il  n’existe  aucune  relation  entre  la  fonction  L et 
les  vitesses  a,  è,  c.  Donc  il  faut  admettre  que  la  liaison 
L=  O n’est  jioint  satisfaite  à l’époque  mais  seulement 
à une  époque  postérieure  -1-6. 

On  voit  encore  cela  d’une  autre  manière,  en  observant 
que  les  réactions  occasionnées  par  l’introduction  de  la 
liaison  nouvelle,  ne  peuvent  cliauger  la  vitesse  et  la  direc- 
tion du  mouvement  d'une  ijuantité  linie  pendant  un 
temps  nul. 

Pour  représenter  analytiquement  les  phénomènes  qui 
s'accomplissent  pendant  l’intervalle  de  temps  6,  il  faut 
concevoir  que,  à partir  de  l’époque  ^o,  jusqu’à  l’époque 
r,  -I-  6,  la  fonction  donnée  L,  au  lieu  d’ètreégaleà  zéro, 
soit  égale  à une  fonction  de  ( assujettie  à ces  conditions 
de  s’annuler  aux  époques  /o  H-  et  d’avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  l’époque  /(,  -I-  6 et  numériquement  égale  à la 

somme  2à  [l^  “ dj-  ^ { )• 

(‘}  Pnr  rxcmjïlrt*  d’un  point  lihro  qui  tout  à couj>  so  IrouTc 
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Cela  posé,  venons  n la  dcinonstralion  du  théorème. 
Pendant  le  temps  très-court  6,  nous  pouvons  négliger  les 
forces  continues  qui  sollicitent  les  points  du  système, 
vis-à-vis  des  forces  instantanées  qui  naissent  des  liaisons 
nouvelles;  nous  pouvons  aussi  négliger  les  quantités  très- 
petites  dont  varient  les  coordonnées  des  différents  points 
pendant  le  même  temps,  vis-à-vis  des  variations  des  vi- 
tesses. 

Ainsi,  pendant  le  temps  9,  l’équation  du  mouvement  est 


et  les  déplacements  virtuels  dx,  d^,  3z  peuvent  être 
considérés  comme  constants. 

Intégrons  cette  équation  entre  les  limites  to  , + 

nommons  a, , , c,  les  composantes  de  la  vitesse  du 

point  m à l’époque  9.  Il  vient  d’abord 

2'”  [(oi  — a)5x-f-(è,  — 1>)S  y + {c,  — c)^ï]  = o. 

t* 

Actuellement,  si  nous  prenons  pour  déplacements  virtuels 


lié  à l'origine  des  coordonnées  par  une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile 
autour  de  l'origine.  Alors,  on  désignant  par  x,,  x,,  t,  les  coordonnées  du 
point  mobile  à l’époque  t, , l’équation  do  liaison  sera 

X* -r  J'* -t- s’ — (xJ -H/J -t- f J ) = o. 


Mais,  pendant  le  temps  très-court  qui  sépare  les  deux  époques  t,  et  t,-h  6, 
on  aura  une  équation  telle  que  celle-ci , 


s’ -(x; *;)  = a(x, a -i-r.'è-t-*.  c) 


0' 


La  fonction  do  i qui  figure  au  second  membre  représente  la  petite  quan- 
tité dont  varie  le  carré  do  la  longueur  de  la  tige,  en  vertu  de  l’élasticité 
du  corps.  Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  n’est  pas  permis  de  sup- 
poser les  eorps  tout  à fait  incompressibles,  sinon  on  serait  forcé  d’ad- 
mettre des  percussions  infinies,  et  le  c.'ücnl  n’aurait  plus  de  sens. 

- lit  • ■ >7 
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les  déplacements  ell'eclifs  ftith,  Ci  dt , nous  obte- 

nons , en  divisant  par  dt^ 

[(fl,  — «)n,  — <<)  6,  -H  (c,  — c)c,]  = O , 

on , ce  qui  est  identiquement  la  même  équation , 

— -f  c;) 

= 2'”[("  — )’  + (<■  — 

Or  rette  dernière  -formule  exprime  précisément  le 
théorème  qu’il  s’agissait  de  démontrer  (’).  ' 

Corollaire  I.  — Supposons  qu’à  l’époque  9 » on 
ajoute  encore  de  nouvelles  liaisons 

L'  = o,..., 

qui  laissent  subsister  les  premières.  Désignons  par  & le 
temps  très-court  qui  s’écoule  avant  que  ces  nouvelles 
liaisons  soient  satisfaites,  et  par  a,,  , c,  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  m à l’époque  . Nous 

aurons  de  même 

et , par  suite , 

+ +‘’î) 

— n,)’-|-(è|  — è,)*-H(C|  — c,)»]. 

( ' ) Celle  démonslratioii  nous  a olé  indiquée  par  .M.  Sturm. 
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Mais  nous  aurions  pu  iiUiigror  l’é([uaiion  du  inou- 
YCJncnt  (A)  par  une  seule  opération  entre  les  limites 
foi  to-i-  0 -hO',  et  prendre  ensuite  pour  déplaeements 
virtuels  les  déplacements  efTectifs  dans  l’étal  (Inal,  savoir 
Oidt,  bidt,  Ctdt\  par  ce  calcul  nous  aurions  obtenu  l'é-’ 
(|uation  . ^ 

2 m (fl’  -t-c’)  — 2»!  (aj  -f-  h\  -+-  c\) 

’ = 2 »»  [(n — è,)’  + (c  — c,)’]. 

D’après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  ; 

Des  points  matériels  en  mouwment  et  soumis  à des 
liaisons  indépendantes  du  temps  ayant  certaines  vitesses 
acquises  à un  instant  donné,  si  Von  conçoit  qu’à  cet  in- 
stant on  ajoute  successivement  aux  liaisons  données  un, 
deux,  trois  . . systèmes  de  nouvelles  liaisons  indépen- 
dantes du  temps,  et  que  l’on  considère  la  série  des 
vitesses  que  prendra  chaque  point  dans  les  états  succes- 
sifs du  système , l’excès  de  la  somme  des  forces  7'ives  de 
ce  système  dans  son  état  primitif  sur  la  somme  des  forces 
vives  qu’il  possédera  dans  son  dernier  état  pour  lequel 
le  nombre  des  liaisons  est  le  plus  grand,  sera  égale , soit 
à la  somme  des  forces  vives  correspondantes  aux  vi- 
tesses perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier  état 
au  dernier,  soit  encore  à la  somme  des  forces  vives  cor- 
respondantes aux  vitesses  perdues , en  supposant  que 
le  système  passe  successivement  de  son  premier  état  nu 
second,  puis  du  second  au  troisième , et  ainsi  de  suite 
jusqu’au  dernier. 

CoROLLAiHE  II.  — Le  tliéorème  qui  nous  occupe  com- 
prend, comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Carnot 
sur  la  porte  de  force  vive  produite  par  le  choc  des 
• . . ' '7- 
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corps  (Icpourvus  d’claslicité;  car  ce  choc  peut  être  consi- 
déré comme  résultant  de  l’introduction  de  nouvelles  liai- 
sons, par  lesquelles  les  corps  sont  assujettis  à se  toucher 
deux  à deux  en  des  points  déterminés. 

Il  comprend  encore  ce  théorème  de  Coriolis  (*)  : La 
somme  des  forces  vioes  d’un  système  de  points  matériels 
à une  époque  quelconque  de  son'mouvcment  est  égale  à 
la  somme  de  forces  vives  que  prendraient  ces  points,  si, 
étant  animés  de  leurs  vitesses  actuelles,  ils  venaient  à 
former  à cet  instant  un  système  de  figure  invariable 
assujetti  aux  mêmes  liaisons  qu  auparavant,  plus  la 
somme  des  forces  vives  qu'auraient  ces  points  en  vertu 
fies  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils  s’écartent 
des  positions  qtiils  occuperaient  dans  le  système  so- 
lidifié. 

Citons  aussr,"  comme  conséquence  immédiate  de  la 
théorie  qui  nous  occupe,  ce  théorème  de  Lagrange  (’)  : 
La  force  vive  initiale  communiquée  par  des  percussions 
à un  corps  solide,  mobile  autour  d’un  point  fixe,  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  la  force  vive  qui  serait 
communiquée  au  corps  par  les  mêmes  percussions,  s’il 
était  assujetti  à tourner  autour  d’un  axe  différent  de 
l’axe  spontané.  La  théorie  actuelle  va  plus  loin  ; elle 
nous  montre  que,  daus  la  rotation  autour  de  l’axe  spon- 
tané, la  force  vive  est  toujours  un  maximum  et  jamais  un 
minimum  (’). 

Stubu,  Comptes  rendus  de ti’dcad.  des  Seicnces  <le  Paris, 
t.  XIII  , i84>,  2'  sein.,  p.  1046. 

5.  Un  cylindre  homogène , dont  l’axe  est  fixé  tians 

(*)  Journal  de  l'École  t‘otylechnujue.,W\\^  cahier,  p.'93. 

(*)  ^écttnujue  nnalytique^  II®  partie rSect.  Ml,  § 3.7, 

(*)  M.  Dclaiiiiay  a fait  le  premier  ccUc  distiiiclion  entre  le  maximum 
elleminimum  {iournal  de  M.  Liouville,  I.  V,  p.  ^55; 
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une  position  horizontale^  tourne  avec  une  vitesse  don- 
née w,  en  enroulant  un  fil  inextensible  et  sans  masse  qui 
porte  un  point  matériel  de  poids  P.  Ce  point  est  <£ abord 
soutenu  au-dessous  du  cylindre  à une  distance  de  V axe 
égale  à b,  en  sorte  que  le  cylindre  n éprouve  aucune 
résistance  tant  que  la  longueur  du  fil  qui  n’est  point 
enroulé  est  supérieure  à cette  distance.  On  demande  de 
déterminer  cette  distance  b,  de  manière  que  la  iKtesse 
du  système  soit  épuisée  à l’instant  précis  où  le  point 
matériel  vient  toucher  la  surface  du  cylindre , et  d’as- 
signer, dans  ce  cas  , la  durée  de  l’ascension  du  point. 

Soient  a le  rayon  du  cylindre,  m sa  masse  cl  A'  son 
rayon  de  gyration  autour  de  l’axe. 

On  trouve 

. «l’X'oi’ 

2 P ( ? rt’  4-  /«A*  \ 

\g  ! . ' 


et  la  durée  de  l’ascension  est 

a P 


vv.  w. 


6.  Un  cylindre  homogène  dépourvu  d’ élasticité  route 
sans  glisser  sur  un  plan  incliné,  lorsqu’il  rencontre  un 
second  plan  parallèle  à son  axe  et  sur  lequel  tout  glis- 
sement est  impossible.  Déterminer  la  limite  inférieure 
de  l’angle  dièdre  des  deux  plans  au  delà  de  laquelle 
V ascension  du  cylindre  sur  le  second  plan  ne  peut  avoir 
lieu;  et,  dans  le  cas  où  cette  limite  n'est  pas  atteinte, 
trouver  la  vitesse  avec  laquelle  le  cylindre  commence  à 
monter. 

La  limite  cherchée  est 

» 

Si  l’on  nomme  « l’angle  des  deux  plans , u la  vitesse  de 
l’axe  du  cylindre  immédiatement  avant  la  rencontre  du 
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socoiiil  plan,  et  e la  vitesse  de  cet  axe  immédiatcmcnl 
après  ia  reneontre  , on  trouve 

I — 2 cos  a 

—3 

w.  w. 

7,  Un  corps  glisse  sur  un  plan  incliné  arec  une  vi- 
tesse connue  J lorsqu'il  rencontre  sur  le  plan  une  pe- 
tite saillie  qui  met  obstacle  au  glissement.  Jlétermincr 
la  force  du  choc  et  le  mouvement  communique , en 
supposant  que  la  direction  du  choc  soit  située  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  incliné , divisant  le  corps 
en  deux  parties  symétriques. 

11  sulüt  de  considérer  le  système  en  projection  sur  le, 
plan  de  symétrie,  car  les  vitesses  communitjuées  seront 
parallèles  à ce  plan. 

Soient  rn  ia  masse  du  corps,  a la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  son  centre  de  gravité  sur  le  plan , 
b la  distance  du  pied  de  celte  perpendiculaire  à la  saillie 
lors  de  la  rencontre,  A le  rayon  de  gyration  du  corps  au- 
loui’  de  son  centre  de  gravité,  e l’ébasticité,  u la  vitesse 
immédiatement  avant  le  choc,  U et  S les  composantes  de 
la  force  du  choc  suivant  une  perpendiculaire  et  une  pa- 
rallèle au  plan  incliné,  i/eti''  les  composantes  delà  vitesse 
du  centre  de  gravité  à la  fin  du  choc  suivant  les  mêmes 
directions,  o)  la  vitesse  de  rotation  du  corps  à la  fin  du 
choc  autour  de  son  centre  de  gravité. 

On  trouve 

R S uiu  [i  -i-e) 

al)  b' fi’  a' -y- b’ + 

t * f 

U V w V . 

(i-y-e)ab  a’ — c(è’-t-À')  (i+e)a  a’+b’-y-f‘ 

S.  l ne  tige,  dépounuic  d'élasticité , qui  sc  meutpa- 
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rallèlemeitl  à tUc-mômc  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
tement uni,  vient  heurter  contre  un  axe  fixe  perpen- 
diculaire au  plan.  Dêtennincr  la  force  du  choc  et  la 
])osition  de  la  tige  à un  instant  qiudconque  après  la 
percussion , en  négligeant  les  frottements. 

Soient  ni  la  masse  de  la  lige , A son  .rayon  de  gyration 
autour  du  centre  de  gravité,  u la  vitesse  avant  le  clioe, 
c la  distance  du  eentre  de  grav  ité  au  point  de  la  tige  ({ui 
ivçoil  le  clioc  et  H la  force  du  choc.  Rapportons  le  eentre 
de  gravité  à deux  aVes coordonnés  OX,  ÜY  dont  l’origine 
spit  an  pied  de  Taxe  (ixc,  le  premier  étant  dirigé  vers  le 
centre  de  gravité  à l'instant  du  choc,  et  le  second  du  coté 
où  la  tige  tend  à avanettr.  Désignons  par  « l’angle  tpie  la 
i|ireelion.du  mouvement  avant  le  choc  fait  avec  l’axe  OY , 
cet  angle  étant  positif  du  coté  de  OX,  et  nommons  0 
('angle  dont  la  lige  a tourné  dans  le  sens  de  rotation  (|ui 
amène  üX  vers  O Y. 

L’origine  du  temps  étant  à l’instant  du  choc,  il  vient' 


\ 


n = 


ni  A’  « cos  a 
c’-f-A'"  ’ 


’x  — U sin  a . f + (■ , 


c’  U cos  a ^ ^ eu  cos  a 


9.  Deux  billes  Bel  C reposent  sur  un  plan  horizon- 
tal et  sont  en  contact.  Trouver  la  direction  dans  la- 
quelle une  troisième  bille  A , qui  se  meut  sur  le  même 
plan , doit  venir  frapper  la  bille  B,  pour  que  celle-ci 
parte  dans  une  direction  donnée.  Ixs  trois  billes  sont 
égales,  peuvent  avoir  une  élasticité  quelconque , et  se 
choquent  sans  frottement . 

Soient  A,  B,  C les  centres  des  trois  Itilles  à l’instant 
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du  choc,  a l'angle  donné  CBl),  et  0 l’angle  cherché  des 
deux  directions  BA,  CB. 

On  trouve 

tang  fj  — ~ tang  a.  . 

10.  Trois  billes  égales  A , A',  A",  de  niasse  m,  d'èlas- 
■ ticité  e,  et  qui  sont  exemptes  de  jrottcment , sont  assu- 
jetties à SC  mouvoir  sur  un  même  plan  horizontal . Les 
deux  dernières  sont  immobiles  et  se  touchent-,  la  pre- 
mière vient  les  frapper  toutes  deux  au  même  instant, 
avec  une  vitesse  donnée,  égale  à u.  Déterminer  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées.  . 

Soient  V la  vitesse  de  la  bille  A immédiatement  après 
le  choc,  d la  vitesse  commune  des  deux  billes  A',  A" 
au  même  instant,  et  B la  force  tiu  «hoc  qui  a lieu  entre 
la  bille  A et  l’une  quelconque  des  deux  autres. 

On  trouve 

i/3  ' 

B = -g-  /«  ( I 4-  c ) H , 

/"q  * 

g (a — 3e)ii,  v' = ^ ( I -4- f)  «. 

Maclaurix  , Traité  îles  Fluxions , 1.  I , ch.  1 2 , § 5 1 5. 

1 1 . Démontrer  que  la  force  vive  perdue  dans  les  chocs 

simultanés  de  plusieurs  corps  doués  dune  même  élasti- 
cité e,  est  égale  au  produit  de  force  vive  due 

aux  vitesses  perdues  ('). 

On  démontrera  ce  théorème,  delà  même  manière  que 


(‘)  Voir  l.  J,  p.  2i5,  prol).  5. 
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le  théorème  de  Carnot  dont  il  est  la  généralisation,  en 
exprimant,  par  l’étjuation  des  virtuelles,  qu’il  y a équi- 
libre entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvement 
communiquées,  à l’instant  où  les  corps  cessent  de  se  com- 
primer et  commencent  à reprendre  leur  forme  première. 
Pour  effectuer  ce  calcul , il  suffira  d’observer  que  les  com- 
posantes des  vitesses  perdues  par  une  même  molécule 
pendant  les  deux  périodes  du  choc,  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  de  i à c. 

Dosambl  , Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXIV' cahier, 
. ' p.  I ; i83a. 
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CHAPITRE  XII. 

LOIS  DES  PETITES  0SCILL.\T10NS. 


Proposons-nous  de  déterminer  les  petites  oscillations 
qu’*:xécuie  un  système  de  points  matériels  assujettis  à des 
liaisons,  qui  a été  légèrement  écarté  d'une  position  d'é- 
quilibre stable.  Nous  supposerons,  comme  d'babiiude,  les 
forces  indépendantes  du  temps. 

' l,cs  é([uations  de  liaisons  nous  permettent  de  dévelop- 
per (')  les  coordonnées  des  points  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  nouvelles  variables  «,  e,  etc.,  qui  s’an- 
nulent pour  la  position  d’équilibre,  et  dont  le  nombre 

est  précisément  celui  qui  est  nécessaire  pour  fixer  la  po-  .* 

sition  des  points  en  ayant  égard  aux  liaisons.  Substir* 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale,  si  souvent  . 
rappelée,  qui  est  fournie  par  le  principe  des  vitesses 
viptuelles  et  le  principe  de  d’Alembert,  puis  égalant 
à zéro  le  csciricient  de  cbacuiie  des  variations  dit^, 
de,  etc.,  nous  obtenons  des  équations  dinérentielles  qui 
représentent  rigoureusement  le  raouvemeiil  du  système 


(*)  Cesflévcloppomenls  pourront  s'eflTectuer  parla  formule  tic  Maclaurin, 
lors  in^me  que  Ton  ne  saurait  pas  résoudre  l»»s  équations  qui  lient  lt*s 
coonlonnées  aux  nouvelles  variables.  En  elVet,  ces  équations  , étant  diflé- 
rcnliées  plusieurs  fois  do  suite,  donneront  les  expretssioiis  generales  des  dé- 
rivées partielles  des  coordonnées  par  rapport  aux  ntuivellos  variables  h 
l'aide  de  résolutions  successives  d'équations  du  premier  d^grc.  Rempla- 
çant dans  cea  expressions  les  nouvelles  variables  par  xéro  et  les  c«M>rdon- 
nées  par  les  valeurs  correspondantes  h l'état  d'eqiiüibre  stable,  on  aura 
les  coefTicicnts  succossifs  des  développements  cherchés. 
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à l’aide  dés  nouvelles  variables,  dans  les  limites  où  les 
développements  elVeetués  restent  convergents. 

Ces  équations  sont  du  second  ordre,  et  ne  contiennent 
pas  de  terme  indépendant  des  variables  //,  e,  etc.,  car 
elles  doivent  être  vérifiées  pour  la  position  d’équilibre  où 
toutes  les  variables  sont  égales  à zéro.  Les  termes  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à w,  e,  etc.,  et  par  rajiport  aux  dé- 
rivées de  ces  variables,  donnent  la  loi  des  petits  mouve- 
ments. Si  l’on  néglige  tous  les  aulrés  termes , les  équations 
deviennent  linéaires  à coelUcients  constants;  elles  sont 
d’ailleurs  sans  second  membre.  Leurs  intégrales  s’obtien- 
nent par  la  méthode  < onnue;  elles  sont  de  la  forme 

uz=  A,  sin  (v^'-l-a,)  -f->isin(v'c,/-(-3,)-|-, . . , 

*>  =X,A,  sin  ( 4-a,)  -j-X,  A,sin  ( -t- «•) -t- . . ., 

A,,  A,...,  a,,  a,.. .jsontdes constantes arbitrairesqui,  dans 
e}ia<|uc  cas  particulier,  se  déterminent  jiar  les  données 
Initiales;  i', , /',,  etc.,  sont  des  constantes,  racines  d’une 
même  éipiaiion  algébrique  dont  le  degré  est  égal  au  nom- 
bre des  variables  «,  e,  etc.;  À,'  X,,  etc.,  sont  des  coefli- 
cients  constants  qui  se  déduisent  de  , r, , etc. 

Soit  n le  nombre  des  variables  etc.  L’expres- 

sion de  chacune  de  ces  variables  en  fonction  du  temps, 
est  générali'incnt  une  somme  de  n termes  tels , que  cha- 
cun d’eux,  pris  isolément,  représente  une  jM'tite  oscil- 
lation de  même  nature  que  celle  d'un  pendule  simple. 
Toutes  ces  petites  oscillations  simples  se  partagent  en  n 
groupiïs,  pour  chacun  desquels  la  durée  de  roscillation 
est  la  même;  il  entre  généralement  une  oscillation  de 
chacun  des  groupes  dans  la  valeur  de  cha(|ue  variable.  Le 
mouvement  du  système  autour  de  sa  position  d’éipiilihre 
est  donc  composé  d’oscillations  simples  et  simultanées 
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dont  le  nomibre  est,  en  général,  celui  des  variables  néces- 
saires pour  fixer  la  position  du  système.  C’est  en  cela  que 
consiste  la  loi  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  dé- 
couverte par  Daniel  Bernoulli  ( * ) . 

Il  y a plus  : supposons  que  pour  de  certaines  données 
initiales, 

M = a. , V , 

. du.  , dv  I 

-7-  = “., 


le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

« = U„]  ^ = 

que  pour  d’autres  données  initiales. 


U = H 


3 > 


dû 

dt  rit 


dv  , 


le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

H = Ü,,  = 

ainsi  de  suite. 

Pour  les  données  initiales  qui  sont  la  somme  des  pre- 
mières. 


U 1=  Kl  -4-  (t,  -f- 

du 


dt 


= K , -i-  K , -4- . 


V <<7+...,  .... 


le  mouvement  sera  représenté  parla  somme  des  premières 
intégrales  , 

a = Ui  -f-  U,  •+•..,  r = V,  -+-V,-4-...,  • • • \ . 

car  ces  dernières  expressions  vérifient  les  équations 
différentielles  linéaires  du  mouvement , et  se  réduisent 


(*)  Hém  de  l'Acttds  ilr  üciliitf  Ij3. — Novï  Comment.  Vetrop.., 

I.  XIX  , 177J,  p.  139.  • . . 
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aux  valeurs  initiales  données , lorsqu’on  y fait  t = o*. 

• , Cette  loi  générale,  d’après  laquelle  les  petits  mouve- 
ments se  superposent  sans  se  nuire,  donne  l’explication 
d’un  grand  nombre  de  phénomènes  relatifs  aux  ondula- 
tions des  liquides,  à l'acoustique,  à la  lumière,  etc. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  l’on  se  borne  à lapre-" 
mière  approximation.  Si  l’on  veut  une  détermination  plus 
exacte  du  mouvement , on  reviendra  aiix  équations  rigou- 
reuses, on  substituera,  dans  les  termes  du  second  degré 
par  rapport  à u.,y,  etc.*,  et  par  rapport  à leurs  dérivées,  les 
expressions  de  ces  quantités  en  fonction  du  temps  obte- 
nues à la  première  approximation;  puis,  négligeant  tous 
les  termes  d’uu  degré  supérieur  au  second,  on  aura  de 
nouvelles  équations  qui  ne  difléreront  des  premières  que 
par  Faddition  d’un  second  membre,  fonction  connue  du 
temps.  On  en  déduira  d’autres  valeurs  de  u,  u,  etc.,  plus 
approchées  que  les. premières;  et  l’on  pourra  continuer 
ainsi , par  la  méthode  des  approximations’  successives , 
aussi  loin  qu’on  le  jugera  convenable.  “ 


1 . Une  balance  or- 
'rlinaire , dont  le péau 
AA'  reste  dans  un 
même  plan  vertical , 
supporte  deux  poids 
égaux  P,  P',  suspen- 
dus à des  pis  de 
même  longueur  APj 
A' P dont  on  néglige 
la  masse.  On  imprime 
à cet  appareil  un  pe- 
tit mouvement  absolument  quelconque  qui  dérange  lé- 
gèrement l'équilibre , et  Von  propose  de  déterminer  les 
oscillations  du  péau  et  des  deux  poids. 
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a;o  . 

Soic'iii 

a la  longueur  de  cliacuii  des  bras  du  fléau , considéré 
eoniiue  une  droite; 

, h la  hauteur  de  l'axe  de  suspension  O au-dessus  du 
Iléaii  ; ^ 

/ la  longueur  de  chacun  des  fils; 

m la  masse  de  chacun  des  poids; 

c la  distance  de  Taxe  de  suspension  au  centre  de  gra- 
vité de  toute  la  partie  mobile,  les  poids  excejités  ; 

M la  masse  de  cette  partie  mobile  ; 

h son  ravon  de  gyration  autour  de  l’axe  de  suspension  ; 

0 rinclinaison  du  fléau  sur  l’horizontale; 

'P  l’angle  que  le  fil  AP  fait  avec  le  plan  vertical  du 
Iléau  ; 

Ÿ l’angle  que  le  même  fil  fait  avec  un  second  plan  ver- 
tical perpendiculaire  au  premier; 

'!>'  et  9.'  les  angles  analogues  [wur  le  fil  A'P;  •- 

’J’ et  T'  Im  tensions  des  fils  AP  et  A' P'. 

' L’origine  des  coordonnées  sera  le  point  de  suspen- 
sion O ; l’axe  OZ  sera  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  l’axe  OX  dans  le  plan  vertical  du  fléau  du  côté  du 
point  P;  JC,  jr,  Z seront  les  coordonnées  du  point  P; 
j',  ) z'  celles  du  point  P.  Nous  compterons  positives 
lesdéviations  ^jj,  ip',  quand  elles  tendront  à augmen- 
ter les  coordonnées  x,  jr,  x\y'  ; nous  prendrons  l’angle  6 
positif  quand  l’extrémité  A sera  soulevée. 

Les  éipiations  du  mouvement  des  points  P et  P',  consi- 
dérés comme  des  points  libres,  seront  les  suivantes: 


d^jc 

T . 

sjnç,- 

m 

d ’x'  _ 

~dF  ~ 

V . 

Sinç*, 

m 

d\r  _ 

,r  . ,, 

dr  ~ 

■ . 

sinJ/, 

m 

_ 

dt- 



m 

\ 

« 

. 

• 
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d'z  T 

f/“î'  T' 

d'd 

M/’— = — M^csine  — Tcosij<[acos(Ÿ  — 0)  — 6sin{(j)  — 0)] 

+ T'  coS'|'[acos(y' — 0)  -f-6sin((j>'  — 0j], 


. Tirant  les  valeurs  de  T et  de  T' des  équations  en  z et  z' , 
les  reportant  dans  les  autres  équations,  il  vient 


d'-g  f ( 

dt'  cos  >j/  Y 

d' x'  tang  ç'  j 

''  d'z'\ 

de'  cosi}/  \ 

d'y  tangij)  / 

d'z\ 

de  ' cos  O Y 

'~~dF)~°’ 

<l'y'  ^ tang^}l'  ^ 

d'z'\ 

dt'  ^ cos  y'  Y 

^ de')~°’ 

d'd 

M k'  ——  + M^csin  0 


dt' 

a COS  ((f  — 0}  — ( sin  — 0) 
COS(f 

a cos  (/  — 0)  H-  i sin  (^'  — 0) 
cos»' 


Ce  sont  là  les  équations  qui  représentent  le  mouvement , 
eu  égard  aux  liaisons.  , 

U faut  actuellement  exprimer  les  coordonnées  en  fonc- 
tion des  variables  6,  iji,  ip',  >p',  qui  s'annulent  dans  la 
position  d’équilibre,  et  dont  le  nombre  est  précisément 
celui  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  position  du 
système  ; puis  substituer  ces  expressions  dans  les  équa- 
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lions  j)récédeutcs,  en  négligeant  les  termes  du  second 
degré. 

Si  l’on  eflèctue  de  suite  les  développements  des  coor- 
données , cl  que  l'on  néglige  les  termes  d’un  degré  supé- 
rieur au  premier,  il  vient 


xz=ésin9-t-n  cos  9 -)-  / sin  ç cos  i}i  = t9-(-aH-/?, 
y = /sini{/  = 

ï = è cos  9 — fl  sin  9 -t-  / cos  ç cos-^  ~ b — a 9 

Les  valeurs  de  s' se  déduisent  <le  celles-ci  en  rem- 

plaçant f,  <p  par  f',  et  changeant  le  signe  de  a. 

Telles  sont  les  expressions  qu’il  faut  substituer  dans 
les  équations  précédemment  obtenues , en  même  temps 
•{u’on  développera  suivant  les  puissances  des  variables 
0,  y,  if/,  ij/,  (j/,  en  négligeant  toujours  les  secondes  puis- 
sances, ainsi  que  les  produits  des  variables  par  leurs  dé- 
rivées. 

Effectuant  ces  calculs,  et  posant 


-1-  3 ma'  Mr 

=p, h 2 t»  = 7, 

mg  m 


on  trouve  pour  les  équations  des  petits  mouvements. 


rf>9 


d'i,' 


Ht 


dt' 


dt' 


d'il  d'il' 

(3)  = (4)  = 0, 

(5)  P ^-(-99  — i(ç-f-f')  = o. 

Les  équations  (3)  et  (4)  s’intégrent  séparément.  Leurs 
intégrales  sont 

(6)  .^  = Csin^y/^f4-7),  = 
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Le  système  des  trois  autres  équations  n’est  point  altéré 
quand  on  échange  entre  elles  les  variables  (p  et  ç'.  Il  s’en- 
suit que  ces  é(iuations  admettent  la  solution  (p  = <p'. 
Toutefois,  il  est  une  solution  plus  générale.  Pour  qu’elle 
. n’échappe  pas  au  calcul,  on  remplacera  les  équations  (i) 
et  (a)  par  leur  somme  et  leur  dillérence;  en  sorte  (ju’on 
aura  à intégrer  les  trois  équations 


a b 


fl'  9 , 


dt' 


+l 


dt' 


dt' 


d'$ 


i 

■ i 

: . : i 

•I 

- A 
* «i 


L’équation  en  y — ç'  s’intégre  séparément.  Elle  donne 
7-ci.'  = aBsin  . 

• t. 

Quant  aux  deux  autres  équations,  si  l’on  y substitue  les  ' 
valeurs  ■ • . ' 

0 = Asin  a), 

Ÿ -t- ÿ' = aX  A sin  (y^/ J- a), 

on  reconnaît  qu’elles  sont  satisfaites,  quand  r est  l’une  . . ’ 
quelconque  des  racines  de  l'équation  du  second  degré 

{pr  — <i){lr  — s)—ib'rz=o, 

et  que,  pour  chacune  de  ces  1 aciues,  la  valeur  correspon-  . 
dante  de  X satisfait  à la  relation 

, • . 

À — . . ■ 

a»  . 

L’équation  qui  donne  r a ses  deux  racines  positives , car 
les  valeur»  ; =o,  = y»  , substituées  dans  le  premier 

U.  . . , - 
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iiicmbre,  donnonl  des  résultais  allcrnati\eim‘iUposuifs  cl 
. négatifs. 

, 'Soient  r,,  r,  ces  racines,  et  X,,  X,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X. 

Les  intégrales  générales  seront 

Ô = A,sin(^r,  / -)-  a,)  -t-  Ajsinfy'r,  / -t-  a,) 

— ^ ~t~-L ^ — î.  =X,  A,sin(v^r, r-f-  a,) 

2 2 

I -+-X,A,sin(v/r,t-t-a.) 

' --  f ~^.î.  — 1—1.  = X,  A,  sin  {sfr,  t -ha,) 

2 2 

-h  X,  A,  sin  (v^r,f  -H  a,)  — B sin  ^ ’ 

Il  ne  reste  plus  qu’à  déterminer  les  dix  constantes  ar- 
bitraires A,,  A,,  B,  C,  C,  a,,  |3,  y,  / par  la  condi- 
tion que,  pour  / = o,  les  cinq  variables  et  leurs  cinq 
dérivées  se  réduisent  aux  valeurs  initiales  données,  Ce 
calcul  se  fera  sans  difficulté  ; alors  les  valeurs  (6)  et  (y)  se- 
ront la  solution  complète  du  problème.  On  pourra  vérifier 
aisément  la  loi  delà  superitosition  des  petits  mouvements. 
Il  n’existe  ici  que  trois  espèces  d’oscillations  dont  les  pé- 
riodes soient  dillérenles,  bien  qu’il  y ait  rinq  variables. 
Cette  exception  à la  règle  générale  provient  de  la  symétrie 
de  l’appareil.  De  plus  , la  valeur  de  chacune  des  variables 
ne  renferme  pas  toutes  les  espèces  d’oscillations.  Ceci  aura 
lieu  toutes  les  fois  que  les  équations  du  mouvement 
se  partageront  in  plusieurs  groupes  séparément  inté- 
grables . 

Afin  de  donner  un  exemple  des  approximations  suc- 
cessives, déterminons  la  partie  principale  des  perlur- 
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bâtions  que  les  oscillations  du  fléau  produisent  sur  les 
oscillations  du  poids  P dans  le  plan  perpendiculaire  au 
fléau. 

. Il  nous  faut  revenir  à l'équation  ngoureuse 


d'y  tang-ji  / d 
dt'  cos  y 


d'z\ 


clicrclier  parmi  les  termes  d’un  degré  supérieur  au  pre- 
mier , cl  qui  dépendent  de  6,  celui  qui  est  du  degré 
moindre,  y remplacer  les  vaiiables  par  les  valeurs  déjà 
irouvées,  puis  ajouter  ce  terme  à l’équation  (3). 

r • , rf’O  , 

l.e  terme  en  question  est -f- « y -p-,  ; par  conséquent, 

l'équation  qu'il  s’agit  d’intégrer  est  la  suivante: 


{«) 


1 COS 

(v^.-y/f)t  + »,-v]l 

1 (il  V. 

i 

— cos 

(v^.4-y/f)t+*,+7jj 

I 4-  — CAj/*! 

cos 

(v^.-v/f)r  + a,-7]j 

1 . 2 

— cosj 

^\/c.  7 j 1 

F.lle  a pour  intégrale  particulière 
i = M.cosj^^ 


N,  cos 


f -h  a,  “ 7 
/ *1  4-  7 


J 
] 

, -h  i'fjcosj^^v'r,  — ^ -i- a.  — yj 

1 N,cosj^(^  y/r,  f ^ r -t- 7j. 
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Ci;Ue  iiîK'grale  particulière,  ajoulcc  h l’intcgialc  géni'- 
rale  (6)  de  l’équaiioa  sans  second  membre,  forme  riiué- 
grale  générale  de  rtMjualion  (8) , cl  représente  le  mouve- 
ment troublé  qtiand  on  détermine  les  constantes  d’après 
les  valeurs  initiales.  - 

Euler,  Nnvi  comment.  Acad.  Petrop.,  t.  XIX,  1775,  p.  î85. 

2.  Peux  points  pesants  P,  P,  de  masses  m , sont 
fixés  a des  hauteurs  différentes  sur  un  même  fil  flexible , 
inextensible  et  sans  masse,  qui  s’attaché  à un  point 
fixe  ü.  Les  deux  poids  sont  d’abord  légèrement  écartés 
de  la  -verticale,  sans  que  les  deux  parties  du  Jil  cessent 
d'étre  tendues  et  situées  dans  un  même  plan  vertical  ; 
puis  on  abandonne  le  système  sans  vitesse.  Trouoet 
quels  doivent  être  les  écarts  primitifs , pour  que  chacun 
des  deux  poids  P,  P'  oscille  comme  un  pendule  simple. 

Soient  OP  = /,  PP'  = n,  6 et  ^ les  petits  angles  que 
ces  parties  du  fil  font  d’un  môme  c(jlé  sur  la  verticale, 
â,  et  qso  les  valeurs  initiales  de  ces  angles. 

On  trouve  que  les  petits  mouvcment.s  des  deux  poids 
sont  représentés  par  les  formules 

0 rr- A,  cost/r,  f -f- Ajcosv^r,  f,  \ 

• A , cos yV,  I X,  A,  eos  fr,  t , 
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clans  lesquelles  r,,  r,  désigiienl  les  racines  de  léqtiatiuii 
(i)  [mlr—  (m  m')g'\  («r—  g)  — gm'lr=^  o, 

X,  el  X,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fraction 


cl  A,,  A,  des  constantes  déterminées  par  les  relations 

A I “f"  A J J ^1  A ( “4“  ^ j A J “ 

Pour  (jue  chacun  des  poids  oscille  comme  un  pendule 
simple,  il  faut  (jue  l'iinc  des  cjuantités  A,  , A,  soit  nulle. 
Dans  ce  cas, 

g 


X = r = - 


et , par  suite  (i) , 


0 ’ .0, 

(m  -t-  m')l~  — {m  -f-  m')(l  — n) ni'n  — o. 

. ?. 

Telle  est  l’équation  qui  détermine  le  rapport  des  écarts 
primitifs  0o»  EHc  a toujours  une  racine  positive  infé- 
rieure à l’unité,  et  une  racine  négative  dont  la  valeur  nu- 
mérique est  inférieure  au  rapport  La  racine  positive  ' 

•répond  an  cas  où  les  deux  poids  sont  en  même  temps  d'un 
même  côté  de  la  verticale,  la  racine  négative  répond  au 
cas  contraire.  Dans  ces  deux  cas,  les  oscillations  des  deux 
poids  ont  la  même  durée,  mais  n’ont  pas  la  même  ampli- 
tude. 

■ Dakiel  Bebmoulli,  ibid.,  p.  aGo. — Ecleb,  ibiil.,  p.  285. 

S 

.3.  On  supposa  une  tige,  homogène,  suspendue  par  son 
extrémité  à un  fil  inextensible  et  sans  massa  r/ui s’attache 
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à un  point  fixe.  L'équilibre  a été  légèrement  troublé, 
sans  que  le  sy.ftème  ait  cessé  fl" être  contenu  dans  un  même 
plan  vertical.  Il  s’agit  de  déterminer  les  petites  oscilla- 
tions que  la  tige  exécute. 

Soient  3a  la  longueur  de  la  tige,  l la  longueur  du  fil , 
6 et  y les  petits  angles  que  le  fil  et  la  tige  font  avec  la  ver- 
ticale, ces  angles  étant  comptés  positifs  d’un  même  côté. 

Si  l’on  représente  par  r,  et  r,  les  deux  racines  positives 
de  l'équation 

3r’  — (4a-H3/)r-|-«/=ü, 


les  petites  oscillations  seront  données  par  les  formules 


Le  système  reprendra  périodiquement  la  même  posi- 
tion, si  r,  et  r,  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  deux 
nombres  entiers.  • ' ■ 

Dabiel  Berboulli,  Nofi  Comment.  Petrop.  , 1773,  p.  24; • 
Euler,  ibid.,  p.  268. 


■4.  Deux  points  matériels , de  même  masse , sont  fixés 
sur  un  fil  élastique  tendu  entre  deux  points  fi.res,  et  di- 
visent la  longueur  du  fil  en  trois  parties  qui  sont  égales  ■' 
dans  l'état  d’équilibre.  Déterminer  les  petites  oscillations 
que  les  points  matériels  exécutent,  lorsque  l’équilibre  a 
été  légèrement  troublé  sans  que  le  fil  ait  cessé  d'être 
rectiligne.  On  admet  que  la  tension  de  chaque  partie 
du  fil  croît  avec  la  longueur,  d'une  quantité  proportion- 
nelle à l'allongement. 

Soient  3a  la  longueur  totale  du  fil,  n + x,  a -f- r, 
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f*" 

T-!-  — » Th -leurs  (cnsions. 

ua  U.  fl 

Si  r ou  observe  i|uc  lu  suiiiine  .i:  H-  > 2 esl  nulle,  ou 

uiTive  facilement  aux  éijuations 


f/'  (x  — ï) 


fi’  r 
~dt’ 


X — Z 


)ifi 


Leurs  intégrales  fout  connaître  les  distances  des  deux 
points  à la  même  extrémité  du  fil,  savoir  ; 


Il  H-  U-  = « H-  A sin 


a fl  -i-  X -+-J'  --2.a  -h  A 


' A,  11,  a,  (5  sont  des  constantes  qui,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, se  déterminent  par  les  circonstances  initiales. 

Chacune  des  deux  masses  oscille  comme  un  pendule 
simple  si , après  les  avoir  également  écartées  de  leurs  po- 
sitions d’équilibre,  on  les  abandonne  au  même  intant 
sans  vitesse  initiale.  Dans  ce  cas,  la  durée  d’une  os- 


cillation est  n \'fta  ou 


suivant  que  les  écarts 


primitifs  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire. 

On  étendra  sans  diilicnlté  les  formules  précédentes  à 
'un  plus  grand  nombre  de  points  matériels,  placés  à des 
distances  égales  sur  un  fil  élastique. 
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COMPLÉMENT 

Al’X 

aiESTIONS  DE  STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ATTllAGTION. 

Dans  ce  chapitre,  nous  étudierons  spécialement  l’at- 
traction qui  s’exerce  proportionnellement  à la  masse  et  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

La  somme  des  éléments  de  masse  du  corps  attirant,  di- 
visés respectivement  par  leur  distance  au  point  attiré,  est 
ce  qu’on  nomme,  d’après  George  Green,  le  potentiel  du 
corps  attirant  par  rapport  au  point  attiré.  ^ 

Si  l’on  nomme  X, y,  z les  coordonnées  du  point  attiré, 
V la  fonction  de  ces  coordonnées  cpii  représente  le  poten- 
tiel, on  a l’équation  aux  différentielles  partielles 

rf’V  d^V  __ 

dx‘  ily'  tlz’’  ’ 

quand  le  point  attiré  est  extérieur  au  corps;  et  quand  le 
point  attiré  est  intérieur  au  corps,  si  l’on  nomme  p la 
densité  du  corps  dans  le  voisinage  du  point  attiré,  on  a 

rf’V  f/’V  , 

La  première  équation  est  de  Laplace  [Mécanique  céleste, 
liv.  II,  § 1 1)  ; la  seconde  est  de  Poisson. 

Soit  P I attraction  de  l’niiité  de  masse  à l’iinité  de  dis- 


a8î  mécasiqle  nATio>NFXLp. 

lance,  l-es  composantes  de  ralliaclioii  suivaiil  les  axes 
des  X , des  y cl  des  z sont  rcspcclivenieiit  représentées  ^ 
par  les  dérivées  partielles 


riV 

rfz 


Il  s’ensuit  ijuc  ratlraclion  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male à la  surface  dont  l'équation  est  de  la  forme 

V = const., 

et  qui  passe  au  point  attiré. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  l’on  obtient  en  fai- 
sant varier  la  consianle  dans  1 équation  précédente,  sont 
dites  suvjac<;s  tic  niveau  relativement  à ratlraction  du 
corps. 

Si  l’on  pmmène  le  point  attiré  sur  une  même  surface  de 
idvcau,  l’attrai-tion  cycercée  sur  ce  point  sera  constam- 
ment égale  à 


dn  représentant  la  portion  de  la  normale  à la  surface  au 
point  attiré,  qui  est  comprise  entre  celte  surface  et  la  sur- 
face de  niveau  infiniment  voisine  inlérieurc  à la  première. 

‘ Deux  corps  qui  ont  les  mêmes  surfaces  de  niveau  exer- 
cent la  même  action  sur  un  point  de  l’espace  n un  facteur 
constant  près. 

Deux  surfaces  de  niveau  relatives  à un  même  corps  ne 
peuvent  avoir  un  point  commun , .à  moins  qu’elles  ne  se 
confondent;  car  les  deiix  équations  simultanées 

V = A,  V = n 


ne  peuvent  admettre  de  solution  eommuno,  à moins  que 
l’ou  n’ait  = B,  et  alors  les  deux  équations  représeiiteni 
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la  même  surface.  Les  .surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
fermées;  car,  ces  surfaces  étant  évidemment  continues,  il 
n’y  aurait  exception  pour  l’uiie  d’elles,  qu’autanl  que  cette 
surface  s’étendrait  à l’infini  ; or,  pour  un  point  attiré  situé 
à l’infini,  le  potentiel  est  nul  ; doiu-  rétjuation  de  la  sur- 
face est  V = o,  et,  par  suite,  elle  est  tout  entière  rejetée 
à l’infini.  Entre  deux  surfaces  de  niveau,  celle  qui  répond 
à la  plus  grande  valeurdu  potentiel  est  intérieure  à l’autre. 

Les  premières  recherches  sur  l’attraction  des  corps 
eurent  pour  objet  l’action  des  sphères,  des  ellipsoïdes 
et  des  corps  peu  différents  de  la  sphère  connus  sous 
le  nom  générique  de  sphéroïdes . Ces  travaux  étaient  com- 
mandés par  les  besoins  de  la  mécanique  céleste. 

SKCTION  1. 

ATTKACTIOX  UES  ELLIPSOIUES  ET  n’v'N  ARNEAC  ELLIPTIQLE. 

Attraction  des  ellipsoïdes.  — Newton  (')  réussit  h. 
déterminer  l’attraction  d’un  ellipsoïde  de  révolution  sur 
un  point  de  l’axe  de  figure,  et  démontra  les  deux  propo- 
sitions suivantes  : Une  couche  comprise  entre  deux  el- 
lipsoïdes concentriques,  semblables  et  semblablement 
placés,  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur. 
Deux  ellipsoïdes  de  révolution  concentriques,  semblables 
et  semblablement  placés,  exercent  sur  deux  points  de 
leurs  surfaces  situés  sur  un  même  rayon  mené  du  centre, 
des  attractions  dirigées  suivant  la  même  droite  et  dans 
le  rapport  des  distances  au  centre.  Ceci  ramenait  déjà 
la  recherche  de  l’attraction  sur  un  point  intérieur  à celle 
de  l’attraction  sur  un  point  de  la  suiface.  Maclaurin  (*) 


(')  Principia,  lib.  I,  prop.  91. 

(*)  Dr  ctiusa  physicajluxus  cl  refluxus  nttu  is,  Prix  «le  l'Arad.  des  Sc-  do 
l’trii,  t.  IV  — Trané  drs Jluxiom,  Hv,  |,  cliap.  xiv. 
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aclu'vn  celle  ]>anie  du  problème  en  déierminaiil  l’allrac- 
lion  d’un  ellipsoïde  de  révolulion  sur  un  poiiil  de  sa  sur- 
face. II  put  encore  trouver  l’a  lirai  lion  sur  un  poinl  exlé- 
rieur  lorsque  cclui-ri  est  situé  dans  le  plan  de  l’équaleur. 
Le  même  géomètre  démontra  que  deux  cl/i/>soïdcs  horrio- 
Jocaux , et  (tailleurs  quelconques,  exercent  sur  un  indrne  . 
point  situé  sur  le  prolongement  de  l’un  des  axes  princi- 
paux, des  attractions  dirigées  suivant  la  même  droite 
et  proportionnelles  à leurs  masses.  C'vsl  la  proposition 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaun'n.  I.a- 
grange  {')  étendit  ce  tliéoréme  à tout  jMiiiit  extérieur  situé 
dans  un  plan  principal. 

Legendre  (*)  acheva  la  théorie  de  ratirnction  pour  un 
ellipsoïde  de  révolution,  et  soupçonna  l’exlension  du' 
ihéorème  de  INIaclaurin  à un  poinl  extérieur  quelconque. 
Laplace  (*)  démontra  celte  extension,  et  résolut  complé- 
lemenl  le  problème  de  l’atiraclion  d’un  ellipsoïde  quel- 
conque sur  un  point  situé  comme  l’on  voudra  ; mais  sa  so- 
lution est  extrêmement  compliquée. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  solutions  ont  été  publiées. 
Nous  citerons  les  plus  remarquables.  La  solution  de 
M.  Ivory  (*)  ramène  .à  la  recherche  de  rallracliou  sur  un 
point  intérieur,  celle  de  l’ait  ractiou  sur  un  point  extérieur, 
qui  était  réputée  jusqu’alors  beaucoup  plus  diflicile.  La 
solution  de  Gauss  (^)  est  très-remarquable  par  sa  simplicité. 
Parmi  les  diverses  solutions  publiées  par  .M.  Chasles  (*), 
il  en  est  une  fort  simple  fondée  sur  la  géométrie.  F.iilin 


{’)  lYoui*.  Mcm.  di’VAcad.  de  (Icffiny  1773. 

(*)  Snpflnfi  (Acad.  iIc-hSc.),  l.  X, 

(*)  Mémoires  de  t'Acad.  des  Sc,  dr  Varitt  178^.  — Mécanu\uc  céleste, 
liv.  111 , cbftj).  1. 

(*)  Vhilosophieal  Transttctiom,  1809. 

(*)  Commcntationcs  Soc»  rep.  Sc.  Gotlrv^ensis  rcerntivres,  t.  Il*  |H|,3, 

(*)  Compta  tendus  de  l’Acad.  des  Sc.  de  Va’is,  l.  \I,  i838,  som. 
p.  00?.  — Jouinnl  t\v  M Liouvillo^  l.  V,  18^0, 
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M.  üirichlfl  (')  ramène  à des  intégrales  simples  les  inté- 
grales triples  qui  mesurent  ratlrarlioii,  en  se  servant  d’un 
artiiiee  d’analyse  fort  ingénieux,  qui  consiste  à multiplier 
'la  quantité  comprise  sous  les  signes  f par  un  facteur  qui 
est  égal  à l’unité  entre  les  limites  des  intégrales , cl  qui  se 
réduit *à  zéro  en  dehors  de  ces  limites. 

Nous  rapporterons  brièvement  la  méthode  de  Gauss , 
parce  qu’elle  est  peu  connue,  et  consiste  presque  tout  en- 
tière dans  des  théorèmes  généraux  susceptibles  d’un 
grand  nombre  d’applications. 

Théorèmes  préliminaires.  — Ces  théorèmes,  fon- 
dements de  la  méthode,  ont  pour  but  de  ramener  les  inté- 
grales triples  à des  intégrales  doubles.  On  y considère  un 
corps  terminé  par  une  surface  absolument  (juelconquc, 
qui  peut  se  composer  de  plusieurs  parties  isolées. 

Soient 

OX,  OY,  OZ  des  axes  rectangulaires; 

fis  l’élément  de  sut  face  au  point  P dont  les  coordonnées 
sont  x,j,  Z-, 

d<3  la  valeur  numéri([ue  de  la  projection  de  l’élément 
(is  sur  le  plan  ZOY  ; 

PX  la  normale  cxtérièure  au  point  P,  c’est-à-dire  la 
normale  qui  se  dirige  hors  du  corps  ; 

. (XX)  l’angle  ([ue  la  direction  PN  fait  avec  l’axe  des  a: 
i 

M uti  point  matériel  attiré  par  le  corps; 

r la  distance  du  point  M à un  point  du  corps,  prise  en 
valeur  numérique. 

TnÉORÉME  1.  — L’intégrale  J’ co$  (SlC)  ris  étendue  à 
toute  la  surface  du  corps  est  nulle.. 


(*)  Acadèmir  àv  Bcrltn,  i83(i. — ('om/tftTS  rcndu.i  de  l AcaJ.  des  Sc.  de 
Paris,  l.  VIU,  i839,  «cm.,  p.  i56. 
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Eu  eflet,  l’élémcui  de  cette  intégrale,  cos  (NX)  ds,  est 
égal  à — r/a  ou  à -t-  du,  suivant  qu’on  entre  dans  le  corps 
ou  qu’on  en  sort  par  rélément  de  surface  ds , quand  on 
suit  dans  le  sens  de  l’axe  des  x utie  parallèle  à cet  axe 
inence  par  l’élénient  d<j.  Mais  , en  suivant  tonte  la  lon- 
gueur de  cette  droite,  on  entre  dans  le  corps  et  l’on  en 
sort  un  même  nombre  do  fois;  donc  les  éléments  de  l’inté- 
grale qui  ont  la  même  projection  da  se  détruisent  deux  à 
deux.  Par  suite,  l’intégrale  est  nulle. 

Théokème  II.  — Le  volume  du  corps  est  représente 

par  V intégrale  f a:  cos  (^X)  ds  étendue  à toute  la  sur- 
face. 

En  effet , d’après  ce  que  l’on  a dit  au  théorème  précé- 

dent  sur  la  double  valeur  du  produit  cos  (n:)^)  ds,  les 
éléments  de  l’intégrale  actuellement  considérée  qui  sont 
situés  dans  le  jwtil  cylindre  élevé  sur  la  base  do  parallè- 
lement à l’axe  des  x , font  une  somme  précisément  égale 
au  volume  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  dans 
ce  petit  cylindre. 

I iiÉonÈME  III.  — Si  l’on  suppose  le  corps  homogène , ' 
fpie  l’on  représente  par  f{r)  l’altraction  de  l'unité  de 
masse  à la  distance  r,  et  que  F on  fasse  f f(r)  dr=  F(/-), 
l'attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
direction  des  x positifs,  sera  représentée  par  l’intégrale 

/F{  /■)  cos  (NX)  ds  étendue  à toute  la  surface. 

Considérons  un  élément  de  volume  renfermé  dans  le 
petit  cylindre  de  base  do , entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à l’axe  des  x et  très-voisins  l’un  de  l’autre.  Repré- 
sentons par  (MX)  l’angle  que  fait  la  direction  de  l’axe 
des  X jKtsitifs  avec  la  droite  <]ui  joint  l'élément  de  vo- 
lume au  point  M.  L’attraction  de  l’élément  de  volume 
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esliinée  suivant  l'axe  îles  j~  sera 


Or  cos  (MX)  fix  est  la  projection  de  raccroissement  r/.r 
sur  la  droitequi  joint  l’élénienl  de  volume  au  point  M;  c’est 
donc  raccroissement  coVrcsjiondant  i/r  cliangé  de  signe.  11 
s’ensuit  que  l’attraction  élémentaire  est  i/ï  J (r)  dr.  Pour 
obtenir  l'attraction  de  toute  la  partie  du  corps  qui  est  ren- 
fermée dans  le  petit  cylindre  tic  base  c/7,  il  faut  former 
l'intégrale  indéfinie  d<JŸ  (r),  donner  successivement  à r 
les  valeurs  correspondantes  aux  éléments  de  surfais  ds  dé- 
coupés par  le  petit  cylindre,  alfecter  les  résultats  du  signe 
— ou  du  signe  suivanti{u'on  entre  dans  le  corpsou  qu’on 
en  sort  en  traversant  l’élément  ds  dans  la  direction  des  x 
positifs,  puis  faire  la  somme  des  termes  obtenus.  Mais, 
d’après  ce  qu'on  a dit  plus  haut,  ceci  revient  à faire  la 

.-"X 

somme  des  éléments  F (r)  cos  (^X)  ds  qui  appartien- 
nent au  cylindre  considéré  ; si  donc  on  étend  cette  somme 
à toute  la  surface,  on  aura  l’attraction  totale. 

Les  trois  ibéorèmes  suivants  se  rapportent  plus  spécia- 
lement aux  coordonnées  polaires.  Nous  conserverons  la 
•même  notation,  si  ce  n'est  que  c/7  représentera  l’élément 
de  surface  découpé  sur  une  sphère  décrite  de  M comme 
centre  avec,  un  rayon  égal  à l’unité,  par  un  petit  cône 
dont  le  sommet  est  en  M et  dont  les  arêtes  s’appuient  sur 
le  contour  de  l’élément  de  surface  ds.  De  plus,  nous  re- 
présenterons par  (NM)  l’angle  que  la  normale  extérieure 
•PN'  à l’élément  ds  fait  avec  la  direction  PM. 

-r.  • r • • • ) ' r cos  ( N M ) fô  , , , 

Iréorf.me  IV.  — Ijtnlegrale  I — î ~ — etenriueà 
toute  la  surface  du  corps  est  nidla,  égale  n — ou 
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égale  à — olh,  suçant  que  le  point  M est  extérieur  au 
corps,  intérieur  au  corps  ou  situé  sur  la  surface. 

P'ii  effet , décrivons  une  splière  de  M comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à la  distance  r du  poiut  M à l’élément  ds. 
La  surface  découpée  sur  cette  sphère  par  le  petit  cône 
dont  on  a parlé  sera 

r^dc,  üu  bien  ±cos(NM)«/x, 


le  sigue  -H  se  rapportant  au  cas  où  le  rayon  mené  dn  point 
M à l’élément  ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  cet 
élément,  et  le  signe  — se  rapjiortant  au  cas  où  le  rayon 
sort  du  corps.  On.a  donc 


± da  = 


COS  ( NM ) ds 


les  signes  étant  réglés  par  la  même  loi. 

Or,  si  le  point  M est  extérieur  au  corps , ehacpie  rayon 
entrera  dans  le  corps  et  en  sortira  un  même  nombre  de 

c ■ \ I • 1 /™cos(N'M)  f/.s  , , 

fois;  donc,  dans  ce  cas,  1 intégrale  I ^ — eteudue 

à toute  la  surface  sera  nulle. 

Si  le  point  M est  intérieur  au  cor^is,  chaque  rayon  sor- 
tira une  fois  de  plus  qu’il  n’entrera;  donc,  dans  ce  cas, 
l’intégrale  étendue  à toute  la  surface  du  corps  se  réduira 
à riiuégrale  — f do  étendue  à toute  la  smfaee-de  la 
sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  c/ct,  c’est-à- 
dire  que  sa  a aleur  sera — 4“- 

. Si  le  point  M est  situé  sur  la  surface,  ce  point  peut  être 
considéré  comme  extérieur  relativement  à la  partie  du 
corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  au 
poiut  M par  rapport  au  plan  tangent;  il  peut  être  consi- 
déré coiiune  intérieur  relativement  à l’autre  partie  du 
corps.  Par  suite,  l’intégrale  aura  pour  valeur  la  surface 


• . DigitiztM^  by  Googic 
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(le  la  demi-sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  (‘lémeiiis 
//t,  prise  négativement,  ou  — an. 

Corollaire.  — Si  l’on  représente  par  G une  fonction 

/ /X 

rationnelle  de  cos  (MX) , cos  (.MY) , cos  (.MZ),  l’intégrale 


/ 


x-- 


Gcos(NM)rf^  , 1 , 1 r II 

H: — - — étendue  a toute  la  surlace  est  nulle  toutes 


les  fois  que  le  point  M est  extérieur  au  corps  ; car  la 
fonction  G conser\e  la  même  valeur  tout  le  long  d'un 
même  rayon. 

Théorème  V.  — Le  volume  rlu  corps  est  représenté 
par  l'intégrale — - y rcos  (\M)  étendue  à toute  la 
surface. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le 
théorème  II,  en  observant  que  le  volume  du  petit  cône 
terminé  à l’élément  ds  est 


- r.  r’  d/7  ou  itl  * 


: ^ r cos  ( NM  ) ds , 
le  sign'e  étant  choisi  comme  dans  le  théorème  précédent. 


Théorème  VI.  — Si  l'on  suppose  le  corps  homogène, 
^que  l'on  représente  par  f{r)  l'attraction  de  l’unité  de 
masse  à la  distancer,  et  quel’on  fasse  f r^f[r)dr^  ?(')( 
l'attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
direction  des  x positifs,  sera  leprés'entée  par  l’intégrale 

r o(r)  cos(  NM  ) cos(MX)f/i  • • . . , r 

I ! — P i — etendue  a toute  la  surjace , 

pourvu  que  le  point  M soit  extérieur  ou  intérieur  au 
corps.  Si  le  point  M était  situé  sur  la  surface,  il  faudrait 
ajouter  à V intégrale  précédente  le  ferme  (o)  co.sIM,, 
M,  désignant  l’angle  que  la  normale  extérieure  au 
point  M fait  avec  l'axe  des  x positifs 

II.  . «g 
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En  effet,  l’allraclion  exerctk-  suivant  l’axe  des  x par  l'é- 
lément de  volume  qui  est  renfermé  dans  le  petit  cône  dont 
la  base  est  eis,  entre  deux  sphères  de  rayons  r et  r4-  dr, 
est  égale  à 

— r’rfff  .y(i  ) cos(MX)  Je. 


Il  s’ensuit  que  l’attraction  de  tout  le  cône  terminé  à la 
surface  ds,  s’il  était  rempli  d’une  matière  homogène, 

serait  égale  à <ia[ç(o) — ç(r)  J cos(MX) , ou  bien  à 


[f(o)  — ?(r)]cos(NM)cos(MX)^* 
^ ’ 


le  si, 


signe  -I-  répon- 


dant au  cas  où  le  rayon  mené  du  point  M à travei-s  la  sur- 
face ds  entre  dans  le  corps  eu  traversant  cette  surface , ei 
le  signe  — réi>ondant  au  cas  où  ce  rayon  sort  du  corps. 
D’après  cela,  l’attraction  de  tout  le  corps  sera  représentée 
par  la  somme 


/ 


(ffr)cos(NM) 


XX  /-X 

cos(MX)rf.f  ^cos(NM)cos(MX)<ij 


(“I* 


Or,  si  le  point  iNl  est  extérieur  au  corps,  les  éléments  de 
la  seconde  intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon 
sont  deux  à deux  égaux  et  de  signe  contraire  ; par  suite, 
cette  intégrale  est  nulle. 

Si  le  point  M est  intérieur,  les  cléments  de  la  seconde 
intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon  se  détruisent 

encore,  sauf  l’un  d’eux  qui  est  — cos  (MX)  tl a;  en  sorte 
(|ue  cette  intégrale  se  réduit  à la  somme 

_/'<os(MX)  drt 


étendue  à toute  la  surface  de  la  sphère  et  changée  de 
signe.  Mais,  le  rayon  étant  normal  à la  surface  de  la 
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sphère,  eetle  dernière  iiiu^rale  est  encore  mille,  en 
vertu  du  théorème  I. 

Kiifin,  si  le  point  .M  est  situé  sur  la  surface,  la  se- 
conde intégrale  est  nulle,  lorsqu’on  l’étend  à la  partie 
du  corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieur»; 
par  rapport  au  plan  tangent  au  point  M.  Cette  mémo 
intégrale  étendue  à l’autre  partie  du  corps  a pour  valeur 

— f cos(MX)»77, 

la  somme  s’étendant  à la  surface  de  la  demi-sphère  qui 
est  située  par  rapport  au  plan  tangent  d’im  même  côté  que 
la  partie  du  corps  considérée.  Or,  d’après  le  théorème  I,  si 
l’on  nomme  »/t3  l’élément  de  surface  du  grand  cercle  sui- 
vant le<|uel  le  plan  tangent  coupe  la  sphère,  on  a la  relation 

— y cos  ( MX  ) »/ T -f-_/ cos  M,  t/ EJ  = O , 
où  la  première  intégrale  est  celle  »|u'il  s’agit  de  calculer,  et 
où  la  seconde  intégrale  s’étend  à la  surface  du  grand  cer- 
cle et,  par  suite,  ^ pour  valeur  ttcosM,;  Ainsi,  le  théo- 
i-ème  est  complètement  démontré. 

Le  terme  additionnel  ~^(o)cos(M^)  est  nul  dans  la 
loi  de  la  nature*,  car,  dans  cette  loi,  ç(r)  est  égal  au 
produit  de  r par  une  constante.  Ce  terme  est  iiifuil 
lorsque  l’attraction  est  inversement  proportionnelle  an 
cube  ou  à une  puissance  plus  élevée  de  la  distance;  il 
s’ensuit  ([ue,  pour  une  loi  fl’attraction  irn’erscment  pro- 
portionnelle nu  cube  ou  à une  puissance  plus  élevée  île 
la  distance,  tout  corps  exerce  sur  un  point  de  sa  surface 
une  attraction  infinie. 

Distinction  entre  les  deux  directions  de  la  normale  à 
une  surface.  — Pour  appliquer  les  théorèmes  précédents, 
il  faut  savoir  distinguer  la  normale  extérieure  de  la  nor- 
male intérieure,  lorsque  l’équation  de  la  surface  est 
donnée  en  coordonnées  rectangnlaiics. 


‘9- 
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Soil  \ = O rt'(|iialioii  cic  la  surface,  cl  posuns 

I • 


11  = 


-\/( 


(d\\ 

/rfV\ 

( '/z  ) 

Le»  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point  P fail 
avec  les  axes  des  x,  des  y et  des  z sont  respecti veinent 


ilx  dy 


U 


dz 


Le  radical  de  la  fonction  U doit  être  pris  avec  Je  même 
signe  dans  les  trois  cosinus  qui  répondent  à une  même 
direction  ; mais  on  ne  voit  pas  à priori  ijuel  est  le  signe 
(pii  convient  à la  normale  extérieure,  tpiel  est  celui  qui 
convient  à la  normale  intérieure. 

Pour  lever  cette  ambiguïté,  portons  sur  la  normale 
extérieure  à partir  du  point  P,  pris  sur  la  surface,  une 
très-petite  longueur  PP'=  Quand  nous  passerons  du 
point  P au  point  P,  les  accroissements  des  cooixlonnées 
seront 


rfjT  = (/c  cos(NX),  r/j- =f/f  cos(NY),  = rfe  cos(  NZ). 


Par  suite,  la  fonction  V,  tpii  est  nulle  au  jKjinl  P,  aura 

au  point  P'  la  valeur 

rdV  dV  - N ,/v 

Hv  I _cos(NX)h-—  c(.s{NY)  -H  — cos(\Z)J,  • 

ou  bien , 

D'après  cette  expression  , où  r/e  est  essentiellement  posi- 
tif, on  a la  règle  suivante  : Le  radical  qui  entre  dans  les 
valeurs  des  cosinus  relatifs  à la  normale  extérieure 
doit  être  pris  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  fonction  \ 
devient  positive  ou  négative  pour  les  points  extérieurs  au 
corps  et  situés  dans  le  voisinage  du  pied  de  la  normale. 
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£xprci>io)t  tic  l élément  <lc  siujucc  en  coonlonnécs 
enrvilignes.  — Les  iiiu-gralos  «|ui  foui  l’objet  des  iliéo- 
rèincs précédeiils  étant  relatives  à des  surfaces,  il  eoiivienl, 
pour  les  évaluer,  de  prendre  comme  lignes  coordonnées 
deux  lignes  tracées  sur  la  surface  même  et  variables  sui- 
vant une  loi  conventionnelle  avec  deux  paramètres  p et  q. 
Les  valeurs  de  ces  paramètres  auxquelles  corresjMîndeni 
les  lignes  qui  se  coiijKint  en  un  point  déterminé  de  la  sur- 
face sont  les  coordonnées  de  ce  point,  puisqu’eires  en 
fixent  la  position. 

L’élément  de  surface  ds  sera  le  petit  quadrilatère  com- 
pris entre  les  lignes  correspondantes  aux  paramètres  p, 
P -f-  dp,  q,q  dq.  Il  s’agit  d’exprimer  la  surface  de  ce 
petit  quadrilatère  en  fonction  de  p,  q,  dp  et  dq. 

Concevons  que  x,  y et  z soient  exprimés  en  p et  q, 
à l’aide  de  l’équation  de  la  surface,  et  des  deux  relations 
établies  entre  ces  cinq  variables  par  la  définition  même 
des  nouvelles  lignes  coordonnées.  Soient  X et  X'  les  dé- 
rivées partielles  de  x par  rapport  à p et  a q,  p et  p.' 
celles  dey',  v et  v' celles  de  z. 

Les  sommets  du  petit  quadrilatère  ds , pris  dans  l’ordre 
où  ils  SC  présentent  quand  on  suit  le  contour  dans  un  inciiie 
sens,  ayant  pour  coordonnées , dans  le  nouveau  système  , 

+ (f»  7 H-'/v)  (/’>7  + '/7). 

coordonnées  des  mêmes  sommets  seront,  dans  le  système 
rectangulaire, 

J -+-  À dp,  Y -f-  U dp,  I 4-  V dp, 

.r  -y-'kdp  -y  y d<!f  y 4-  4-  p'f/7,  s 4-  vdp  4-  é dt/, 

-f-  X'  ilij,  ) y d<f,  Z 4-  y dq. 

Or,  si  l’on  nomme  ( r,  ,y  , ),  (j-, , 1 , ),  (.r, , > , ) , (j’i,  ) ,) 
les  coordonnées  des  sommets  d’iin  tpiadrilatère  plan, 
ranges  dans  l’ordre  où  ils  se  présentent  rpiand  on  suit  le 
contour  dans  un  même  sens,  la  suilace  du  cpiadrilatète 
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est  représentée  par  la  sonune  ' ■ 

(x,  X,  j - -+-{x,  x,)_  

, /_  _^r>  + r<  , _,r.+r. 

-H  (X,  — Xj)  — - — + (X,  — X4)  — - — î 

prise  en  valeur  numérique. 

Appliquant  cette  formule  générale  aux  quadrilatères 
qui  «ont  les  projections  du  quadrilatère  e/s  sur  les  plans 
coordonnés , on  trouve  que  les  projections  sur  les  plans 
XOY,  YOZ  , ZOX  sont  respectivement 

±(f»ï'  — yjt')eipeiq,  rb(vV — W)dpdq; 
par  suite,  la  surface  du  quadrilatère  est 
( E)  ds—  dp dq  [(^(**  — (iV)’-(-  (pv'  — vp'y  + (»X'  — Xv'  )’]’ . 

2.  Jusqu’ici  rien  n’fcst  particulier  à l’ellipsoïde,  ni 

même  à la  loi  de  l’attraction. 

• 

Actuellement  calculons  l’attraction  qu’un  ellipsoiele 
homogène , terminé  par  la  surface 

<h*î 

exerce  suivant  la  loi  de  la  nature  sur  un  point  M,  de 
coorelonnces  a,  h,c. 

Posant 

• • • 

r = [(^-x)«-»-(è-j)>-f-.(r—  z)-]’. 


et 


ou  a, 


eos  ( ÎN 


A>-i 


<'<>s(NM 


r 
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Si,  entre  les  coortloniiées  reclangulaire.s  d’un  point  de 
la  sui'farc  et  les  coordonnées  curvilignes  />,  q , on  établit 
les  deux  relatiftus 

Z z=  C sin/)  sin7,  / = B sin/j  cosy, 
l'équation  de  la  surface  donne  la  troisième  relation , 

X = A cosp. 

D'après  CCS  trois  relations  et  la  formule  (E),  l’expres- 
sion de  l’élément  de  surface  en  t oordoniiées  curvilignes  est 

' ds  — pdpdq . 

On  prend  ici  le  signe  -f-  ; car  on  embrasse  toute  la  sur- 
face de  l’cllipsoide  en  faisant  varier  p de  o à u et  ç de  o à 
2::,  et  entre  ces  limites  siu  p reste  positif. 

Soient  /arattraclion  de  l’unité  de  masse  à l'unité  de  dis- 
tance, 0 la  densité  supposée  constante,  X l’attraction 

• T , 

exercée  suivant  l’axe  des  x,  et  ç la  quantité 

On  a,  d’après  le  tliéorèine  III, 

— X'X 


ABt 


F.» 


cos  P sin  P , . 

-dpdtj. 


A r 


(•-) 


et , d'après  le  théorème  ^ 1, 

x(a  — x)  — y) 

« 


-£ir 


B>  ■ 

z[c  — z) 
O 


J 


a — x)  sin/i 


Ipdq. 


Déplus,  le  théorème  IV  dit  (|ue  l’intégrale 


13) 


■"x((j  — x)  r(è  — rH 

r’  A’  ' B'  hi"/'  , , 

- I . ■ 
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est  égale  à o quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et  égale 

à — quand  le  point  attiré  est  intérieur.  ' • 

A l’aid(;dcces  formules  on  peut  arriver  à coiinailrë  la 
valeur  de  £,  en  comparant  l’attraction  de  l’ellipsoïde 
donné  avec  celle  des  ellipsoïdes  liomofocaux.  Pour  cela, 
on  considère  A,  B,  C comme  des  valeurs  particulières  at- 
tribuées à des  variables  a,  (3,  */(jui  sont  assujetties  aux  re- 
lations 

a’  — §’  = const.,  a’  — y’ = const. 

« 

Alors  la  formule  (t),  appliquée  à l’un  quelconque  des  ellip- 
soïdes homofocaux , peut  s’écrire 

Si  l’on  étend  cette  formule  à un  ellipsoïde  homofocal 
infiniment  voisin,  ce  qui  se  fait  par  une  différentiation  re- 
lative aux  variables  a.,  fi',  y,  et  que  l’on  désigne  par  la  ca^ 
ractéristique  à les  accroissements  correspondants  aux  ac- 
croissements simultanés  de  ces  variables,  il  vient 

cospsinpSr 

Or, 

rSr~  — (fl  — x)Sx  — (i  — y)  S}'  — (r  — 

comme  l’on  a,  d'après  les  expressions  de  x,  j',  z en  p 
et  q, 

y 


âx  = ~ Jst,  dv  =‘^d(3,  âz  = -ây, 

X •'P  7 ' 


cl  d’ailleurs , 


xôa  = (5iîjî  — ySy  , 
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on  peut  écrire 


. , I X (n  — 

rSr—  — ai*  I 

L • a‘ 


y{^—y)  . — î) 


Cette  formule,  combinée  avec  celle  qui  précède,  donne, 
en  observant  que  « cos p = x, 


oJÇ  + ÇJa 


<lpjq. 


Si  de  cette  équation  on  retranche  l’équation  (a)  multi- 
pliée par  du  et  appliquée  à mi  ellipsoïde  homofocal  quel- 
conque, il  vient 


L’intégrale  qui  figure  ici  n’est  autre  que  l’intégrale  (3)', 
par  conséquent,  pn  a 

(4)  ^5  = 0 

quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et 


/^Tzaicc 

a'Pv 


quand  le  point  attiré  est  intérieur.  11  n'y  a pas  lieu  à con- 
sidérer ici  le  cas  où  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface; 
car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  faire  variera  sans  que  le 
point  ne  devienne  extérieur  ou  intérieur. 

Point  extérieur. — L'équation  (4)  montre  que  les  at- 
tractions de  deux  ellipsoïdes  bomofocaùx:  sur  un  même 
point  extérieur  sont  dirigées  suivant  la  même  droite,  et 
sont  proportionnelles  aux  masses  des  ellipsoïdes.  Cette 
proposition  étaht  vraie  quelle  que  soit  la  distance  du  point 
à la  surface,  il  s’ensuit  (pic  la  proposition  est  encore 
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applicable  lorsque  le  point  attiré  est  situé.sur  la  surface  ; 
pourvu,  toutefois,  que  l’attraction  varie  d’une  manière 
continue  quand  le  point  attiré  s’approilie  de  la  surface 
jusqu’au  contact.  Cette  condition  est  satisfaite  dans  la 

loi  de  la  nature;  car  l’attraction  — de  l’élément  de  masse 

qui  est  infiniment  rapproché  du  point  attiré,  est  un  infi- 
niment petit  qui  disparait  à la  limite  dans  l’attraction  to- 
tale, puisque  dm  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre  et  r*  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

D’après  cela , pour  avoir  l'attraction  d'un  ellipsoïde 
sur  un  point  extérieur,  il  faudra  dé abord  déterminer, 
parmi  les  ellipsoïdes  homofocaux  à l'ellipsoïde-  donné, 
celui  dont  la  surface  passe  au  point  attiré;  puis  cal- 
culer l'attraction  de  ce  nouvel  ellipsoïde  sur  le  point 
donné,  lequel  est  situé  a la  surface;  et  enfin  réduire 
l'attraction  obtenue  dans  le  rapport  de  la  masse  de 
l'ellipsoïde  donné  à la  masse  de  l'ellipsoïde  homofocal. 
La  première  partie  du  calcul  se  réduit  h la  résolution 
d’une  éijuation  du  troisième  degré  qui  donne  loiijours 
.nue  solution  unique.  La  seconde  partie  sera  comprise 
comme  cas  particulier  dans  le  calcul  de  l’attraction  d’un 
j'ilipsoïde  sur  un  point  intérieur. 

Point  intérieur,  — Il  faut  se  servir  de  l'équatiou  (5), 
y substituer  à [i,  y leurs  valeurs  en  a.  A,  lî,  C,  tirées  des 
relations 

a’— P' = A’— Bq  a’ ~ v’ A’— C>; 

puis,  posant  — =n,  on  devra  intégrer  .à  partir  d iinc  va- 
leur de  H pour  laquelle  | soit  nul , jusqu’à  la  valeur  « = i 
qui  répond  à l’cllipsoide  considéré.  Or  l’cVjuation  (i), 
dans  laquelle  on  remplace  A par  a,  montre  que  | est  nul 
lorsque  a est  infini  ; car  alors  tous  les  éléinents  de  l’intc- 
gralc  sont  nuis.  Les  limites  seront  doue  n = o «H  ii  — i -, 
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Cl  l’on  aura  llnalenient,  pour  un  point  inléricur, 

II' du 


299 


rav—  4’ff‘pBCa 

^0)  x_ 


/ü’ 

\ , 

Celte  valeur  clant  exacte,  quelque  rapproché  de  la  sur- 
face que  soit  le  point  attiré,  elle  conviendra  lorsque  ce 
point  sera  situé  sur  la  surface.  On  en  déduira  facilement 
les  théorèmes  de  Newton  étendus  à un  ellipsoïde  quel- 
. conque. 

L’intégrale  qui  entre  dans  la  formule  (6)  ne  peut  s’ob- 
tenir sous  forme  fluie  que  dans  le  seul  cas  où  l’ellipsoïde 
est  de  révolution. 

Supposons  que  Vellipsoïde  soit  de  révolution  autour 
de  l’axe  des  x. 

Il  faut  poser  B==C;  alors,  désignant  par  uune  (|uan- 
lité  égale  à l’unité  quand  le  point  attiré  est  intérieur  ou 
situé  sur  la  surface,  et"  égale  à la  racine  positive  de  l'é- 
quation 


•y  fl'  + 


/ B’ 

\ , 

Â.-' 

= A’ 


(]uand  le  point  attiré  est  extérieur,  on  arrive  aux  for- 
mules suivantes  ; 

1°.  W \V  ellipsoïde  csl  aplati.  ’ 

IJ3  A » . 

Posant  i ; en  sorte  que  - X soit  l’excenlii- 

cité  de  l’ellipse  méridienne,  on  a,  d’après  la  formule  (6) 
et  les  formules  analogues  relatives  aux  deux  autres  axes 
coordonnés , ^ ’ 

• arc  tang'Au 

“îT ’ 


X = — 4 »rf*p  « ( ' + 


17} 


V l. 

- = -=_4,rf,.p 


arc  tangïiu  — 


i-HV) 


I -H  u’ 
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2"  B*  A*;  YeUipsoïde  osl  allonge. 

Les  formules  (7)  subsistent  encore,  pour\u  <jue  I on  y 
regarde  X comme  une  quantité  imaginaire, 'égale  aiipro- 

duit  de  l'excentricité  W 1 — — par  le  symbole  — 1, 
Pour  mettre  ces  formules  sous  forme  réelle,  il  sulTit  de 
poser  — — =9;  alors  0 représente  rexccniricité  de  l’el- 

V — I 

lipse  méridienne,  et  l’on  a 


-Ôy 


X = — 4 ^ ■ 


-log 


0^ 


I -I-  (/y 
I — Ou 


Y 

h 


7 = - = — 4’'w  ('  — «’) 


Ou  I I H-  Ou 

I — O’u’  2 I — Ou 


L’attraction  perpendiculaire  à l'axe  de  révolution 
se  déduit  de  la  valeur  de  Y,  en  remplaçant  b par  la  dis- 
tance de  l’axe  au  point  attiré,  \//<’-+-e’. 

3.  Démontrer  qu’un  ellipsoïde  homogène,  de  résolu- 
tion, et  faiblement  aplati , exerce  sur  un  point  de  sa 
surface  une  attraction  qui  varie  nsec  la  position  de  ce 
point  proportionnellement  au  sinus  carié  de  la  latitude. 
On  néglige  la  quatrième  puissance  de  l'excentricité. 

Conservons  la  notation  de  la  (|ueslion  précédente. 

Il  nous  faut  poser  dans  les  formules  (7)  u = i , et  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  de  X en  nous 
arrêtant  à la  troisième  puissance. 

Xous  avons 


arc  tangX  = >. 


i-f-*' 


,'a— arctanaX  , 

« ) E-  = ( I 

‘ V ^ 
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fl  de  me luo 


arctanfX j v 

~3  ('“s'’)’ 

d’où  résulte  la  valeur  approchée  de  l’altraction  totale, 


G=VX’^-y’-^-Z> 


ou  bien,  posant  rt’-t-/'* -1-0’=:/^, 

Ceci  posé,  désignons  par  / la  latitude  du  point  attiré, 
c’est-à-dire  l’angle  aigu  que  la  normale  à la  surface  en  ce 
point  fait  avec  le  plan  de  rét[uatcur.  Nous  avons,  tou-, 
jours  au  même  degré  d'approximation , 


cos/= 


V é'-H.c’ 


/à’-t-r’  fl’ 

“V— +? 

^^+KV, 


sin/=  _ 4-H  V,  , 

.f  ^ 

K et  H désignant  des  quantités  indépendantes  de  X. 

A vaut  égard  à ces  valeurs,  l’expression  de  G peut  s’écrie 

G _ 4 j^i-t-^(asin'  / — cos’/)J 

Anupr/  y 3V  . \ 

= -?-(■- 5 
fc  qui  démontre  le  ihéoi  ème. 


- » • 


Digitized  by  Google 


3oa  MÉCAMQIE  nATIOMNELl.E.  . 

Corollaire.  — Quand  on  pose . 

sin-/  = i, 

il  vient  . 


On  déduit  de  fà  celte  couséquence  remarquable  : Un 
cUipsoùle  homogène , tic  résolution , et  faiblement 
aplati , exerce  sur  un  point  matériel  situé  à sa  surface 

sur  le  parallèle  où'  le  sinus  fie  la  latitude  est  une 

\/3 

attraction  égale  à celle  que  produirait  une  sphère  de 
même  matière,  de  même  centre,  et  qui  passerait  au 
point  attiré.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  l’on  néglige 
ici  la  quatrième  puissance  de  l’excentricité. 

De  plus  , on  s’assurera  facilement  que  la  sphère  dont 
il  s'agit  a même  volume  que  l’ellipsoïde,  toujours  au 
même  degré  d’appioximalion. 

On  applique  fréquemment  ces  résultats  à la  terre. 

4.  On  suppose  la  masse  d'une  planète  répartie  sur 
chaque  point  de  son  orbite,  en  raison  inverse  de  sa  vi- 
tesse à ce  point.  Calculer  Vallraction  que  Vanneau 
elliptique  ainsi  formé  exerce  Sur  un  point  extérieur 
quelconque , mais  assez  éloigné  pour  qu’on  puisse  re- 
garder V anneau  comme  une  ligne  niaténellc  sans 
épaisseur , quoique  de  densité  variable. 

^üient 


l'équation  de  l’orbite,  c l’excentricité,  n l’anomalie  ex- 
centrique de  la  planète , T la  durée  de  la  révolution 
et  / le  temps  compté  à partir  du  j>assage  au  périhélie. 


STiTIQlF,. 

On  aura 

2 r 

l = U — C Sin  H , 

T 

et , en  dilfércnliant , 

T 

(U—  — fi  — c cosu)  du. 

2 W ' ' 

•D’après  cette  dernière  formule,  la  masse,  de  l’élément  de 
l'anneau  <jui  répond  à l’accroîsscmeut  du  de  l'anomalie 
excentrique,  aura  une  expression  de  la  forme 

du  [\  — c COS«)  X COBSt. 

Comme,  par  liypollièse,  la  masse  entière  de  l’anneau  doit 
être  égale  à la  masse  de  la  planète,  la  constante  sera  le 
quotient  de  la  masse  de  la  planète  par  le  nombre  iz. 
Soient  m la  masse  de  la  planète; 

a:  = A,j>'  = B,  ’3  = C les  coordonnées  du  point  attiré;  ,■ 
fx  l’attraction  que  runitéde  masse,  située  à l’unité  de 
distance , exercerait  sur  ce  point  ; 

X , Y,  Z les  composantes  de  l’attraction  suivant  les  axes; 
f la  distance  du  point  attiré  au  point  (x,  y)  de  l’an- 
neau. 

Si  l’on  observe  ([ue  les  cfK)rdonnées  x = acostt, 
y=rtsinu  représentent  un  point  (juelconquo  de  l'el- 
lipse, on  trouve  . 

(i)  P!  = (A  — /7  ros K )’ -+- ( B — i sin  b)’ -t- C’, 

et 


x=  — 

w m 

r”'(> 

— .c  cos  « ) ( A — a ros  u ) 

du , 

l ~ 

P‘ 

Y — 

^ m 

— e cosm)  (b  — i>  sin  « ) 

dUf 

L 

P' 

L—  ~ 

U m 
2 TT 

r 

— C cos  //  ) c , 

1—  /iu, 

P’ 
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3o4  MÉCAMQUF.  aATlOMIELLE. 

Ces  inicgralos  se  ramènent  aux  fonctions  elliptiques. 
Pour  efTectuer  cette  réduction , on  pose 


l>-k-Q  s une  - 

M 2 

lanc  - = = q 

^2  - 


I -h  s ung  ^ 


d'où  il  suit 


P — 1 

Ÿ 

i-f-A  Une  - 
2 


— — i — fosç-t-(i — pq)i  sinipH ^ — 


{p  — 7 j’jcos»  + (f’-t-7)jsin(p-h/>-(-7J’ 

I 

I du 

[q  — p)sdq  _ . 


On  substitue  ces  valeurs  dans  les  intégrales  qui  précèdent , 
puis  on  détermine  «j,  s par  la  condition  que,  dans  le 
numérateur  de  p*,  les  coefficients  decosç,  de  siny  et  du 
produit  cos  (J)  sinç  soient  nuis. 

Alors  les  trois  intégrales  qu’il  s’agit  de  calculer  pren- 
nent la  forme 


r 


K cos’ç-t-  Lsin’ç  -f-  M sin^  cosif  4- N ros?  -4-  Psiny 

i 

(G  cos’ip  -I-  G'  sin’ij)  G")’ 


dq, 


K,  L,  M,  N,  P,  G,  G',  G"  étant  des  constantes.  Elles 
se  décomposent  en  autant  d’intégrales  particulières  qu’il 
y a de  termes  au  numérateur.  Or,  parmi  ces  dernières 
intégrales,  celles  qui  ont  au  numérateur  sous  le  signe  j\ 
soit  cosqj,  soit  sin^,  soit  cos^  sinip,  sont  nullcs,  puis- 
<|ue  leurs  éléments  sont  deux  à deux  égaux  et  de  ^igne 
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viatique.  3o5 

conliMÎTe.  Quant  aux  intégrales  qui  ont  au  numérateur 
eos’q)  ou  sin*®,  on  pouna  les  premlrc  entre  le.s  limite.s 

O Çt  pourvu  que  l’on  multiplie  le  résultat  par  4.  De 

plus,  la  quantité  comprise  sous  le  ladical  du  dénomi- 
nateur peut  se  mettre  sous  la  forme  1 — - c*  sin’iy,  en 

remplaçant,  s’il  est  nécessaire,  (f  par  ~ — y,  ce  qui  ne  ' 

modifie  point  les  limites  de  l’intégrale.  Le  problème  est 
doue  ramené  à calculer  les  deux  intégrales  * 


Jo  (t— c’sin’*)’  (i  — c’ sin\)’  , . . 

En  intégrant  par  parties,  il  vient  ■ - , •. 

. s . a ■ , 

,r  , sinv  r’  sin'o 

U=  1 COS^d-  — / -p=  r - 

,,  Jo  V'— Ja  V'— 

■ . Z . * ' 

I tr  • » • COSç  /*  ■*  cos’» 

-(i-c’)V=_  i I — : dç,;. 

• «/o  • • V * *^.*’‘ \'o  yi  r’siïi^^ 

. * ' ’ . T 

V + (l-r>)Y=='  — =F(c),  ■ 

V < — c’  sin’ç 


d’où 


<’t  aussi 


.,U  = T d,  = F(c)  - R 

Jo  V t — sin’ii 


(rj. 


f'(c)  et  E(c)  représi'nlanl  les  iiiU^rales  ellipiique^s  eom- 
plèles  de  preinièrt?  et  de  seconde  esjuVe,  lesquelles  oui 
des  valeur^  tout  aussi  bien  connues  ijuc  celle»  des  siutis  et 
U.  ' • 20 
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3o6  MÉLAHIQLE  nATlONNEl.LE.  , 

«les  cusinus.  Lt'S  inléi;ralcsU  cl  V s^ontdonc  dclcriiiiruV.s  ; 


U = ^F(0- 

V=_1f(c)4 


c’  ( I — c’  ) 


I,a  clctcrniiiialion  des  focflTu'icnts />,  (/,  s conduit  à des 
calculs  un  peu  longs.  C’est  pourquoi  il  ne  sera  pas  sans 
uliliié  de  uioiiirer  eoininent  cm  calculs,  qui  se  présentent  . 
'souwnl  dans  les  réductions  aux  intégrales  elliptiques, 
peuvent  se  ramener  à d' autrt'S  calculs  biejr  connus,  dont 
les  résultats  se  trouvent  dans  tous  les  'rraités  élémen- 
taires de  Géométrie  analytique. 

I.cs  valeurs  de  sinu  et  de  cos«  qui  résultent  des  équa- 
tions (a)  sont  de  la  forme 


(3) 


a COS®  -f-  a'  sin  ® 4-  a 

cos«  = — „j 

7 cosi}>  4- 7 siny4-7 

S cos®  4-  8'  sin  » 4-  0" 
sin«  = --  - ‘ — — . - — ■ ' 

7 cosç  4-  7 sin  7 4-  7 


Les  conditions 


cos’«  4-  sin’ a 1=  cas’  o 4-  sin’ç  1 


exigent  iju’oii  ait  les  relations 

Ia’  4-0'  — 7’  = tl,  aa'-+-00'  — 77'=o, 

«"  4-  r - 7'’ = H . + rp"-  v'v" = O , 

_ a".  _ H-  7">  = H , a"  a 4-  0"  0 - 7"  7 = 0,. 

où  H désigne  une  quantité  (|ui , dans  le  cas  actuel, 
est  égale  à s’  (q  — />)’.  On  pourra  dorénavant  suppo- 
ser U égal  à runité,  pourvu  que  l’on  Entende  par  a.  (3,  . ‘ 
7....,  les  quotients  dece.s  quantités  par  s (q  — p). 
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Alors  les  quanlilés 


rv  — ■ ■ 


a',  , a"v'— I, 

rv->. 


— 7 \ 


7 > 


salisfcroiit  à foules  les  relations  des  neuf  cosinus  qui  lient 
deuK  systèmes  d’axes  rei  tanpulaires.  • 

Or,  si  l’on  Substitue  dans  rexpression 

(5)  (Aï — I — — I — èjr  )’-t- C’ ( Z \/— 1 )’, 
les  valeurs 

x=  ax'  -h  a.' y ■+■  a'y  — i z', 

X=ix'+  P' r'  r', 

• • z = — 7V'— ' — 7'v^^>’  '.+  7"î'  > 

puis  que  l’on  fasse 

j:'=:roS9,  s’  = sin®,  — I = l. 

on  obtient  le  numérateur  de  la  fraction  sous  lat|uelle  se 
présente  p*  quand  on  substitue  les  valeurs  (3)  dans  l’ex- 
pression (i)- . 

D'après  cela,  on  aura  les  valeursdiscoellicicnts/;,  <7, s,  G, 
G',  G",  en  déterminant  les  cosinus  a,  — y s’ — i,  etc., 
par  la  condition  (jue  les  axes  des  «'coïncident  avec 

les  axes  principaux  de  la  surface  du  second  degré  (jue  l’on 
obtient  en  égalant  l’expression  (5)  à une  constante  Q, 
savoir  : . 

a’ -h  è’j'’ — ( A’ -t- B’ 4- C’)z> 

— i.hb\j — i _r*  — aAn  — 1 la:  = Q. 

Ainsi  on  est  ramené  à un  calcul  connu,  à l’aide  de  svin- 
boles  imaginaires  qui  disparaîtront  d’eux-iuèmcs  dans  les 
résultats.  . ' • 
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3o8  ■ * MÉCANIQUE  rationnelle. 

lu  ri vaut  ([lie  l’équation  transformée,  qu’il  s’agit  d’ob- 
Ijcnir, 

(6)  _ G.r'’+ G"(zV^)’  = Q. 

tlevicnt  itlentique  à l’équation  primitive,  lorsqu  on  y 
remplace  x\  y',  z'  par  leurs  valeurs  en  x,  y,  a,  on  ob- 
tient les  relations 

/ Ga’-t- G'a'’-f- G"a"’=«% 

1 Gfi’-f-G'p'’-4-G"p=±fr’, 

) G7M-G'7'’-hGV’=^'^’-+-^*’  + ^’’  - 

_G?7  — G'f'v'- G"{5"y"=-H/', 

I — G7  a — G'  7'  a'  — G’  7“  a”  = — A « , , 

\ Ga§ -(- G'a'«l'-t- G"a"p"=  O.  ■ ' 

Si  l’on  éllniine  énire  ecs  équations  les  inconnues  G'  cl  G", 
en  SC  servant  des  relations  (4)  où  l’on  a (ail  U = 1 , 

.il  vient 

' (G  — fl’)a  ■+•  Aflït=  O,  . • 

(G  — i’)p  + Bi7  — o,  ' . ■ 

— Ana  — I$/<p-t-(G-t-A’-f-B’-|-  C’)  7 = o. 

Pour  que  ces  ét|ualions  soient  eoiiipalibles,  a,  ^ et  y 
n’clant  point  nuis,  il  faut  que  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  de  «,/î,  7,  (juc  l’on  en  déduirait  par  les  for- 
mules ordinaires  de  résolution,  si  les  seconds  uieuibrcs 
étaient  diHércnts  de  zéro,  soit  idenliqucmeiH  nul.  Cest- 
,â-<lire  que  l’on  doit  avoir 

. (G  — «’)(G  — 6’)(G-+-A’-t-■B=^-C') 

B’/>’(G  — A’n=(G  — /<’)  = O,  . 


ou,  ce  tpii  est  la  même  étjuation  , 


Digitized  by  Google^ 


'■  SHTIQL’E.  • , 

Si  l’un  avaii  ôliiuino  île  la  inèuio  uianiêie  G’'  cl  G,  on 
sérail  anivé  à une  é([uatiun  pareille;  el  si  l’ou  avait  cli- 
minéGclGi',  on  serait  arrivé  à une  équation  qui  ne  ilillére 
lie  l’équation  préeédenle  que  par  le  changement  de  G en 
— G";  donc  les  trois  racines  de  l’équation  (8)  sont  G,  G^ 
el  — G".  L’une  de  ces  racines  est  négative;  les  deux  au-, 
1res  sont  positives,  et,  si  l’on  suppose  a b , elles  sont 
comprises  entre  o el  b',  A*  et  a*.  La  racine  négative  est 
la  valeur  de  — G";  car,  si  elle  était  la  valeur  de  G ou  de 
G’,  la  distance  o serait  imaginaire  potir  ® = o ou  pour 

Q)  = -•  Ces  racines  étant  déterminées,  on  aura  les  valeurs 
2 

de/>,  (f,  s,  par  trois  des  équations  (y). 

L’hvpei  boloide  réel  que  représenuG’équatioli  (6)  pour- 
rait être  de  révolution  ; alors  un  des  cosinus  serait  indé- 
terminé, il  en  serait  de  inèiiie  pour  Tune  des  quantités 
j>,  (/,  $.  C’est  que,  dans  ce  cas,  il  ii’y  aurait  pas  lieu  de 
ramener  nos  intégrales  aux  transcendantes  elliptiques; 
elles  ne  conlictidraient  sous  le  signe  J'  que  des  fonctions 
rationnelles  de  siun  cl  de  cosu,  en  sorto  qu’on  pour- 
rait eÜ’ectuer  les  intégrations. 

En  ell'ct,  ce  cas  est  celui  où  l'équation  (8)  aurait  deux 
racities  égales  ; or  on  voit,  par  un  calcul  senthlahle  à 
celui  (le  la  page  :u)  (prob.  5),  que,  si  l’équalioti  (8)  a 
deux  racines  égales,  leur  valeur  cominuue  est  A’,  el 
l’on  a 

AJ_  £ _ . 


-7.7  - 


(i'esl-à-dire  que  le  point  attiré  se  trouve  sut  ntie  hyper- 
bole, située  dans  un  plan  perpendiculaire  a celui  de  Tel-  _ 
lipse  formée  par  ranneau,  el  dont  les  sonimgls  et  les  foyers 
sotit  respeclivetiient  les  foyers  el  les  soinnicts  de  l’eUipse. 
On  >ait  qu’une  telle  bvperbide  est  le  lien  des  points  de 
1 cs|).tce  dont  la  distance  à run  quelconque- des  points  de 
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l’ellipse  s'exprime  ralionuclletncnl  cii  fouclion  des  coor- 
données de  ce  dernier  point. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  suscep- 
tible de  fournir  une  nouvelle  niélliode  p>ur  le  calcul  des 
inégalités  séculaires  des  planètes.  Car  ces  inégalités , dont 
les  périodes  embrassent  plusieurs  centaines  de  siècles, 
sont  indépendantes  de  la  longitude  des  planètes  perturba- 
trices, et,  par  conséquent,  elles  seraient  les  mêmes  si  la 
masse  de  chaque  planète  perturbatrice  était  répartie  sur 
son  orbite,  en  raison  inverse  de  la  vitesse.  C’est  en  vue 
de  cette  application  que  Gauss  a résolu  pour  la  première* 
fois  la  question  qui  nous  occupe  ici  (Comineril.  Goltin- 
geri.t.,  t.  IV  ).  M.  Clau-scu  en  a donné  depuis  une  solution 
plus  simple  [^Journal  de  M.  ('relie  , t.  ^ I,  p.  i83o). 

.SLC.riON  II. 

THÉORÈMES  GÉKÉRABX  SUR  l’atTRACTION  . 

k l’époque  de  Laplace,  tout  ce  que  l’on  savait  sur  l’al- 
traclion  d’un  corps  de  figure  ([uelconque  se  bornait  près-  , 

que  à quelques  méthodes  générales  pour  aborder  le  pro- 
blème .à  l’aide  des  séries.  Ccpcmlant  Coulomb  avait  déjà 
découvert  qui'  les  Iluides  électriques  s'attirent  ou  se  re- 
poussent en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce 
• ix'sultat  inattendu  ouvrait  une  vaste  carrière  aux  appli- 
. cations  de  la  théorie  générale,  et  .semblait  inviter  les 
géomètres  longtemps  arrêtés  par  la  dilTicuUé  prétendue 
(lu  sujet. 

Un  géomètre  anglais,  George  Giecn  ('),  parvint  en 


(')  An  Essnj  on  the  Ap/ilicalion  o/ mathrmntical  aanhsis  lo  ihf  ihoorirt 
of  KU  clrirUy  and  ilapm-lisin  : ?ioUiii(jhiiiii,  iS-iS.  — On  n pnlropri.^  la  rpero- 
ftnrlion  de  ce  Mémoire  dans  le  Jontnnl  de  Vï.  t.iellc,  l,  \\\l.\,  p.  7*^  • ■ 

1.  XUV,  p. 
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i8‘i8à  (|ueli|Oi's  tliéori-iiu-s  généraux  d’iiu  haul  intérêt; 
mais  son  iVIémoiru  resta  j)i  es(jue  inconnu  sur  le  continent. 
Dix  ans  plus  tard,  Gauss  (')  <■!  M.  Chasles  (*)  retrou- 
vèrent séparémoin  les  théorèmes  de  Green  par  des  mé- 
thodes dilléientes,  et  ajoutèrent  plusieurs  autres  projwsi- 
tidns  remarquahles.  .Nous  démontrerons  ces  théorèmes, 
d’aboitl  par  la  méthode  de  M.  Chasles,  puis  par  la  mé- 
tliodc  de  Green. 

Dans  tous  les  théorèmes  qui  suivent,  nous  prendrons 
.pour  unité  de  force  raltraeiion  de  l'unilé de  masse  s’exer- 
çant à rniiité  de  distance,  sur  l’unité  de  masse  quand  il 
s'agira  d'un  corps,  sur  l’unité  de  surl’acc  quand  il  s’agira 
d’une  surface,  sur  le  point  considéré  quand  il  s’agira 
d’un  point. 

1.  Si  l’on  considère  l' ut  tract  ion  d’un  corps  sur  les 
èlciiienfs  superficiels  d’une  surface  fermée  et  d’ailleurs 
quelconque,  la  somme  des  attractions  exercées  suioant 
la  normale  intérieure  à la  surface  est  é^ale  au  produit 
de  .jr  par  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est  située 
dans  l’intérieur  dç  la  surface. 

Soient  ds  l’élchnent  de  la  surface,  r sa  distance  à l’élé- 
ment de  ina.ssc  dm  du  eorp.s  attirant,  et  (NM)  l’angle 
que  la  normale  t^xtéiieure  fait  avec  le  rayon  qui  joint 
l’élément  ds  ,à  la  molécule  attirante  dm.  L’action  de 
cette  molécule,  estimée  suivant  la  normale  intérieure, 

...  . , , r cos  (NM)  J 

sera  représentée  par  1 intégrale  — <lm  I — — — as. 

étendue  à toute  la  sui'face.  Or  (p.  287,  théorème  I\  ) l’in- 

(‘j  Iîi*su/tate  ^us  (L;n  ni-obûchtuneien  des  mtignctisch^n  Verfins  im  Inhr^ 
*‘*^4^*  — Journal  de  'M.  I/umville,  t.  \îl  , p. 

{ *)  Contplrj  rendus  de  l'Arad.  des  Si\  de  l^ar'S.  JOin.,  |*.  ‘»00.  ■* 

4ddt^ions  à In  i.'onn/iUsnnrf  dc!' poui  l8i>-  , 
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' ' ' 

/co<(>IN)  , ,,  , 1 . , 

— -■  ris  est  nulle  ou  égalé  a — 4^5  suivant 

(jue  la  molécule  dm  est  extérieure  ou  intérieure  à lasur- 
l’acc.  De  là  suit  évidemment  le  théorème  annoncé. 

2.  Imaginons  un  canal  inliniment  étroit,  dont  les  pa- 
rois latérales  soient  normales  à tontes  les  surfaces  de  ni- 
veau du  corps  attirant  ; et  nommons  élémcnls  correspon- 
dants les  éléments  des  surfaces  de  niveau  découpés  par 
ce  catial.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

La  difJeiTnce  des  ritlractions  du  corps  sur  deux  élé- 
ments correspondants  est  égale  au  produit  de  par  la 
masse  de  la  portion  du  xorps  qui  est  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  éléments  correspondants.  En  par- 
ticulier, les  attractions  sont  égales  sur  les  éléments  cor- 
respondants extérieurs  au  corps. 

Pour  le  rh'miontrer,  il  suOit  d’appliquer  le  théorème 
précédent  à la  surface  fermée  (|ui  se  compose  des  jiarois 
du  canal  et  des  deux  éléments  correspondants.  Car  les  at- 
tractions sur  ces  éléments  leur  sont  normales,  et  la  com- 
posante jionnale  de  l’attraction  sur  ml  élément  de  la  pa- 
roi du  tuhe  est  nulle  (p.  2S2). 

3.  Nous  appelhu’ons  couche  de  niveau  relative  à l'at- 
traction du  corps,  une  couche  niatériclle  infiniment 
mince,  d’épaisseur  constante,  appli(|uéc  intérieurement 
Aur  une  surface  d(‘  niveau,  et  dont  la  densite  en  chatjue 
point  est  proportionnelle  à l'attraction  du  corps  sur  eç 
point.  Nous  nommerons  éléments  de  masse  correspon- 
dants les  éléments  découpés  sur  les  couches  de  niveau  par 
un  même  canal  infiniment  étroit , normal  à toutes  les 
surfaces  de  niveau. 

Deux  éléments  de  masse  correspondants , situés  sur 
deux  couches  extérieures  au  corps,  sont  entre  eux  comme 
les  masses  des  couches  auxquelles  ils  appartiennent . 
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En  cftiit,  soifiii 

f«,,  m',  les  masses  des  deux  couches; 

tlniy,  tlnt\  les  deux  éléments  de  masse  correspoiidaiits  ; 

</f,  ds'  les  éléments  superGciels  correspondants  qui 
leur  servent  de  bases; 

V,  les  potenliels  du  corps  relatifs  aux  deux  surfaces 
de  niveau  ; 

<ln,  du'  les  éléments  des  normales  Intérieures  .1  ces 
deux  surfaces  qui  sont  compris  enti’e  ces  surfaces  et  les 
surfaces  de  niveau  intérieures  inCniment  voisines; 

f le  rapport  consiant  entre  le  [iroduit  de  l’épaisseur 
par  la  densité  et  l'attraction  sur  chaque  élément  de  la 
couche  m, ; 

e' le  rapport  analogue  pour  la  couche  m',. 

Les  aitraclions  du  corps  sur  les  éléments  ds  ^ ds'  sont 
rêspccti  veulent 


,l\ 

<ln 


ds. 


Par  suite , on  a 


dm,  ~ e — — ds  , 
dn 


(hit . s “ — T*  (la  y 
dn 


m, 


Çd\  , , T'/V' 


Or,  si  les  surfaces  de  niveau  sont  extérieures  au  corps, 
on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

dV‘ 


et  aussi 


S"'  = 


car  les  deux' surfaces  de  niveau  se  composent  d’un  même 
nombre  d'éléments  deux  à deux  correspondants.  Il  s’en- 
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suit 
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dm,  m,  c 

dm' , m\  i 

Si  uiic  partie  du  corps  attirant  était  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  surfaces  de  niveau  , nommant  c/«i,  la 
masse  de  celte  partie  du  corps,  et  ;n,  la  masse  de  toute  la 
portion  du  corps  comprise  entre  h’S  deux  surfaces  de  ni- 
veau, on  aurait  (n”  2),  en  sup[iosaiit  ijue  la  couche  /n, 
soit  extérieure  à la  couche /m',, 

— ds  — ——r  ds  -t-  4 îT  dm, , 

. dn  dn 

f 

et , par  suite , 

dm,  . m,  I 

dm'^-1- /ini'dm,  m'  -t- ^izt'm,  c' 

•i.  On  voit  par  ce  qui  piéccde  que  les  surfaces  de  ni- 
veau jouissent  de  propriétés  dillérentes  suivant  qu'elles 
sont  exlcrieurcs  ou  intérieures  au  corps.  Occupons-nous 
d’abord  des  surfaces  de  niveau  et  des  couches  eulièrcmeiit 
.extérieures  au  corps. 

Si,  pour  abréger,  nous  nominous  point  extérieur  ou 
intérieur  à la  coiudie.  un  point  extérieur  ou  intérieur  à la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  celte  couche  est  construite,  « 

nous  avons  d’abord  ce  théorème  : 

T^s  atlrnctions  cjccrcces  par  deux  couches  extcncures 
ou  corps  sur  un  meiiic  point  extérieur  à chacune  d’elles 
ont  la  même  direction , et  ont  des  intensités,  proportion- 
nelles aux  niasses  des  deux  couches. 

Une  couche  extérieure  au  corps  n’exerce  aucune  ac- 
tion sur  un  point  situé  dans  V intérieur  de  cette  couche.. 


Conservons  la  notation  pré<'édenie;  de  plus,  nommons 
m la  masse  du  ( orps-V,  h'  potentiel  <h‘  la  couche  w,  jmr  rap- 


d\ 

dn 


ds 


4r/«,, 
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jKir’t  à un  point  M extérieur  ou  intérieur,  r la  dislance  ilu 
point  M à l’un  ([uelcontjuc  dos  éléments  de  la  couche  ; et 
marquons  par  la  caractéristiipie  d les  variations  qu’éprou- 
vent les  (piantités  lonsiderécs , quand  on  passe  d’une 
couche  à une  autre  couche  infininicnt  voisine,  intérieure 
à la  première. 

On  a , par  définition  , 

Yi—  r 'iaii 

m,  ~ J m^r 

Puisque  reste  constant  dans  l’intérieur  d'un  inèine 

canal  il  s'ensuit 

, • • \™./  J 


Or,  si  l’on  représente  par  (AM)  l’angle  que  la  normale 
extérieure  à la  surface  de  niveau  fait  avec  le  rayon  (pii 
joint  l’élément  de  cette  surface  au  point  , on  a la  rela- 
tion 


d'ailleurs 


Sr  ~ Sn  cos  (NM); 


t/m,  = t ^ t/x. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  il 
vient 

(A) 

' \/«./  /».  J r’ 

L’intégrale  qui  figure  ici  e.st  nulle  si  le  point  M est  ex- 
térieur à la  surface;  elle  est  égale  à — si  le  point  INI 
est  intérieur  (p.  a87,  théorème  IV).  Donc,  dans  le  cas  d’un 

poiiii  cxlécieuT,  le  rapport  — ne  varie  pas  d une  couche 
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à une  aulrc,  eu  «ju’on  peut  énoncer  ainsi  ; Le  potentiel 
d'une  couche  extérieure  relatif  à un  point  extérieur  est  à 
la  masse  de.  la  couche  dans  un  rapport  constant,  (fuelle 
que  soit  la  couche. 

Pour  en  conclure  la  première  partie  du  théorème  an- 
• noncé , il  suffit  d’observer  que  les  composantes  de  l'attrac- 
tion de  chacune  des  deux  couches  suivant  trois  axes  rec- 
tangulaires, sont  les  dérivées  partielles  <lu  potentiel  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré. 

Dans  le  cas  d’un  point  intéiicur,  la  formule  (A)  dc- 


vient 

t 

, / v.\ 

, d'V 

, 

■=.  k-Kl  

• 

\ni,l 

OT, 

Or  (n‘“  i 

et  3) 

-■ 

m j 

•o'V 
— ês 

z=  ^r.  ni 

et  m.  = i I 

an 

1 

V 

<3  n 

Par  suite 

9 

\ <ÎV 

S — 

\m, 

/ m ^ 

V 

* 

m, 

m 

Cette  dernière  égalité  exprime  (pie  le  potentiel  d'une 
couche  extérieure  relatif  à un  point  situé  dans  son  inté- 
rieur est  à la  masse  de  cette  couche,  comme  le  potentiel 
du  corps  relatif  il  un  point  quelconque  de  la  couche  est 
rt  la  masse  du  corps. 

• yVinsi,  le  potentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à un 
point  intérieur  à cette  couche,  est  constant,  quel  que  soit 
ce  point.  11  en  résulte  (jue  l’altraetion  de  la  couche  siu-  le 
point  est  nulle  , ce  (jui  est  la  seconde  jiartie  du  théorème. 

Corollaire  1.  — Les  couches  extérieures  au  corps  ont 
toutes  les  mêmes  surfaces  de  nû’enu  extérieures.  Car, 
d’après  la  proportionnalité  ([iii  existe  entre  h>s  inasse.s 
des  coin  lies  et  IcurspoKiilielssurun  iiiènic  jioint  extéiicnir, 


D-a.;;, 


si  le  piitciilicl  il’uuc  couclieestcoiislaiit  sur  loiite  rétemluc 
d'une  surface  extérieure  à cette  couche,  le  potciiliei 
d’une  autre  couche  intérieure  à celte  surface  est  aussi 
constant  sur  toute  l’étendue  de  la  surface. 

• ConoLLAinr,  II.  — l.a  propriété  d’une  couche  exté- 
rieure, d’après  latjuellc  sou  potentiel  relatif  à un  point 
intérieur  reste  constant  quand  ce  point  se  déplace,  sub- 
siste, quel([ue  rapproché  que  soit  <’c  point  de  la  surface  de 
iiiveausur  laquelle  cette  couche  est  construite.  F.lle  subsiste 
encore  à la  limite  quand  le  point  se  déplace  sur  la  surface 
de  niveau  cllc-inènie;  car  le  ))Otenticl  varie  d’uue  ma- 
nière continue  (juand  le  point  attiré  arrive  sur’ la  sur- 
face du  corps  attirant.  En  elïct,  le  poKmtiel  est  de 
même  ordre  de  grandeur  que  la  niasse  de  la  couche,  tant 
que  le  point  attirées!  à une  distance  finie;  il  sera,  si  l'on 
veut,  un  inlinimenl  petit  de  premier  ordre,  puisque  la 
couche  est  innnimenl  mince  (^iiand  le  point  attiré  s’ap- 
proche d’une  manière  continue  jusqu’à  pénétrer  dans  la 

.couche,  rélément  du  potentiel,  qui  répond  à l’élé- 
ment de  la  couche  infinimeut  voisin  du  point  attiré,  est 
un  infiniment  petit  du  second  oi  drc,  puisque  dm  est  du 
troisième  ordre  et  r du  premier  ; donc  cet  élément  n’a 
aucune  influence  sur  la  valeur  du  potentiel , et,  par  con- 
séquent , il  u’y  a aucune  raison  pour  que  le  potentiel  varie 
brus([acment  (').  Tl  s’ensuit  rpie  toute'Surfacc  de  niveau 
extérieure  au  corps  est  aussi  surj'ace  de  niveau  relative- 
ment à la  couche  construite  sur  cette  surface. 

Comme  d’ailleurs  les  couches  extérieures  ont  toutes  le.s 
mêmes  surfaces  de  niveau  extérieures,  nous  pouvons  eu 


(‘)  Il  ii’oi»  csl  puînl  do  mémo  |joiir  VallracUon  d*unc  rouchc  infini>> 
rm-ut  minco.  Lpniv'ino  raUoniiomcnl  moiilro ijiio  colio  altniction  ■j>ou!  v.i- 
ri«‘r  tpiand  Ir  allirô  pcnôlr^»  dun’i  la  rourlu*. 
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toncluK'  (|Ue  toute  couche  vjclcrienre  n fiuùr  siiij^uccs 
lie  uû’enn  extérieures , les  surfaces  de  niveau  du 
corps  ; en  sorte  que  l’attraction  du  corps  et  Vaitraction 
trime  couche  extérieure  sur  un  niénie  point  extérieur  à 
la  couche  ont  meme  direction.  • 

Mais  il  V a plus  : les  intensités  de  ces  attractions  sont 
entre  elles  comme  la  masse  du  corps  est  à la  masse  de  la 
couche.  F.n  olVcl,  coiisult'rons  la  rourlie  construite  sur  la 
surface  (le  nivcanqui  passe  au  point  attiré  ; et  soient  m',  la 
masse  de  celte  couclie,  V’|  son  potentiel  relatif  au  point, 
n'aprt'ts  la  loi  de  conlitiuité  ([ue  nous  avons  établie  rela- 
tivement au  potentiel,  le  point  attiré  peut  être  reganlé, 
soit  eonime  intérieur  h la  rouclio  ni,,  soit  comme  exté- 
rieur, et , par  rous('qucnt , nous  avons  les  deux  relations 


V.  V, 


m, 


d où 


V m 
V,  “ 


((■  qui  déniontrc  la  |>ro(>osition. 

ConoLLAinE  111. — ^ous  avons  vu  que  les  potentiels  de 
deux  couches  extérieures  au  corps  sur  un  même  point 
extérieur  à chacune  d’ellcS;  sont  entre  eux  comme  les 
masses  des  deux  couches.  D’après  la  loi  de  continuité, 
ceci  subsiste  lors  même  que  le  point  attiré  est  sur  la  sur- 
face de  la  couche  qui  enveloppe  l’autre.  Mais,  dans  ce 
cas,  le  potentiel  de  cetU;  dernière  couche  sur  le  point 
considéré  est  le  même  que  le  potentiel  sur  un  point  inté- 
rieur, le  même  par  conséquent  t|uc  le  potentiel  sur  un 
point  de  la  seconde  couche.  On  a donc  ce  théorème  : Le 
potentiel  d’une  couche  extérieure  au  corps  re.latij  à un 
point  situé  sur  la  surface  d'une  autre  couche  exté- 
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riourv,  est  an  potentirf  tir  cette  secnule  couche  relatif  à 
un  point  de  in  surface  de  la  première , comme  iii  masse 
de  cette  première  couche  est  à la  masse  de  la  seconde. 

fi.  Considérons  niainlciiant  des  surf’aecs  de  niveau  cjuel- 
ef)n([iic,s  extérieures,  intérieures  au  corps,  ou  bien  en 
partie  extérieures  et  en  partie  intérieures. 

Pour  simplifier  les  résultats,  nous  admettrons  que  le 
rapporte,  (“iilre  le  produit  de  l'épaisseur  |)ar  la  densit<' 
et  l’attraction,  ail  la  même  valeur  sur  toutes  les  rou- 
elles. Il  en  résultera  (ii‘‘  I)  que  la  niasse  d’une  couclie 
queltoïKjue  sera  le  produit  de  la  constante  4ttc  par 
la  masse  de  la  partie  dti  corps  qui  est  intérieure  à la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite. 

Ceci  posé,  démontrons  la  proposition  suivante  ; 

L'attraction  exercée  sur  un  point  quelconque  par  la 
partie  du  corps  qui  est  comprise  entre  deux  surfaces  de 
nioeau  , multipliée  par  le  rapport  constant  de  la  niasse 
cT une  couche  à la  masse,  de  la  partie  du  corps  qui  est 
intérieure  à cette  couche,  est  égale  à la  résultante  des 
attractions  des  couches  construites  sur  les  deux  surfaces 
de  nireau,  l'attraction  de  la  couche  intérieure  à l’autre 
étant  prise  en  signe  contraire. 

Conscj'vant  la  notation  précédente,  le  potentiel  d’une 
couche  sur  un  point  extérieur  ou  intérieur  M est  repré- 
senté par  l’intégrale 


fdm,  rsv  <ts 


Lorsqu’on  passe  de  la  couche  considérée  à une  couche  in- 
finiment voisine,  intérieure  .à  la  première,  ce  potentiel 
varie  de  la  quantité 
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Or,  si  l'on  noinino  dnii  l’éléincnl  do  masse  do  la  pariicdu 
ooi'ps  qui  est  comprise  entre  les  doux  surl’aces  de  niveau' 
iiilinimeiU  voisines  dans  l’inlériour  du  canal  dont  la  hase 
est  (h , on  a , d’après  le  n°  2 , 


5 ( ^ \ — 4’f 

\ <5  « ' 


Par  suite, 


o\\  désignant  le  potentiel  relatif  à l'action  (jno  la  parti<- 
du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau  infi- 
niment voisines  exerce  sur  le  point  M. 

D’autre  part,  la  relation  déjà  citée, 


. donne 


Si  = iî/7  cos  (NM  ), 


cos(NM)^/j 


l,a  variation  dV  étant  la  même  sur  tous  les  éléments  c/.5 
de  la  surface  de  niveau,  on  peut  faire  sortir  ce  facteur  liors 
du  signe  d’intégration,  et  il  vient  (page  aSy,  lliéorènie  F\  ) 


(E) 

ou  bien 


rs\  S r 

I — —<ls=  O, 

J 0 n r 


f- 


JV  Sr 
3 n r’ 


H s : 


— 4'E'^V, 


suivant  que  le  point  M cst*^\térieur  ou  intérieur  aux  deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voisines. 

, Supposons  d abord  qiu'  le  (>oinl  attiré  soit  extérieur 
à la  preinièic  couclie. 
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La  substitution  dus  \alunrs  (I))  et  (K)  dans  l’éffuation 
((i)  donne 

lî  V|  = — /{  TV!  V 


Intégrant  à partir  de  la  coueliu  considérée,  jusqu’à  une 
couche  intérieure  <jueIconque  dont  le  potentiel  sera  re-’ 
présenté  par  V'i,  il  vient  réqualion 


v,_  v',  = 4«v,, 


^où  V,  représente  le  potentiel  relatif  à l'action  exercée  sur 
le  point  par  la  portiou  du  corj)s  qui  est  eonqtrise  entre  les 
surfaces  de  niveau  sur  lesquelles  sont  construites  les  deux 
couches. 

Maijitenanl,  pour  démontrer  le  théorème,  dans  le  cas 
oi'i  le  point  attiré  est  extérieur  aux  deux  couches,  il  sullit 
de  dill'érentier  l'équation  précédente  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  attiré. 

Supjwsons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  soit  inté- 
rieur à la  première  couche. 

. Dans  ce  cas,  l’équation  (C)  devient 

lî  V,  •=  — 4 t:  TC  V',  -t-  4 V. 

*■ 

Intégranldepuis  la  couche  considérée,  jusqu’à  .unc  couche 
intérieure  quelconque,  mais  dont  la  surface  ••xterne  soit 
extérieure  au‘point  attiré,  il  vient  l’équation 

- V,^  V'.  =4,rtV,-+-47rs(V-V'), 


dans  laquelle  V <*t  \'  rC]>résentent  les  valeurs  du  potentiel 
relatif  à l’action  dii  corps  sur  les  deux  surfaces  de  niveau 
qui  portent  les  deux  couches. 

Cette  étjuation  exprime  une  propriété  remarquable  du 
potentiel  de  deux  couclu’S  qmdconques  sur  un  point  inté-, 
rieur  à chacune  d'elles.  11  est  aisé  de  voir  c|u’c>lie  s’étend 
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au  cas  où  le  point  attiré  serait  compris  daus  l’iiilerv aile 
des  deux  couches,  pourvu  que  l'on  entende  par  V'  le  po- 
tentiel du  corps  sur  la  surface  de  niveau  qui  passe  au  point  . 
attiré. 

Si  l’on  diflérentie  cette  é({uation  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  attiré,  il  ne  reste  aucune  trace  du  terme 
V — et  le  résultat  exprime  le  théorème  que  nous  vou- 
lons démontrer,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  est  intérieur  ’ “ 

aux  deux  couches. 

F. iiiin,  le  théorème  subsiste  encore  quand  le  point  at- 
tiré est  compris  daus  rintervalle  dtts  deux  couches  don— 
iié<'s.  Pour  s’en  assurer,  il  suHit  d'appliquer  successive- 
ment le  théorème  à chacune  des  deux  couches  comparée  à 

njie  troisième  couche  construite  sur  la  surface  c[ui  passe  s* 
au  point  attiré. 

G.  Une  couche  quelconque  cl  la  partie  du  corps  qui  lui 
est  intérieure  exercent  sur  un  même  point  extérieur  à lu 
couche,  des  attractions  qui  ont  la  même  direction , et 
dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  do  la  masse  de 
■la  couche  à Iti  masse  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  in  - 
térieure,  — Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps 
qui  lui  est  extérieure  exercent  sur  un  même  point  in- 
térieur à la  couche , des  attractions  dingées  en  sens 
contraire , et  dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de 
la  masse  de  la  couche  à la  masse  de  la  partie  du 
corps  qui  lui  est  intérieure. 

En  edet,  dans  le  théorème  précétlent,  prenons  pour  la 
couche  intérieure  à l'autre,  celle  qui  est  construite  sur  la  • 
surface  de  niveau  enveloppéi^  par  toutes  les  autres,  cette 
surface  pouvant  se  réduire  à une  ligne  ou  à un  point. 
L’attraction  de  cette  couche  sera  nulle  ; car  la  surface  de 
niveau  intérieure  à toutes  les  autres  répond  à un  maxi- 
mum du  potentiel,  et,  par  suite,  la  dérivée  — est  t^ulle 
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siii-  cuut;  sui  iaue.  D'ailiuuis  la  parlic  ilii  uoi  j>s' comprise 
enlrc  les  deux  couches  sera  toute  la  partie  du  corps  iulé- 
rieureà  la  ])remière.  Donc  l’action  de  la  première  couclie 
et  l’action  delà  partie  du  corps  intérieure  à celle  couche, 
sur  un  même  point  extérieur,  ont  la  meme  direction , et 
leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  des  masses. 

Dans  le  même  théorème,  prenons  pour  la  couche  exté- 
rieure à l’autre  , umt  couche  entièrement  extérieure  au 
• orps;  celte  (ouchc  n’exercera  aucune  action  sur  un 
])oint  intérieur  (n“  4).  Donc  l’action  de  l'autre  couche 
et  celle  de  la  partie  du  corps  extérieure  à celte  couche,  * 
sur  un  même  jioiut  intérieur,  ont  des  diroclions  oppo- 
sées, et  leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  ma.sse 
de  la  couche  à celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est  . • 
intérieure. 

Si  l’ou  admet  (jue  la  masse  d’une  couche  soit  égale  à 
celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  ce  qui 
revient  à supposer  dans  les  formules  4'^-—  i,  on  a cet 
énoncé  plus  simple  ; 

Une  couche  quelconque  exerce  Sur  les  points  extérieurs 
la  même  action  que  la  partie  du  corps  qui  lui  est  iuté- 
ricarc,  et  sur  les  points  intérieurs  une  action  éf^alc  et 
contraire,  a celle  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  exté- 
rieure. 

Ce  dentier  théorème  ne  .se  trouve  pas  dans  le  travail 
de,  M.  Chasles  ; la  démonstration  qui  précède  est  de 
M.  J.  Hertrand.  Au  reste,  ce  théorème  est  une  consé- 
cpicnce  immédiate  de  la  théorie  de  George  Green,  qui  fera 
le  sujet  du  numéro  suivant. 

7.  La  théorie  de  (irecu  est  tout  entière  fondée  sur  un' 
Icmme  de  calcul  intégral.  ^ , . 

Lemme.  — On  suppose  un  corps  terminé  par  une  sur-  ■ 
face  fermée,  qui  peut  d’ailleurs  se  composer  de  plusieurs 
. ai. 
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Ijnrties  isolées  les  unes  tics  antres  ; on  nomme  ds  V élé- 
ment de  la  surface  externe , dn  rélémcnt  de  la  normale 
■intérieure  a la  surface,  x,  y,  z les  coordonnées  rec- 
tnngulaùvs  d’un  point  quelconque  du  corps,  U et  V 
lieux  fonctions  de  X , y,  z qui  ne  deviennent  point  in- 
jinics  dans  l’intérieur  du  corps,  mais  qui  sont  d’ail- 
leurs quelconques. 

La  proposition  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  l'on  a 
toujours  la  relation  ^ 


f/’V 


:^ytxitritz+fy~^s 


dans  laquelle  les  intégrales  triples  s’étendent  à tout  le 
corps  considéré , et  les  autres  intégrales  à toute  la  surface 
du  corps. 

Soient  X,  fx,  V les  angles  que  la  normale  iiiléricure  fait 
avec  les  axes  des  x , desj)^  et  des  z. 

On  a -, 

rfU  ^ r/U  , , r/U  ^ r/U 

- r/.t  m ros  A as  H — — cos  u as  -i cosv  as, 

an  a.T  rly  ' ilz 

on  bien 


r/ll  . '/i:  , , 

-7-  df  ± — dy  dz 

dn  d.r 


'^'dzdx±'i^dxdr; 
dy  dz 


dans  les  trois  termes  successifs  qui  figuicul  au  second 
nienibre,  on  doit  prendre  le  signe  -f- ^ si  l'on  entre  dans 
le  corps  rpiaïul  on  traverse  l’élément  ds  en  s’avançant 
sueccssiveinent  dans  la  direction  de  l’axe  des  a;,  de  l’axe 
des  de  l'axedcs  s;  on  doit  prendre  le  signe  — , si  l'on 
sort  dn  corps. 


■ . " ! 
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Mar<|iioiis  rt‘S|MH  livj'ineiii  lU's  iiidicos  O Cl  i les  vulciii  b 
« om*s|)i>iulauU*s  aux  deux  éléments  de  siu  face  ds , par 
les(]uels  ou  entre  dans  le  corps  et  l’on  en  sort,  en  tiaver- 
sant  une  partie  isolée  dans  la  direction  d’un  des  axes  coor- 
donnés ; et  indiquons  par  le  signe  ^ une  somme  relative 

aux  diirérenies  parties  isolées  que  l’on  traverse  en  s'avan- 
çant toujours  dans  la  même  direction.  I.e  premier  mem- 
bre de  l’équation  (i)  pourra  se  représenter  par  la  somme 
de  trois  termes  de  même  forme,  dont  le  premier,  relalil' 
à la  direelion  de  l'axe  des  ,r,  sera 


//!/' 


rPXJ 

7/x' 


r/x  f-  ^ 


Irilz. 


(’.e  terme  peut  s écrire 


tiVilU 
t!x  lix 


dx  (i  y dz\ 


OU  s’en  assure  en  ell'eeluaut  par  parties  rinli'gration  rela- 
tive à X.  Il  eu  résulte  que  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion  (i)  est  égal  à 


-fim 


dx 


d\  dV 
dy  dy 


d\'dV\ 

7h  dz  ) 


dxd)  dz. 


F.crivani  cette  égalité,  et  changeant  dans  les  deitx  mem- 
bres U en  V et  V en  U,  on  obtient  une  nouvelle  «-galité 
qui  exprime  (jue  le  second  membre  de  l’étpiation  (i)  est 
égal  à la  même  intégrale  (-à).  Par  consé([uenl,  l’équa- 
tion  (i)  est  exacte. 

C.etle  équation  doit  être  modiliée^  si  l’uiic  des  fonc- 
tions U et  V devient  infinie  dans  rintéricur  du  corjis; 
les  inodiGcations  à introduire  dépendent  de  la  forme  de 
la  fonction  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  ilevicnt 
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iiiiinic.  Examinons,  on  ))articulior,  comment  se  iiiotHGe 
•l'ctle  équation  quand  la  fonction  U est  inüiiic  pour  un 
point  inlérieiirO,  dans  le  voisinage  duquel  elle  se  ré- 
duit à -1  r désignant  la  distance  à ce  point. 

Si  l’on  imagine  une  sphère  décrite  du  point  O comme 
centre,  avec  un  rayon  indnimeut  petit  que  nous  désigne- 
rons parp,  l’équation  (i)  s’appliquera  au  corps  entier 
diminué  de  la  petite  sphère,  et  l’équation  cherchée  sera 
la  limite  vers  laquelle  converge  l’équation  ainsi  formée 
(juand  le  rayon  de  la  sphère  diminue  indéfiniment. 

tionsidéroiis  successivement  les  quatre  intégrales. 

Puistpie  dans  rintérieur  de  la  petite  sphère  ou  a 


r 


, , rf'U  ftv  il‘V  ., 

il  en  resuite  que  la  somme  1 — j—  -I — r-r  est  ulenti- 

‘ rt.r'  tljr'  dz' 

qiiement  nulle  dans  toute  l’étendue  de  la  sphère;  donc 
l’intégrale 


conserve  la  même  valeur,  soit  qu’on  l’étende  au  corps 
entier,  soit  qu’on  l’étende  au  corps  diminué  de  la  sphère. 
Il  en  est  de  même  pour  l’intégrale 


Car  cette  intégrale,  étendue  à la  petite  sphère,  cigale 
au  produit  du  volume  de  la  sphère,  | -o’,  par  une  valeur 
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.inoyeunc  du  pKxJuU 


J27 


Ip  V 

lïp 


ti‘V 


,tl\ 
d-J  I 


' laquelle  esl  de  même  ordre  de  giaiideiir  que-i  puisque  la 
d'V  d-\~  d‘\ 

somme  1 — 1 — 7—  est  supposée  finie  dans  rintcrieur 

djc’  dy'  dz'  ' ‘ 

de  la  sphère.  Ainsi , l’intégrale  en  question  est  un  infini- 
ment petit  de  second  ordre  qui  disparaît  à la  limite. 

On  voit  encore  de  la  même  manière  que  l’intégrale 

/f/V 

U — r/.ï,  étendue  à la  surface  de  la  petite  sphère,  dis- 
parait à la  limite;  car  elle  est  égale  au  produit  d’une  va- 

,/V 

leur  moyenne  de  la  quantité  finie  — par  1 intégrale  infi- 
niment petite  J' Ijds  = - 4'^-p'  = 4’^p- 

/(i  U 

V — (Is,  étendue  à la  surface  de 

la  sjihère  en  tant  que  cette  surface  limite  le  corps 

extérieur,  sa  limite  est  le  produit  de  la  valeur  Vo  de 
la  fonction  V au  point  ü par  la  limite  de  l’intégrale 
d\] 


f 


dn 


(h.  Or  on  a 


dn 


dr 


par  conséquent, 


I f/l  = — ■ • 4 w 0"  = — 4 t 

V P 


f/U 

V ~ ds  = — 
dn 


lim.  J' \ 

D'après  cela,  l'é<juation  (i),  ap[)liquée  au  corps  entier 
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sc;  cliatii^c  fil  ( fllf-ci  ; 


j4t traction.  — MaiiiicnaiU  il  iiousfsl  fa<  flo  de  résoudre 
le  problème  suivant  : 

On  donne  une  surface  fermée  et  deux  fonctions  V, 
V'  des  coordonnées  (V  un  point  quelconque  de  P espace. 
Ces  Jonctions  satisfont  aux  trois  conditions  suivantes  : 
i”.  Elles  vérifient  les  équations 


d'\ 

tlx' 


rf’V  ,f‘\'  f/’V' 

rtf/'  di'  ' dx^  dy’’  dz’  ^ ’ 


a”.  Elles  ne  deviennent  jamais  infinies.  3°.  Elles  pren- 
nent une  même  valeur  C sur  la  surface  donnée,  celle 
valeur  commune  pouvant  d'ailleurs  varier  d'un  point  à 
un  autre  ou  rester  constante.  On  demande  de  déter- 
miner la  densité  que  doit  avoir  en  chaque  point  une 
couche  infiniment  mince  et  il’ épaisseur  constante,  placée 
sur  la  surface  donnée,  pour  que  le  potentiel  de  cette 
couche  soit  égal  à V par  rapport  aux  points  extérieurs, 
et  soit  égal  à V ' par  rapport  aux  points  intf-ieurs. 


Soit  du  réléiiifiu  de  la  norniule  inierieure  à la  surface 
doi  luée  qui  a pour  (^piatiou 


V = V'  = C, 


\ . 
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Pl  U le  (Jiiotifiit  lie  l’unité  par  la  ilislauee  i'  à un  point 
quelconque  O. 

Sttpposons  d’abord  que  le  point  O soit  intérieur  à la 
surface. 

Appliquons  la  formule  (3)  au  volume  intérieur,  en 
considérant  les  fonctions  b et  \ ' . Il  vient 


dV 

du 


ds. 


Ajipliquons  la  formule  (i)  a l’espace  compris  entre  la 

surface  donnée  et  une  sphère  décrite  du  point  O comme 

centre  avec  un  rayoti  infiniment  grand , en  considérant 

les  fonctions  U et  V.  Les  intégrales  relatives  à la  surface 

de  cette  sphère  disparaissent  à la  limite;  car,  sur  cette 

surface,  la  fonction  IJ  et  le  potentiel  \ sont  des  infiui- 

. . . . . , . • . d\ 

ment  petits  de  premier  ordre,  les  dérivées  — > — sont 

des  infiniment  petits  de  second  ordre,  l'intégrale  J ds  est 

un  infiniment  grand  de  second  ordre,  et,  par  conséquent, 
les  intégrales  dont  il  s’agit  sont  des  infiniment  petits  de 
premier  ordre.  Il  reste  donc,  en  nommant  toujours  dn 
l’élément  de  la  normale  intérieure  à la  surface  donnée, 

\ • 

Ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

■ 


/'•  d\  d\' 
dn  dn 

4" 


ds\ 


d\  d\ 


. , dn  dn 

^d’où  l’on  voit  que  la  couclic  de  densile  — ^ » aura 

son  jiotentiel  ég.il  a N ’ sur  tout  point  intérieur  0. 
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Mais,  eu  outre,  la  iiièine  couche  aura  sur  les  points 
A'xtéricuis  uii  polciiliel  égal  à V.  Car,  si  l’ou  suppose  le 
point  O à l’exlcrieur,  ou  obtiendra  de  la  luôme  manière 
les  étpia lions 


I.e  problème  est  donc  résolu. 


Corollaire. — Considérons  un  corps  et  l’une  quelcon- 
que de  ses  surjaces  de  nweau.  Soient  V le  potentiel  de 
la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à la  surface,  et  N ' te 
potentiel  de  la  partie  du  corps  qui  est  extérieure  à la 
surface.  L’équation  de.  la  surface  de  niueau  sera 


V -h  V'  = const.  = A,  ou  bien  V = A — V'. 


.Si  l’on  construit  sur  cette  surface  une  couche  dont  la 
densité  soit 

iiX  ,i\" 

r/n  tin' 

cette  couche  aura  relativement  aux  points  extérieurs 
un  potentiel  égal  a \ , et  relativement  aux  points  inté- 
rieurs un  potentiel  égal  à A — \ ' . Par  s.uite,  elle  exer- 
cera sur  les  points  e.rtérieurs  la  meme  action  que  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  et  sur  les  points  in- 
térieurs une  action  égale  et  cotit faire  à celle  tic  la  partie 
du  corps  qui  lui  est  extérieure. 
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8.  Ajoutons  oncorr  quolqucs  pro[>osilioiis  moins  iin- 
portanles,  mais  qui  doniiLTOnl  une  idée  plus  complète 
des  relations  de  forme  et  de  j>osItiou  qui  existent  entre 
'un  corps  et  ses  couches  «le  niveau. 

Une  couche  de  niveau  a même  centre  de  gravité  que  la 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure. 

Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à un  même  point 
ont  les  mêmes  directions  dans  la  couche  de  niveau  et 
dans  la  partie  du  corps  qid  lui  est  intérieure. 

.Si  l’on  compare  la  dijférence  de  deux  moments  d'i- 
nertie principaux  de  la  couche,  et  la  différence  des 
detuv  moments  d'inertie  principau.r  relatifs  aux  mêmes 
axes  pour  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à cette 
couche,  on  trouve,  que  ces  iUfferences  sont  entre  elles 
comme  la  masse  de  la  couche  est  à la  masse  de  la 
partie  du  corps' qui  lui  est  intérieure^  en  sorte  que  les 
trois  différences  des  moments  d’inertie  principaux  au- 
tour des  mêmes  axes  sont  constantes  pour  toutes  les 
couches  entièrement  e.rtérieures  nu  corps. 

Considérons  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à uni- 
surface  de  niveau  i hoisie  à volonté. 

Soient 
m sa  masse  ; 

V son  jjotentiel  par  rapport  à nu  point  très-«doigné; 
r la  distance  de  ce  point  à la  molécule  dm  ; 
x,j,  Z les  coordonnées  de  la  molécule  dm  par  raj«poi  i 
à des  axes  rectangulaires , placés  comme  I on  voudra  à 
une  distance  Unie  du  corps; 

U la  distance  «le  la  même  molécule  à l’origine; 

A la  distance  très-grande  de  l’origine  au  point  attiré; 
a,  h,  c les  cosinus  des  angles  (|iic  le  rayon  A (ait  avei 
les  axes. 
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= A’  — 2 l{ax  + 6/  -f-  Cl)  + 11’, 


- = - + - (flj:  4- A)  -+- es) 

/ K’  3 3 ,,  3 

I / 1 — rt’  x’  4 — ô’  >•’  4 — c’  s’ 

4-—  I 2 2 2'  2 

\ 4-  3 bcjrz  4-  3 cazjo  4-  3 iibxy 
el,  par  suite  , 


V = - m 4- 
A 


— ^ rt  J* xdm  4-  b J' ydni  c J' zilnt  j 

— — ^ tddm  4-  — ^ (rt’x’  4-  ’ 4-  c'z')dm 

-\-obc  J' j zdin -h  3 CCI  J'zxdm-t-3ub  J'xydiii 


I 


IVommaiii  \ , , in, , x, , y, , z,  , «,  les  qiiainiiés  aiialu- 
giics  à \ , ni,  X,  Z,  U,  et  relatives  à la  couclie  consli-uite 
sur  la  siirfaee  de  niveau  eonsidérée,  on  aura  une  expres- 
sion de  V,  pareille  à « elle  de  V.  Or  (u"  G)  V,  est  égal  à 

Il  -1 

— V , quelle  que  sou  la  position  du  point  attiré  , pourvu 

(|u  il  soit  extérieur  à la  couche;  par  conséquent  on  a 
cette  seconde  expression  du  potentiel  \ ; 


3'  = — OT  4- 
d 


ni 

m. 


— 2 y'"  >^^'”'■**2  y' + ~| 

4-3ic  P -,  s,dff»,-t-3co  J'z,x,dni,-i-3tib  P 


Oes  deux  expressions  doivent  être  égalés,  quelque  petit 
«pic  soit  le  facteur donc  les  eoelltcienis  des  mêmes  puis- 
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saïuosdc  ^ sont  égaux,  ft  cela  pour  lout  sysième  de  \a- 

Icurs  attribuées  aux  cosinus  a.  /),  c. 

Si  l’on  fait  deux  des  cosinus  égaux  à xéro  et  l'autre  égal  à 

l’uiiité,  et  que  l’on  égale  les  termes  en  — dans  les  deux  ex- 

A’ 

pressions,  il  vient 


c esi-à-{lirc  que  la  couche  et  le  corps  ont  même  rentre  de 
gravité. 

^Si  1 on  fait  a=o,  h = h,c— — ft*,  et  que  l’on  égale 
les  termes  en -î- , il  vient 


Zz’)dm  -h3f>' J' (y—  z’]dm-h6b\^i — b'  J" j-zilm 

J i“’  — 3z’,)dm,-^3b’J' (rj  — ; 

-l-6Av'i  — Çj'.Zid/ii,  I 


[: 


I d/ii. 


Cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  tome  valeur  de  b in- 
férieure à l’unitc,  il  faut  que  l’on  ait  séparément 

— I rzdm  = — I y,z,dm,, 

'"J  "'iJ 

J [y' ir]~ -A) 


La  première  égalité  et  les  deux  égalités  seudilables  mon- 
trent que.  si  les  axes  coordonnés  sont  les  axes  principaux 
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il’iiieiUo  df  la  roiulie  irlaiifs  à J’ori^iiu;,  r.fs  iiU'inrA 
axes  sont  aussi  les  axes  pi  iiicij)au\  (rim-rlie  de  la  partie 
du  corps  qui  est  iuléricurc  à la  roiu  he.  • 

Admettons  qu’il  eu  soit  ainsi.  Alors  la  seconde  égalité 
exprime  cpie  les  dinérenees  des  deux  moments  d'inertie 
pi  incipaux  autour  des  axes  des  z et  des  j , pour  la  rouclie 
et  pour  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intëritmre,  sont 
dans  le  rapport  des  masses  correspondantes. 

9.  .Tusqu’ici  nous  avons  toujours  parlé  d’attraction. 
Maislcs  théorèmes  subsistent  évidcmmciit,  (juand  l'attrac- 
tion est  remplacée  par  une  répulsion  proportionnelle  à la 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  delà  distance.  Ils  sub- 
sistent encore,  si  le  corps  agissant  est  composé  de  molé- 
cules, les  unes  douées  d’un  pouvoir  attractif,  les  autres 
douées  d’un  pouvoir  répulsif pourvu  que  l’qn  regarde 
comme  négatives  les  masses  des  molécules  douées  de  ré-» 
pulsion.  Si'ulemenl,  il  faudra  joindre  aux  théorèmes  celte 
condition  , t|ue  les  surfaces  de  niveau  considérées  soient 
fermées,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  que  ces  surfaces 
li  aient  pas  de  nappes  .s'étendant  à l'infini.  Car  le  poten- 
tiel \ ayant  alors  des  éléuients  positifs  cl  négatifs,  celle 
condition  ne  se  trouvera  pas  néce.ssairemcnl  satisfaite  par 
toute  surface  de.  niveau. 

(ictle  généralisation  est  nécessaire  pour  faire  servir  les 
^propriétés  des  couches  de  niveau  aux  problèmes  que  nous 
présente  la  théorie  de  réleciricité. 

Considérons  un  corps  bon  conducteur,  plongé  dans 
une  substance  non  l onduru  ice , l’air  sec  par  exemple,  et 
qui  a reçu  une  certaine  quantité  d’électricité  positive  ou 
négative.  Celle  électricité  peut  séparer  une  partie  des 
Hnides  qui  sont  à l’état  de  combinaison  dans  le  corps; 
mais  cela  ne  change  pas  la  quantité  totale  d’électricité 
libre,  estimée  en  considérant  l’un  des  Iluides  comme  posi- 
tif et  l'autre  comme  négatif,  b'inalement,  Vvlectncifé  libre 
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doit  se  distrihucr  do  maniire  quidlc  n' exerce  aucune  ac-  ■ 
tian  sur  les  points  intérieurs  au  corps;  sinon  elle  dé- 
composerait encore  du  fluide  conihiiié.  Il  s’ensuit  que  le 
potentiel  \ , relatif  à l’action  du  Iluide  libre  sur  un  point 
(x,  , z)  intérieur  au  corps,  reste  constant  (|uand  on 

fait  varier  les  coordonnées  de  ce  point.  Par  suite,  les 
f/'V  </’\'  d'V 

dérivées -1—5  -,-.  5 - • sont  sénaréinent  nulles  pour  les 
f£r’  rfr’  nz’ 

|)oints  intérieurs,  ür  on  sait  que,  si  l’on  représente  par 
0 la  densité  du  fluide  au  jioinl  (x,  r,  r),  on  a ré<|uation 

r/’V  r/’V  r/’V 

donc  f)  est  nul,  c'est-:Wlire  que  le  fluide  libre  se  porte 
tout  entier  à la  surface  du  corps. 

ün  peut  considérer  ce  fluide  comme  formant  intérieu- 
rement à la  surface  du  corps  une  couche  infini.’nenl  mince, 
d'épaisseur  constante  et  de  densité  variable.  1. 'action  du 
iluide  est  nulle  sur  la  surface  interne  de  cette  couche; 
car  cette  surface  peut  être  considérée  comme  intérieure 
au  coi'ps,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité.  Mais  l’action 
n’est  point  nulle  sur  la  surface  externe  \ clje  y est  détruite 
par  l’action  de  l'air  qui  .s’oppose  à la  sortie  du  fluide. 
I.’air  ne  m<-i  aucun  obstacle  au  déplacement  du  iluide  sur 
la  surface  conductrice  du  cor|)s;  c’est-à-dire  que  son  ac- 
tion est  normale  à celte  surface.  11  en  est  de  même  de 
l’actiou  du  fluide  qui  lui  fait  équilibre.  Par  conséquent , 
la  surface  du  corps  est  une  surj'acc  de  niveau  relative- 
ment il  l'action  du  fluide. 

Considérons  une  petite  surface  fermée,  qui  se  compose 
d’un  canal  infiniment  étroit,  normal  à la  surface  du  corps, 
cl  des  éléments  superficiels  découpés  par  ce  canal  sur 
les  deux  surfaces  de  la  couche.  Si  nous  u|>|ili(|uons  le 
théorème  du  n'’  1 à cette  petite  surf.tec  fermée,  en  ob- 


V ■ ' 


336‘  ' MÉCA.MQIE  RATIONNELLE.  “ . ' 

s«‘rvaiu  que  l’aclioii  normale  est  mille  sur  la  suiiaee  iii- 
lerue  de  la  couche  et  sur  les  parois ^u  canal,  nous  trou- 
vons que  l’action  exercée  par  le  tluide  sur  l’élément  de  , 
la  suri'ace  du  corps  est  égale  au  produit  de  4^^  par  la 
masse  du  fluide  compris  dans  l’élément  de  volume  con- 
sidéré. Ainsi,  en-  tout  point  de  la  surface  du  corps  la 
densité  de  la  couche  est  proportionnelle  à l’action  du 
fluide  sur  ce  point. 

Nous  pouvons  en  conclure  que  le  fluide  électrique  forme 
à la  surface  du  corps  une  couche  de  niveau  rélativemcnt 
Cl  sa  propre  action. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  le  corps  conducteur 
soit  formé  de  l’ensemble  de  plusieurs  masses  conductrrees, 
mises  eu  présence  dans  un  milieu  non  conducteur,  cha- 
cune de  ces  masses  ayant  reçu  utie  quantité  donnée  d’é- 
lectricité et  agissant  par.  influence  sur  les  autres.  Dans  ce 
cas , la  couche  formée  par  le  fluide  sur  chacune  des  masses 
sera  une  couche  de  niveau  relativement  à l’action  du 
fluide  répandu  sur  toutes  les  masses  ; le  potentiel  relatif 
à l’action  de  tout  le  fluide  restera  constant  sur  tous  les 
points  de  la  surface  de  chaque  masse,  mais  sa  valeur 
pourra  changer  d’une  masse  à une  autre. 

10.  Il  n’y  a qu’un  seul  état  d'équilibre  possible  pour 
le  fluide  électrique  ivparti  sur  un  sy  stème  de  corps  con- 
ducteurs A,  B,  C,  mis  en  présence  les  uns  d<‘s 

autres  dans  un  milieu  isolant,  chacun  de  ces  corps  ayant 
reçu  une  quantité  donnée  d'électricité  positive  ou  néga- 
tive. 

En  effet,  supposons  qu’il  y ait  deux  états  d’équilibre; 
et  soient  a,  b , ...,  c , et  a',  b',  . . . , t' les  fonctions  des 
coordonnées  qui,  dans  ces  deux  états,  représentent  en 
chaque  point  le  produit  de  l'épaisscurde  la  couche  par  Iv 
densité  du  fluide,  la  fonciioii  a se  rapportant  à la  surface 
A,  la  fonction  b à la  Mtrface  H,  etc._  Lçs  fonctions 
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U — II'  — a,  b — A'  = jB , . . . , c — d — -j  rt'jKindroiit 
iiéci'ssaircineiit  à un  troisièiiiet’tat  d'équiliJjre  ; car  Icsiiou- 
vi-llcs  rouelles , qui  sont,  pour  ainsi  dire,  la  didereme de 
deux  couches  de  niveau  , seront  évideiunienl  elles-niènies  * 
des  couches  de  niveau.  ÎSIais,  dans  ce  nouvel  état,  la  quan- 
tilé totale  de  tluidc  libre  sera  nulle  pour  chacun  des  corps. 
Or  nous  allons  montrer  qu’un  tel  état  d’cquilihre  est  im- 
possible. 

Soient  X,  J",  Z les  coordonnées  d’un  point  extérieur 
aux  corps  du  système,  et  ^ le  potentiel  relatif  à raction 
lie  tout  le  Iluide  sur  ce  jminl.  On  a 

rf’V  d'\ 

ilx‘  dy'  </z’ 


Multipliant  par  \ dxdyilz^  cl  intégrant  en  étendant 
rinliigration  à tous  les  points  de  l’espace  extérieurs  aux 
corps,  il  vient 


S''== 


f/’V 

\dzdx  — dy 
dy’  • 


OU  bien,  à l'aide  d’une  intégration  par  parties, 


Dans  celle  é<|uation  , h‘s  trois  intégrales  doubles  s’éten- 
dent , d’une  pan  aux  points  situés  à l'infini,  d’aiitri- 
part  aux  points  situés  à la  surface  des  cor|>s  A,  H, 

Mais  les  parlie.s  de  ces  intégrales  qui  embrassent  les 
points  situés  à l’infini  sont  nullcs,  < ar  jiourcVs  points  le 
2)Otcnliel  \ est  nul.  Montions  que  les  mêmes  intégrales 
II.  ?.2 
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font  encore  une  somme  nulle  rjuand  on  les  étend  à la 

surface  de  l’im  quelconque  des  corps. 

Considérons  le  corps  A.  Soient  ds  l’élément  de  sa  sur- 
" face,  dont  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  sont 
flyilz,  fizdx,  dxdy  ^ et  X , u,  v les  angles  que  la  normale 
à cet  élément  fait  avec  les  axes. 

Observant  que  le  potentiel  V est  constant  sur  tous  les 
éléments  de  cette  surface,  nous  pourrons  écrire  la  somme 
dont  il  s’agit 


'.f( 


dV 

dx 


cos  A 


d\ 

Ty 


1 

cos  U H — cos  V 1 ds. 


dz 


^ ds. 


La  cjuantité  comprise  sous  le  signe^ expiTme  l’actinii 

normale  du  iluidt!  sur  l’élément  a/j,  par  conséquent  elle 
est  égale  à 4 a/j,  'et  l'intégrale  se  réduit  h 

4 TT  V J' 7t  ds. 

Sous  cette  forme  on  voit  de  stiite  ([ue  celte  intégrale  est 
nulle,  puisque^ a. fis  exprime  la  quantité  totale  d'élec- 
tricité répandue  sur  le  corps  A.  "■ 

INous  avons  donc  finalement , pour  l’ensomble  de  tous 
les  points  extérieurs  aux  corps. 


dx  dy  dz  — O . 


Celte  intégrale,  dont  tous  les  éléments  sont  de  même 
signe,  ne  peut  s’anutiler  qu’autant  que  ses  éléments  sont 
tous  nuis;  et  ces  éléments  eux-mèmes  ne  peuvent  être 
nuis,  qu’aulant  que  le  potentiel  V,  relatif  à l'action  du 
fluide  sur  un  point  extérieur,  tie  varie  pas  avec  les  coor- 
données de  ce  point.  Mais,  dans  ce  cas,  l’action  du  fluide 
sur  le  point  est  nulle.  Ainsi  nous  sommes  conduits  à cette 
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con6é<[ueiK;c,  ijue  le  lluiilc  ii  V\crce  aucune  action  sur  un 
point  extérieur  aux  corps  A , B , . . . , C , quelcjue  rappro- 
ché que  soit  ce  point  de  là  surface  de  ces  (orps.  D’api'ès 
la  loi  de  continuité,  il  doit  en  être  de  même  pour  un  point 
situé  sur  la  surface.  \ous  savons  d’ailleurs  que  l'action 
du  fluide  sur  la  surface  des  corps  conducteurs  est 

,4îra, 

donc 

a = 0,  = y = o;  a = a' , b = b' , . . . , c.  = c' ; 

c’est-à-dire  (jue  les  deux  états  d’é(|uilibre  supposés  sont 
identiques.- 

Ce  théorème  et  la  démonstration  <|ue  nous  en  donnons 
ici  sont  de  M.  l.iouville  ( ^tlrlitions  à fa  Connaissance 
des  Temps  pour  i845)- 

De  U3Ut  ce  qui  précède  , il  résulte  que  le  problème  de 
la  distribution  de  l’élcclricité  à la  surface  d’un  système 
de  corps  conducteurs  est  entièrement  résolu,  quand  on 
en  connaît  une  solution  particulière.  Par  l•xcnlple,  sa- 
chant qu’une  couche  homogène,  infiniment  mince, 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  concentriques,  sem- 
blables et  semblablement  placés,  n’cxerce  aucune  action 
sur  les  points  intérieurs,  et  exerce  une  action  nor- 
male sur  les  jK)ints  de  sa  surface  externe,  on  en  coji- 
clut  de  suite  que,  si  l’on  donne  de  l’électricité  à un 
ellipsoïde  conducteur,  isolé  et  libre  de  toute  influence, 
la  couche  formée  par  le  fluide  à la  surface  du  corps 
aura  sa  densité  proportionnelle  en  cha(|ue  point  à la 
distance  de  l’ellipsoïdi;  semblable  infiniment  rapproché. 
Si  l’ellipsoïde  est  très-allongé,  la  densité  du  fluideà  l’ex- 
trémité du  grand  axe  sera  beaucoup  plus  grande  que 
partout  ailleurs;  et  , comme  la  répulsion  du  fluide  sur 
lui-même  est  proportionnelle  en  ihaijue  point  à la  dim- 
sité  de  la  couche,  il  pourra  sc  faire  que  cette  répul- 
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siôn  à l’extrômité  du  grand  axe  surpasse  la  résistance 
que  l’air  ambiant  oppose  au  passage  du  fluide.  Alors  l’é- 
lectricité s’écoulera  par  le  sommet,  ce  tpii  est  d’accord 
avec  le  phénomène  connu  des  physiciens  sous  le  nom  de 
poiu’oir  des  pointes. 

11.  Soient  V le  potentiel  d’un  sjstème  de  masses 
'M, , M,, . . . , concentrées  dans  les  points  P, , P,,. . . 

V le  potentiel  d’un  sjstème  de  masses  m, , m,,.  . 
concentrées  dans  les  points  p,,  p,,. . .j 

V, , \'î  , . . . les  -valeurs  de  V en  ces  derniers  points  ; 

, e» , . . . les  valeurs  de  e dans  les  points  P, , P,, . . . . 
Démontrer  qu'on  a l'équation 

Ml  r,  -H  Mj  (*i  -f-  . . . = W|  \ I -t-  /;#,  V,  -f-  . , , , 

# 

Gauss,  Mémoire  cité,  § 19. 

1(2.  Soient  V le  potentiel  d’uncorps  sur  l’élément  ds 
d'une  surface  sphérique  qui  ne  renferme  aucune  partie 
du  corps  dans  son  intérieur,  V <,  la  valeur  du  potentiel 
au  centre  de  la  sphère,  et  rde  rayon  de  la  sphère. 

r \ds 

Démontrer  qu’on  a.  l'équation  \ 0 = » ou  , en 

d'autres  termes,  que  le  potentiel  sur  le  centre  est  la 
moyenne  entre  les  valeurs  du  potentiel  sur  tous  les  élé- 
ments de  la  surface. 

Gauss,  Mémoire  rite , § 20. 


Digitized  by  Google 


STATIQl  i:. 


CHAPITHE  IJ. 

(^)i; KSI  IONS  OK  MliCAMQUK  PIlA  l IQrK. 


SFXTION  1. 

rOl'SSÉE  DES  TEItllES. 

Im^iginuiis  un  plan  nu'iio  dans  l'inu'rieur  d'nii  massif 
•de  terre  en  équilibre,  l.es  forces  cjui  ai;isscnt  sur  I une 
des  faces  de  celte  section  et  maintiennent  l’éijuilibre,  sont 
la  jiression  normale,  la  force  tangcntielle  nommée  frolie- 
nicnt  statique,  et  une  seconde  force  tangcniielle  noininée 
cohésion^  qui , d'après  Coulomb,  est  proportionnelle  à la 
surface  d«‘  contact  et  indépi'iidante  de  la  pression,  lors- 
<l'ue  r<'‘<piilibrc  est  sur  le  point  d ’ètre  rompu  ('). 


c.  n X 


/ 


a / 


1 . Un  massif,  rlnnt  la  sur- 
Jatr  stipcrirurt;  est  un  plan 
horizontal  1>X  , sc  termine  la- 
téralement par  un  talus  lîA, 
tle  hauteur  donnée.  On  de- 
mande de  déterminer  le  plu.', 
petit  anp^le  [<pie  le  talus  puisse  Jaire  avee  la  l'ertienle 
sans  qu'il  y ait  éhoulement . 

Soient 

AC  = h la  liauleui  du  massif; 
a l’angle  BAC  i[ue  le  talus  fait  avec  la  \tn  ticale; 

P le  poids  d’un  volume  île  tei  re  égal  à runité; 

U le  coelllcieni de  frottement  statique; 

V la  force  de  cohésion  pour  Tunité  de  soi  lace,  lorsque 
le  glissement  est  sur  le  point  de  naître. 


(‘)  diil  AcaJ.  des  S*  d<‘  Vathi 
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On  admet  dans  celte  ihcorie  que  la  rupture  tend  à se 
l'aire  suivaui  un,  plan.  ÎNous  allons  d’abord  déterininer  le 
plan  sur  lecpiel  la  rupture  est  le  plu.s  à craindre,  en  sup- 
posant l’angle  a assez  grand  pour  qu'il  y ait  équilibre, 
mais  d’ailleurs  quelconque;  puis  nous  dclerininerons 
l’angle  a par  la  condition  que  la  rupture  soit  sur  le  point 
de  s’opérer  dans  le  plan  trouvé. 

En  vertu  de  la  symétrie,  le  plan  de  rupture  doit  étie 
perpendiculaire  au  plan  de  la  ligure.  Admettons  d'abord 
qu’il  coupe  le  talus  à la  base. 

Soient  AX  ce  plan,  (3  l’angle  qu’il  fait  avec  la  verti- 
cale, et  F le  poids  du  prisme  AUX.  Nous  supposerons 
que  l’épaisseur  de  ce  prisme  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  de  la  ligure  soit  égale  à l'unité;  le  calcul  n’en 
sera  pas  moins  général. 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  pri.sme  ARX  dans  la  di- 
rection XA,  lor.sque  le  glissement  est  sur  le  point  Je 
naître,  ont  une  somme  représentée  par  la  formule 


. Pcos^  — pl'sinp  — vAX, 

ou  bien,  en  remplaçant  P et  AX  par  leurs  valeurs, 

l/j/,»(tang6  — tangyj{ros?  — psinp)  — — y 


La  condition  d’équilibn-  est  que  cette  somme  soit  nulle 
ou  négative.  Plus  cette  somme  s’approche  de  o , plus  on 
doit  craindre  une  rujvlure  sur  le  plan  AX. 

Or,  quand  h augmente,  la  partie  positive  de  cette 
somme  augmente  plus  rapidement  (pie  la  partie  négative, 
car  la  première  partie  contient  /i’  en  facteur,  tandis  que 
la  seconde  contient  seulement  h à l’un  de  ses  termes; 
donc,  toutes  choses  égales,  la  rujilure  sur  le  plan  ,\X  est 
d’autant  plus  à craindre  (pie  la  hauteur  verticale  du 
prisme  (pi'il  sépare  est  plus  grande.  Ainsi,  c’est  avec 
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raison  <jue  nous  avons  pluré  l'intorscction  tlu  ])lan  el  ilu 
talus  aussi  bas  (jiif  jwssibic. 

Pour  délerniintT  l’angle  (3,  posons 


.ans  9 = a-,  p, 


et 


■ (-r 


tanua 


){i  — ux)  — n(i  -+■  X-)  — /(j 


l.a  eondiùon  d’équilibre  sera 

V I + x’  — 

et  l’angle  chendié  (3  s»;ra  celui  pour  lequel  le  premier 
nicinbi-e  de  celte  inégalité  devient  un  maximum.  Sa  tan- 
gente, X,  vérifiera  l’équation  dérivée 

(i -f- x’)/'(x) — x/(x)  = o. 

Ceci  posé,  ou  pourra  tirer  la  valeur  de  x de  cette 
dernière  équation , la  reporter  dans  la  relation  précé- 
dente où  le  second  membre  sera  pris  égal  à o ; alors  on 
aura  une  équation  propie  A déterminer  l’angle  a qui  fait 
l’objet  du  pioblèine.  Mais  on  arrivera  plus  simplement 
an  même  résultat  en  éliminant  .x  enlic  les  (xjuations 

/(.c)  = o et  /'{.r)  = o. 

Ou  trouve  ainsi  une  équation  qui , résolue  par  rapport 
à tanga  , donne  la  valeur 

* t 2 r -1 

tanga=  - -t-  — [«—  y'"  («  + ,“)(' -H  p')  J , 

U fÂ  ♦ 


(■) 


I 2 r /2'^  I l.'i  \ , - , 

[jjk  - Vm  • 


Cet  angle  a dépend  de  la  hauteur  h. 

A mesure  que  la  hauteur  augmente , tanga  s’approclie 

de  la  limite-,  (jui  conviendrait  à toute  bailleur,  si  la  eo-* 
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hésion  était  nulle,  coiiimo  c<‘la  a lieu  sensiblement  ilaus 
les  terres  l'raîcbcineiit  remuées. 

La  plus  grande  hauteur  h'  sur  laquelle  le  massif  puisse 
SC  soutenir  à pic,  est  celle  qui  rend  nulb-  la  valeur  (i)  de 
tanga.  On  trouve  • 

(2)  /d=  y/i  + fi>). 

Les  formules  (i)  et  (2)  peu\ent  servir  à déterminer  les 
coefficients  fx  et  v pour  un  terrain  donné.  Deux  expé- 
riences faites , runc  dans  le  cas  de  la  formule  (i) , l’autre 
dans  le  cas  de  la  formule  (2),  suffisent  tliéoriquemenl  à 
cette  détermination. 

Navikr  , Leçons  <ie  Mécnniiiue  à t'Leolc  des  Ponts  et  Chaussées  ; 
2'  edil.,  sort  II , art.  1 . 

, U E X 2.  Un  massif  termine 

parut} plan  horizontal 
peut  se  soutenir  à pic  sur 
une  hauteur  Bf)  = /t'.  On 
demande  de  déterminer  le 
profil  courbe  DA  que  le 
terrain  doit  m'oit'  au-des- 
sous du  poitil  U , pour  être  à la  limite  de  stabilité  en 
tout  point  de  ce  profil. 

. Soient  pris  BD  pour  axe  des  s , le  prolongement  de  X B 
pour  axe  des  y.  Nommons  z,  y les  coordonnées  d'un 
|)oint  quelconque  A de  la  courbe  cliereln-e;  par  ce  point 
menons  nue  droite  AK  tellement  inclinée,  que  le  trian- 
gle AEX  soit  équivalent  à la  figure  ADBX.  Soient  r,  la 
distance  du  point  E à la  verticale  du  point  A , et  a l’angle 
de  AE  sur  la  verticale.  Conservons  pour  le  reste  la  nota- 
tion du  problème  précédent. 

• I,C  terrain  terminé  au  talus  fictif  AEdoilétrea  la  limite 
/le  stabilité.  Si  donc  on  obserxe  <|ue  r,=  a tanga  et  que  z 
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csl  la  hauU'ur du  laïus,  on  aura,  d’après  le  proMèuie  pré- 
lédent , 

“ V^7  (7 

D’ailleurs  l’égalité  des  surfaces  AEX  , ADBX  donne 

Dill'érenlianl  ces  deux  équatioii's  et  éliminant  r,,(ln,- 
on  trouve  rétjualion  dill'érciitiellc  de  la  courbe  clierchée, 


<ly  i a V i 

— - H ; V I -I-  tt’ 

(iz  jx 


'■  .V 

^1>Z 


A + tej 

2 V ' 


lAintégrale  s’obtient  iininédiatement, 

■JL  jt’//  y 2v 

loR  îC-ey;~’ 


2 V 


v/' 


const. 


H/jz 


la  constante  étant  telle  que  ^ s’annule  pour  z = !t'. 

Si,  dans  l’expression  de  on  remplace  z par  la  va- 
leur de  h'  qui  a été  donnée  au  problème  précéderil,  on 
trouve  que  la  courbe  AD  coupe  la  verticale  BD  au  point  D 

'SOUS  un  angle  dont  la  tangente  est 

* « 

- ( V I -t-  — U } . 

3.  Soit  un  massif  ABCDEE.  . soutenu  par  un 
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mur  Alî,  et  dont  le  profil  est  un  polygone  quelconque, 
mais  constant  sur  toute  la  longueur.  On  suppose,  dans 
ce  massif, am  prisme  ABCDEX  prêt  à glisser  sur  le  plan 
. fixe  AX  en  faisant  reculer  le  mur.  Il  s'agit  de  déter- 
\ miner  le  plan  AX  par  la  condition  de  rendre  un  maxi- 
mum la  résultante  des  forces  que  le  prisme  séparé  exerce 
sur  le  mur  de  revêtement.  On  néglige  la  cohésion  îles 
terres  soit  entre  elles  , soit  avec  la  paroi  du  mur. 


Le  plan  AX  détenniné  par  cette  condition  est  nommé  ’ 
d’après  Coulomb  plan  de  rupture,  parce  qu’on  admet 
que  la  rupture  commencera  sur  ce  plan , si  la  réaction 
du  mur  vient  à n’être  plus  suRisante  pour  maintenir  l’é- 
.«|uilibrç. 

Soient  P le  poids^des  terres  sous  l’uuilé  de  vohiinc; 
tang(j>  et  taiig^  les  coeflicients  de  frottement  des  terres 
sur  elles-mêmes  et  sur  la  paroi  du  mur; 

a l'augle  que  la  paroi  du  mur  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AU  du  côté  du  massif;  ■■ 

P le  jK)ids  du  prisme; 

U et  S les  résultantes  des  réactions  du  mur  et  du  plan* 

' * de  rupture  siîr  le  prisme; 

l'angle  que  le  plan  de  rupture  fait  sur  le  plan  hori- 
zontal AU  du  côté  du  massif. 

Les  forces  P,  H,  S.  transportées  en  un  même  point, 
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(loivenl  so  l’airi'  équilibre;  ou  a donc 
R sin( P,  S) 

P 

sin(R , S) 


•Si  l’on  observe  (t.  I,  p.  5y)  que  R cl  S font  les  aiifjlcs 
IJ)'  et  (f  avec  les  normales  au  mur  et  au  plan  de  ruj>- 

N. 

ture,  on  reconnaît  aisément  que  l'angle  (P,  S)  est  égal  à 
- . 

r — et  l’angle  (R, b)  à r — {a — Par 


suite , 
(-) 


R = P 


sio(!^  — f) 

sin(a  — p-t-<ji  + y') 


11  nous  faut  cxpriinei' le  poids  P .à  l'aide  d’un  élément 
géométrique  qui  fixe  la  po.sition  du  plan  AX;  alors  la 
question  sera  réduite  à déterminer  le  maximum  d'une 
fonelion  d’une  seule  variable. 

Pour  ce  calcul , il  sulTira  évidemment  de  considérer- 
une  longueur  du  prisme  égal  à l’unité;  en  outre,  il  fau- 
dra supposer  que  l’on  connaisse  le  côté  du  proGl  pdy- 
gonal  qui  est  coupé  par  le  plan  de  rupture. 

Soient  El''  ce  côté; 


ù)  son  inclinaison  <à  l’iiorizon,  qui  sera  positive  si  la 
droite  EF  s’élève  en  «’éloignant  du  mur  du  côté  du 
massif  ; 

h la  distance  du  point  A au  côté  EF  ; 

Al  une  droite  tellement  inclinée,  que  le  triangle  formé 
par  cette  droite  , le  côté  EF  et  la  droite  AX , soit  équiva- 
lent an  polvgoue  ARCDEX  (cette  droite  Al  est  connue)  ; 
■ / l’angle  que  la  droite  Al  fait  avec  Thorizontale  AH  du 
côté  du  massif. 


Première  solution.  — On  prend  pour  inconnue  la 
quantité  tang(|3 — ^). 

l/expri'ssion  de  l’aire  du  triangle  AIX,  en  Oinelion  de 
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la  hauteur  et  dos  trois  aiif;los  , tlonne  d’abord 


p_  ^ — 

2 sin()i  — M)sin(p— m) 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  réqualion  (i) , ijue  l’on 
remplace  ensuite  siii  (À — {3),siu(j5  — f»)),sîn  (a — jS+o-hw')' 
pai'  les  expressions  équivahnues 

sin  (À  — (y  ) ens  ( ft  — y)  — sin(  [i  — tf)  cos(i  — y ) , 
sin(jî — <sf)  cos  (y  — o>)-t-sin(y  — <u)  cos(f!  — y), 
sin(a  y')  cos(  p — y)  — sin(  ^ — .,y)  cos(o  -J-y')  , 

et  que  l’on  pose,  pour  abréger, 


/(> 

P — . 


cos{îl  — y ) 


t \ — ^ I 


2 sin(X — o))cos(y  — w)  cos(a  H- y' ) 
tang(i  — y)  = rt,  tang(y--w)  = i,  tang(a + y')  = c, 
tang(p— y)=x, 

il  \ienl 

x(x  — fl  ) 

( X -h  ù)  (x  — c) 

La  valeur  de  x qui  rend  celte  pression  un  inaxiniuin 
vérifie  l’équation 


( 2) 


R = A 


n\  + — r) — c(x  — a)  tx  + h) 

(J)  — f)ii  A ^ — — 1 — — ■> = 

(/x  (x  -+■  by  {x  — cy 

On  en  tire 


X — c t(x — a)  c(c  — a) 

X -h  b X (fl  -i-  b)~‘  X (fl  b — c ) — bc 

X («  -<-  />  — f ) — bt U-  (r  — II) 

b (fl  + h)  y Tl  (a  -t-  b) 

ff*  R 

Pour  obtenir  la  valeur  de  la  dérivée  seconde-—  qui 

répond  à la  double  valeur  ilo  x,  il  sullil  de  remplacer 
dans  l’evpiàai.sion  (3)  le  miiiiéraleur  par  sa  dérivén'.  puis 
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de  sul'sliliier  la  double  valeur  en  question  ; on  trouve  ain.si 

f/'R  IX  {n  + b — c)  — 2ic  . 

(ix'‘  (x  -h  by  (x  — c)’ 

_ . -^-+-  t 

~ (.r -t- i)’(x  — r)‘  V ï (fl  4- i)‘ 

La  valeur  eorrcspoiidantc  de  R s’obtient  de  suite,  eu 
observant  que  l’équation  (3)  peut  s’éciire,  d’après  la  for- 
mule (2), 


et  que,  d’ailleurs,  on  a identiquement 


c b ■ 


11  vient 


_ Ar(fl  b)  / — ")V 

^ (i  -4-  c)’  \ f V ^ -t-  !>)  ) 


R ne  pouvant  être  négatif,  il  s’ensuit  que  le  facteur 
A c [a  b)  est  positif.  Divisant  par  ce  facteur  la  valeur 

de  la  dérivée  obtenue  précédemment , on  voit  c|ue  < 
celte  dérivée  a le  signe  de  la  quantité 


b 

C 


c {c  fl  ) 

b (fl  -t-  />) 


Si  donc  on  nomiiu*  K la  valeur  numérique  de  celte  der-  • 
niqre  quantité,  la  formule 


_ A c ( fl  -4-  è 1 

- fb  + rY 


(i±K)> 


^ sin(g  4-  

7.  sîn’fa  — o> -h  V -f- 


(i  drK)’ 


roprésentera  la  pression  inaximinn  quand  on  prendra  le 
sigiu’  iufériiuir,  et  la  pression  minimniu  (juaiid  011  prendra 
le  .signe  supérieui'. 
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I.i-s  valeurs  correspoiulanles  île  .r  stuit 

î')‘ 


^ _ (_i  ± 1^)  lan^. 

T / K 

1 - , T K 

lanj;  (o  — w) 


et  1 ou  a 


j siii  (a  — A -H  ç ) hin  ' ç — 0) 

y sin  (1. — 'u)sin(x  + »') 


l.c  miniiniiin  lu:  répond  pas  an  problème  actuel  ; mais,  si 
I on  cbattî’e  les  signes  des  angles  9 et  ®'  dans  les  formules 
i-elatives  au  minimum,  elles  donneront  la  solution  du  pro- 
blème correspondant  dans  le  cas  de  la  butée  des  terres. 
C’est  le  cas  où  le  mur  tendrait  à s’avancer  dans  l’inlé- 
l ieur  du  massif  en  soulevant  un  prisme  de  terre. 

Observons  encore  i{ue,  dans  les  deux  cas,  si  l'on  s’était 
trompé  sur  le  choix  du  coté  EF  coupe  par  le  prisme  , les 
formules  en  avertiraient,  et  l’on  aurait  à reconuiienccr 
le  calcul  en  choisissant  un  autre  côté.  Au  reste,  un  peu 
d’attention  suflira  d’ordinaire  pour  éviterces  tâtonnements 
fâcheux. 

Comme  application,  supposons  que  la  surface  supé- 
rteurc  du  terrain  soit  un  plan  hori/.onlal  , et  que  l'on 
puisse  négliger  le  frottement  des  terres  contre  le  pare- 
ment du  mur.  Alors  on  aura  o)  = o,  ?.  = a,  9'  = o,  et  l’on 
trouvera  facilement  la  pression  maximum 

a — a 

sin’ — —I  • 

1 /i’  2 

R = - « — , 

2 sin  a . a -f-  «P  ' 


ainsi  que  l’inclinaison  du  plaji  de  rujiture , 


■(') 


(‘)  M.  Saint“C»ni\hrni , nuqiu‘1  noi»  om|)riinU>nH  cette  i^olnllon  ^Journal 
tic  M.  LiouvillOt  l.  I\,  p.  1;  lüloml  au  raK  où  )*on  tient  rom|>4c  «lo 
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Deuxtè'ne  solution.  — .loi^nons  le  point  A au  côté  EF 
par  deux  droites  AAI,  AA,  situées  de  part  et  d’autre  de  la 
droite  AH,  et  formant  avec  elle  les  angles  a — y,  + ijj'. 
Entre  les  droites  AIN,  AA,  menons  des  droites  II',  XX^ 
parallèles  à AAI.  L’inconnue  sera  la  position  du  point  X'. 
La  géométrie  nous  donne  les  relations 

P = -«AÏX, 

■>. 

sin  (P  — ç ) A X' 

siii  (a  — P -I-  I -f  ÿ')  ~ XX'’ 

IX  _Fx'  - 

Âm  Âlv  ’ 

_Â¥  XV 
IjÏ  NX'’ 

h MiN  = AÂ  . lÂÎ sin  (a  H-  /), 

Egalant  le  produit  des  premiers  membres  à celui  des  .se- 
conds mcmlires,  il  vient  (i)  ' 

r 

„ 1 Ttr  . , ,,ï'lë.AX' 

R « AN  sin  ( a H- O ) — . 

2 NX'' 

Or,  si  l’on  pose,  avec  Al.  Bélanger  (Cotirs  de  l’Ecole  Po- 
Jyteclmi(jue) , 

NÂ  = «,  Nr'=r/,  NV  = x, 

on  voit  aisément  que  le  maximum  de  la  fraction 

’ rV  . AX“'  _^{x  — i)  (a  — x) 

NV  ~ 


b cohésion  des  terres  entre  elles  et  arct  la  paroi  du  mur.  Mais  , comme 
r<ii)jct  de  ce  calcul  est  de  dctcrniiner  répaisseiir  qu’il  faut  donner  nu  mur 
pour  qu'il  ne  soit  point  repoussé,  il  est  plus  silr  de  ne  pas  suppoju^r  tine 
eoliésion  qni  peut  être  anéantie  par  un.ékraulemcnt  fortuit 
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ri'poiid  à X = ^(11.  'IVIlc  est  donc  la  dislancc  du  point  \'‘ 
a 11  poi  11  t N . 

Le  point  X' étant  connu,  il  suflira  de  mener  parce  point 
une  parallèle  à la  droite  AM  pour  avoir  la  position  du 
point  X et,  par  suite,  celle  du  plan  de  rupture. 

I.e  maximum  de  la  résultante  11  est 

R = sio  (a  + (?')  {a  — V<n')’, 

R = - /^  sin  (a  -1-  y)  W. 

Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  se  fonde 
cette  solution,  sont  dues  à .M.  Poncelet  (').  C’est  au 
même  géomètre  que  l'on  doit  la  théorie  de  la  Aii/ce  des 
terres. 

A.  Restant  dans  les  conditions  du  problème  prece- 
dent , on  demande  de  trouver  le  centre  de  poussée,  c'est- 
' à-dire  le  point  ét application  de  lu  pression  normale  sur 
le  parement  du  mur. 

Soient  l = AB  la  hauteur  du  mur,  z la  distance  du 
centre  de  poussée  à l’arêle  de  couronnement  B , R,  la  pres- 
sion normale  exercée  sur  la  partie  du  murqui  est  comprise 
entre  l'arèli-  de  eouronnement  et  une  horizontale  située 
à la  distance  z •,  on  admet  que  celle  pression  est  la  pression 
maximum  que  donnent  les  formules  du  pi-oblènic  précé- 
dent appli(|uées  à la  partie  du  mur  considérée, 

l:!crivant  que  le  moment  de  la  pression  résultante.  R 
aulonr  de  l’arète  B est  égal  à la  somme  des  moments  des 
•composantes,  il  vient 

Ri  = 

J.a  question  est  ramenée  à une  tpiadralure. 

( ‘'[Monioirr  MIT  la  stabilité  revt-lements  et  de  Icnrs  t'omlutions 
[Mrntorial  de  t Offeier  du  Oihitr,  i3;  ^84oî. 
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. Pour  le  cas  d’une  terrasse  dont  le  plan  supérieur  monte  .. 
à partir  de  l’arête  de. coiirouneraent,  en  faisant  avec  l’ho- 
rizon un  angle  w,  moindre  que  l’angle  y du  talus  naturel 
des  terres,  R,  est  proportionnel  à z*,  et,  par  suite,  on  a . 


- 2 
z = -/. 


. • 


SECTION  II. 

r ' 

* ^ « 

RÉSISTANCE  DES  MATÉRUEX.  ' ^ 

^ - U 

On  admet  comme  fait  d’expérience  qu’un  prisme  ho- 
’mogène,  soumis  à une  traction  ou  pression  longitudinale, 
uniformément  répartie  sur  sa  base,  s’allonge  ou  se  rac- 
courcit d’une  quantité  proportionnelle  à reHorl  exercé, 
tant  que  l’on  ne  produit  pas  de  déformation  permanente,, 
et  que  la  variation  de  longueur  est  très- petite  par  rapport 
à la  longueur  elle-même.  Cetallongementeatdc  plus  pro- 
portionnel à la  longueur  du  prisme,  et  irrversement  pro- 
portionnel à l’airc  de  la  base.  Le  rapport  dépend  de  la 
nature  du  corps.  , 

Si  l’on  nomme  P la  force  de  traction,  e l’allongement, 
/ la  longueur  du  prisme,  w l’aire  de  la-  base  et  E une 
constante  qui  dépend  de  la  nature  du  corps,  on  a 


(A) 


K/‘  * 


Cette  formule  s’appliquc^également  au  casdhinc  pres- 
sion et  d’un  raccourcissement.  La  eoiistanle  E mesure 
l’allongement  do  runilé  de  longuoifr,  sous  l’influence 
d’une  traction  égale  à l'anité,  appliquée  sur  l’unité  de 
section.  Elle  se  nomme  le  coeffeient  d'élasticité  du  corps. 

Un  exemple  simple  uous  montrera  comment  ce  seul 
principe  snllit  à déterminer  le.s  conditions  de  plus  grande 
II.  ai 
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« 

slabililc,  [innr  un  assemblage  «le  pièces  qui  supportent 
(les  elïorts  tous  ilirigt's  dans  le  sens  de  la  longueur. 

Soit  un  assemblage  triangulaire  ABC,  Jormè  de 
deux  pièces  de  charpente  également  inclinées  AB,  AC 
et  d'une  pièce  horizontale  BC  qui 
'relie  les  deux  premières.  On  propose 
de  déterminer  la  disposition  de  F as- 
semblage et  l'épaisseur  relative  des 
pièces  qui,  sous  un  même  volume, 
rendent  un  minimum  la  flexion  ver- 
ticale produite  sur  le  sommet  A par- 
un  poids  P.  • • 

On  suppose  les  pièces  de  même  nature,  cl  assembb'-es  dé- 
telle inainère  «[UC  les  efforts  qu’elles  supporlcnt  soient 
tous  dirig«*s  daiis  le  sens  de  bjur  longueur. 

• Soient  .... 

/ la  longucui\dc  la  pièce  horizontale^ 
h la  longueur  l oinmunc  des  pièces  inclinée-  ; 

(i)  la  section  commune  de  ces  deux  pièces  ; 
h la  hauteur  du  triangle;  . . 

2 a l'angle  en  A. 

On  a "■  “T 


cette  relation , ‘étant  dUTéreutiée,  fait  connaître  la  varia- 
tion de  la  bautenr  en  fonction  des  v^iriations  des  côlé*s, 


(■> 


ht  h -—  - t — 
2 2 


Dans  cette  relation  et  dans  les  calculs  qui  vont  suit  te, 
nous  compterons  positives  les  variations  d A ou  s,  ôb  et 

i ^ qnaml  les  longueurs  h,  b et  ^ .seront  diminuées. 


► « 
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Chacune  des  pièces  inclinées  est  pressée  pài  une  forer 
égale  à • 

/ l cos  X 


— 5 et  la  pièce  horizontale  est  tirée  par  nue 
2 cos  X ^ '■ 

force  égale  à ^ d’ailleurs  b = - — !■ — > A = iS2H.  Q’„ 


2 cosa  ' 2 sm  X 2 sin  x 

a donc,  d’après  la  formule  (A),  en  supposant  d’abord 
(]ue  la  pièce  horizontale  ait  même  section  ejue  les  pièces 
inclinées. 


2 sin  X F,  P ' 


l 


h 2 sin  X /cosx  ,«1  2COSX  2sinx 


E/P ^ J 

4«  sinx  cos' a ' 


/ J 

2 2 / 2.  sinx  E P sinx  / 


2 / cosa  W 2.  cos  X 2 


E/P  sin'x 
4w  sinx  cos’ X 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’écjuation  (i),oii  obtient 
line  valeur  de  la  flexion  verticale,  qui  jieui  s’écrire  ainsi 

: 1 

4u|_$inx(i  — sinx)  J ? 

Cette  flexion  est  un  minimum  lorsque  sin  a = ~i  c'est* 
à-dire  , lorsque  le  triangle  est  c(|uilatéral.  Alors 

3E/„  ’ 

£=7  -P.  i 

4 (•> 

* * 

Si  l’on  veut  que  le  volume  des  pièces  soit  un  minimum 
pour  une  résistance  donnée , il  faut  que  leurs  sections 
soient  proportionnelles  aux  efforts  qu’elles  supportent. 
Dans  ce  cas,  la  .section  de  la  pièce  horizontale  sera  w .sina, 
et  l’on  aura 

^ E/P  I sin’x  . * 

, • 4“  sinacos’x  ^ 

^ Soit  n le  plus  grand  effort  que  chaque  pièce  puisse 
supporter  sur  l’unité  de  section  , sans  que  la  lirnite.  d’élas- 
ticité soit  dépassée. 

La  plus  grande  valeur  que  pjiissoj/eccvoir  lo  poids  P, 

, ■ 23,  • J 


* . 
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sans  qu'il  y ait  déformation  permanente,  sera  donnée  par 

réc[uation 

P 

- =n, 

2uC0$a 

et  la  plus  grande  valeur  de  la  flexion  verticale  sera 
it  E /n  I + sin’o 


2 sin  a cos  a 


Le  minimum  de  cette  valeur  répond  à tanga  = ; c’est- 

»•  y 2 

*€i-dirc  que  la  plus  grande  flexion  dont  rassemblage  soit 
susceptible  sans  altération  permanente,  est  un  minimum , 
lorsque  la  hauteur  du  triangle  est  égale  à la  demi-diago- 
'nalc  du  carré  construit  sur  le  côté  /.  Cette  plus  grande 
llexion  minimum  a pour  valeur  aE/tlI,  h représentant 
la  liauteur  du  triangle  *, . le  poids  qui  la  produit  est 

, = y/î»n.  ■■ 

• Lamé  , Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de 
l’élasticité,  leçon  vu . ^ ’ 

2.  Généralisons  lé  principe  qui  nous  a servi  jusqu’ici 
de  point  de  départ.  Disons  que,  dans  tout  corps  solide 
soumis  à un'  effort  extérieur  qui  le  déforme  légèrement 
sans  produire  d'altération  permanente,  le  déplacement 
relatif  des  molécules  fait  naître  entre  chaque  couple  de 
molécules  très- voisines  une  force  proportionnelle  au  dé- 
placement relatif,  répulsive  si  les  molécules  ont  été  rap- 
prochées, allractive  si  elles  ont  clé  écartées. 

J Cette  généralisation , 
jointe  à quelques  hyjpolhè- 
scs  assez  plausibles,  nous 
permettra  de  determitysr 

- la  forme  et  les  conditions 
de  stabilité  d’un  solide 

- prismatique  soumis  à des 
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ejforts  çiuffcoiufues , en  supposant  que  les  dimensions 
transversales  du  solide  soient  petites  comparativement  à 
sa  longueur.  L’accord  des  résultats  de  rexpérience  avec 

• ceux  de  l’analyse  jiisiiliera  les  hypothèses,  ^lous  nous  bor- 
nerons à considérer  le  cas  d’cllbrts  parallèles  entre  cur, 
perpendiculaires  à l’axe  du  corps , et  produisant  une 
llexion  peu  considérable. 

Soit  OA  un  prisme  horizontal  dans  sa  position  natu- 
relle, qui  est  sollicité  par  des  forces  verticales  P,  situées 
dans  le"  plan  qui  divise  le  corps  suivant  sa  longueur  en 
deux  moitiés  symétriques.  Ce  plan  sera  cglui  de  la  figure. 
Par  l’eflét  de  ces-forccs  le  prisme  flérKil  légèrement. 

' ^ous  supposerons  que  les  molécules,  qui  se  trouvaient 
primitivement  dans  une  section  nn'  perpendiculaire  aux 
arêtes  du  prisme,  soient  encore  situées  après  leur  déplace- 
ment dans  un  plan  normal  aux  courbes  que  forment  alors 
ces  arêtes.  Dans  cette  supposition,  le  plan  iw',  qui  contient 
les  molécules  considérées , n’a  pu  que  tourner  d’un  angle 
infiniment  petit  autour  d’une^-droite  horizontale  G',  qui 
est  restée  fixe.rclatiremcnt  à une  deuxième  section  nor- 
male mm',  très-voisine  de  la  première. 

Soient  dO  l’angle  infiniment  petit  de  rotation,  ds  la  . 
. dis^^ncc  constance  de  la  droite  G à la  section  mm' , df^ 
J’élément  de  la  section  nn',  z la  distance  de  cet  élément 
là  droite  G,  etE  le  coefficient  d’élasticité  du  corps. 

' La  force  élastique  dévelojqtéc  sur  l’élément  d(ù  est  nor- 

malî^  cet  élément.  Pour  estimer  son  intensité,  il  nous’’ 
suffit  de  considérer  le  prisme  élémentaire  qui  a cet  élé- 
wicnt  pour  base  et  se  termine  à la  section  tnm'.  La  lon- 
.^eur  naturelle  de  ce  prisme  est  ds,  sou  allongement  est 
zdO-,  par  consé<iucnt , l’clVort  qu’il  supporte  sur  sa  base' 
. est  - 

I d 6 , 

VT 

. K (fs  , • 
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Les  forces  élastiques  qui  s’exercent  sur  les  diU'érents 
éléments  de  la  section  nn',  font  éijuilibrc  aux  forces  exté- 
rieures P qui  agissent  sur  la  portion  de  prisme  nnA. 
Projetant  ces  forces  sur  la  normale  à la  section  nn',  puis 
prenant  leurs  moments  autour  de  la  droite  G,  nous  ob- 
tiendrons deux  écpiations  d’équilibre  qui  seront  suffi- 
santes pour  résoudre  les  questions  que  nous  avons  en  vue. 

Les  forces  P sont  verticales,  et  la  normale  sur  laquelle 
nous  les  projetons  est  sensiblement  horizontale,  comme 
les  arêtes  elles-mêmes;  les  forces  élastiques  sont  paral- 
lèles à l’axe  de  projection;  nous  avons  donc,  à très-peu 
près,  l’équation  ^ ^ 

‘ /■  w 


où  l’intégrale  s'étend  à tous  les  éléments  de  la  section  nn'. 
Ceci  nous  montre  que  la  droite  G passe  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section.  Il  s’ensuit  que. la  fibre  qui  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  chacune  des  sections  normales  n’é- 
prouve aucune  dilatation,  aucune  contraction,  quelle  que 
soit  l’orientation  du  prisme  autour  de  cette  ligne.  Cette 
propriété  l’a  fait  nommer  ligne  des  fibres  invariables. 

Soit  ^ P/;  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 


rieures autour  de  la  droite  G,  comptés  positifs  quand  la 
rotation  d 0 qu’ils  tendent  à produire  est  positi'e.  L’équ.-v- 
tion  des  moments  sera  la  suivante  ; * - * 


I 0 /* 


La  quantité  I s’r/o)  est  ce  qu’on  appelle  le  moment 


rC élasticité  du  prisme  dans  la  section  nn',  pour  l’état  de 
flexion  résultant  des  forces  P. 

Si  nous  appelons  p le  rayon  de  courbure  correspondant 


• • 
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au  |>oiiil  (i  sur  la  courbe  iurincc  par  la  ligue  des  libres 
invariables,  et  fl 'le  uionu'tit  d’inertie  de  la  section  nn 
autour  de  riioriasonlale  G,  l’équation  préc«yente  pourra 
s’é<'rire  ■ » 


(•) 


n I 
Ë P 


= 2 


Celte  équation  nous  montre,  en  particulier,  que,  dans  le 
cas  où  les  forces  extérieures  P se  réduisent  à un  couple , 
la  courbe  formée  par  le  prisme  est  un  arc  de  circonfé- 
rence', car,  le  second  membre  de  l'é(]ualion  étant  constant 
fwiir  toute  section , il  faut  tjue  le  rayon  de  courbure  soit 
aussi  constant.  Dans  tous  les  cas,  elle  nous  fera  connaître 
la  courbe  OGA  formée  par  l’axe  du  prisme.  * 

En  effet,  rapportant  celte  courbe  à deux  axés  rectan-, 
gulaires  OX,  OY,  le  premier  horizontal,  le  second  verti- 
cal, nous  avons  rigoureusement  - . 

% _ > 

h"  J ' , . 


I ^ »•  / 

0 \ 


I -4“ 


comme,  par. hypothèse,  ^ est  très-petit,  nous  pou- 
vons poser,  avec  une  approximation  suIBsante  , » 

' •"*  ' 

■ ' r * rfjT’  ■ 


Alors  l’équation  (i)  devient 


il  d\r  ^ 


et  c est  là  l é(juatiou  différentielle  de  la  courbe. 

L’équation  (i)  peut  encore  servir  à déterminer  la  li- 
mite que  les  efforts  extérieurs  ne  sauraient  dépas.-.er, 
sans  que  le  corps  subisse  une  déformation  permanente  ; 


Digitifed  by  Google 


36o  MÉCAIUQ1.’E  RATIO?i^ELLE. 

mais,  pour  cet  usage,  il  convient  de^mettrc  l'équation 

soiu  une  autre  forme.  , 

Soient  R la  force  élastique  qui  s’exerce  sur  l’élément  ' 
dfù,  rapportée  à l’unilé  de  surface;  2,  la  distance  de  la 
droite  G à l’élément  Jco  qui  en  est  le  plus  éloigné,  soit 
au-dessus,  soit  au-dessous  ; R,  la  valeur  de  R corresj>on- 
dantc  à ladistance  Z,. 

Nous  avons , pour  tous  éléments  d'une  même  section , 


R I rfS  ■ R, 

— = - — = const.  = — 
t ¥.  as  « Z, 

% 

D’après  celle  valeuf,  l’équation  (i),  relative  à une  section 

« 

quelconque,  peut  s’écrire 


,(3) 


Sous  celte  forme  elle  montre  que,  pour  éviter  unedila- 
tation  permanente,  ilfaut  que  la  quantité^  2 relative 

aux  divers  éléments  du  prisme  qui  éprouvent  une  trac- 
tion , soit  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à la  plus  grande 
traction  R,  qu’im  prisme  de  même*nalurc  peut  éprouver 
sur  l’unité  de  surface,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  sans 
contracter  de  dilatation  permanente.  Il  suffit  évidem- 
ment que  la  condition  soit  satisfaite  pour  les  éléments  de 
chaque  section  les  plus  éloignés  de  la  ligne  des  fibres 
invariables  du  côté  de  la  convexité;  car,  sur  ces  élé- 
ments extrêmes,  la  qtia'nlité  ^ ^ P,/)  est  plus  grande  que 

sur  les  éléments  inlermédiaires. 

De  même,  pour  éviter  une  compression  permanente,  il 

faut  que  la  quantité  ~ ^ Pp,  relative  aux  éléniciUs  do 

cliaque  section  les  jdus  éloignés  de  la  ligne  des  libres  in- 
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variables  du  côté  de  la  concavité»  soit  inférieure  ou  tout 
»au  plus  égale  à la  plus  grande  pression  qu’un  prismè 
de  même  matière^  peut  éprouver  sur  l’ unité  de  surface, 
dans  le  sens  de  sa  lougueur,  sans  contracter  de  compres- 
sion permanente.  , • “Ç’  ^ 

I^jl^limites  R,*,  R^  ont  été  déterminées  parrexpéricncc 
poar'lés^snbstauces  les  plus  communément  en  usage>  ^ 

^ Les  mêmes  équations  (i),  (a),  (3)  peuvent  s’appliquer 
â un  S^de  de  section  variable,  pourvu  que  la  variation  se 
^r  dégi^s  insensibles,  et  que  la  longueur  du  corps 
sOitjponsiSérabIc  vis-à-vis  des  dimensions  transversales. 

les  forces  P étant  données  de  position,  on’ pourra  faire 
vari<l|:H  section  du  corps  avec  la  distance  à l’extrémité, 

de  manière  que  la  quantité  ^ même  valeur 


pour  chacune  de  ces  sections,  quelle  que  soit  la  grandeur 
des  forces  P.  Si  le  corps  ainsi  construit  est  tel  (ju’on  puisse 
lui  appliquer  l’équatiou  (3),  alors  il  présentera  égale 
chance  à la  rupture  sur  toutes  ses  sections,  c’est-à-dire 
qu’il  sera^un  solide  d’égale  résistance  relativement  à des.- 
forces  agissant  comme  les  forces  P. 

3.  yJppliquoiis 
cette  théorie  au  cas 
tf  lin  prisme  qui  est 
soutenu  à ses  extré- 
mités par  deux  ap- 
fiftis'de  niveau,  et  qui  porte  un  poids  P à son  point  mi- 
lieu, outre  une  cha^e  ta  également  répartie  sur  toute  sa 
longueur.  • 

Soient  A,  A'  les  points  d’aj>pui,  A l’origine  des  axes,  ’ 
C le  milieu  du  prisme  et  ia  la  distance  des  appuis. 

Cherchons  d’abord  la  courbe  formée  par  la  partie  de 
l'axe  du  prisme  qui  est  comprise  entre  les  points  A et  C. 

* Dans  l’cqualion  générale  (a),  on  peut  prendre  pour  l^s 


f 
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forces  P,  soit  les  furees  extérieures  cjui  ngisseiit  it  droite 

du  point  considéré  (x,  jr),  soit  celles  qui  agissent  à 

gauche.  Prenons  les  forces  qui  agissent  du  côté  de  l’ori- 

gine." 

Les  réactions  des  appuis  peuvent  être  supposées  veiii-» 
cales,  et  leur  valeur  commune  est  — 


-■  INous  avons  . 


donc  l’équation 
Il  rf’r  n , *1 

■ K tix*  ~~  2 a X 


^ P -H  a , 

' 4" 

ilr 


Si  nous  intégrons  en  observant  que.  -j-  est  nul  pour 

X — a,  et  que  y est  nul  pou'T  x = o,  il  vient 

» 

!*/\  ^ a / x'  \ P 4-  ri  / x’  \ 

w Ê^  = Tr(4 — U-”')- 

» i 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  AC.  L’autre  moitié 
A'C  est  évidemment  symétrique. 

Soity  la/7ècAe  on  l’ordonnée  maximum,» laquelle  ré- 
pond k x = a.  ‘ 

I/équation  précédente  donne 


(5) 


X En’/'  5 \ 

i- 


11  en  résulte  res  deux  théorèmes  ; Lorsqu'un  prisme 
^est  posé  horizontalement  sur  deux  appuis  cl  chargé 
en  son  milieu,  la  flèche  est  proportionnelle  au  poids  ^ 
qu'il  siqjporte  et  au  cube  de  la  distance  des  plaints  d'ap~ 

piii.  » . • 

Si  la  charge  est  lutijormémenl  repartie  sur  la  longueur 
du  solide,  la  flèche  est  celle  que  produirait  un  pouls  égal 
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aux  g de  la  charge  et  qui  agirait  au  milieu  de  la  longueur,  . 

Cherclions  la  forme  dos  solides  d égale  résistance  dans 
les  mêmes  conditions. 

La  formule  (3)  devient  ici , en  supprimant  les  indices 
et  considérant  les  valeurs  numériques  des  deux  mentbres, 

U „ P -t-  O O 

— R=: X — x’. 

ï . .2  4n 

« 

Convenons  que  la  section  transversale  du  solide  sera 
un  rectangle  dont  la  base  horizontale  aura  partout  même  I 
longueur  b.  Alors,  z désignant  la  deini-hautëur  de  ce 
rectangle,  nous  aurons 

2 I . 

. U = - bf  ; 

t'  J _ 


2 A n 1 P + O a 

(6)  -6Rs’= x-y-x\ 

3 1 

Quand  on  suppose  R constant  et  z variable,  cette  équa-, 
tion  représente  la  courbe  qui  limite  la  face  latérale  du 
solide  d’égale  résistance,  supposé  exempt  de  toute  flexion 
dans  son  état  naturel.  Cette  courbe  est  généralement  une 
ellifjsc  de  grande  excentricité.  Elle  se  réduit  à une  para-  ^ 
bole  quand  toute  la  charge  agit  au  milieu. 

• Si  l’on  voulait  que  le  solide  d’égale  résistance  soit  de 
révolution,  on  trouverait  pour  l’équation  de  la  courbe  mé-> 
ridienne  ^ 

^ -V  , P “h  rr  O . 


' CI 

X — ^ X', 

4a 


Il  est  aisé  de  passer  du  cas  précédent  au  cas  d'un 
prisme  AC,  encastré 'Jiorizontalement  à son  extrémité 
C,  et  portant  un  poids  P à son  extrémité  A,  outre  une 
charge  cr  également  répartie  sur  sa  longueur  a. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remplacer  dans  les  étpiaiions 
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P 4-  <3  _ O 


alors  on  aura  les  équations  qui  répondent  au  cas  actuel , 
les  axes  ayant  relativement  au  prisme  la  ^wsition  de  la 
figure  précédente,  mais  la  pesanteur  agissant  de  bas  en 
haut. 

L’équation  de  la  courbe  (^)  dc\  ient  par  ces  substitutions 


n 17 

~'~6â 


La  flexion  f,  ou  la  distance  de  l’extrémité  libre  à la 
tangente  à la  courbe  menée  par  l’autre  extrémité,  est 
donnée  par  la  formule 


Ainsi,  lorsqu'un  prisme  encastré  horizontalement  par 
l'une  de  ces  extrémités  est  sollicité  à Vautre  par  un  effort 
perpendiculaire  à sa  longueur,  la  flexion  qu’il  prend 
est  proportionnelle  à l’effort  exercé  et  au  cube  de  son 
bras  de  levier.  , 

Si  la  charge  est  uniformément  répartie  sur  la  lon- 
gueur du  solide,  la  Jlexion  est  celle  que  produirait  un 


mité. 

La  formule  (6),  qui  fait  connaître  la  forme  du  solide 
d' égale  résistance  une  liyjwlhèse  particulière,  de- 
vient ici 


a . rr 

- Pj;  H x’. 

3 art 


F.lle  représente  une  lijhcrbolc , qui  se  léduit  à une  /ni- 
rabolc  quand  toute  la  (barge  agit  à l’extrémité,  et  se 
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rwluit  à deux  droites  concourantes  quand  toute  la  charge 
est  uniformément  répartie  sur  la  longueur.  * 

5.  Considérons  en- 
core un  prisme  dont 
les  extrémités  sont  en- 
castrées horizontale- 
ment en  deux  points 
de  nis’eau , et  qui  porte 
un  poids  P à son  point 
milieu,  outre  une.charge  a également  répartie  sur  toute 
sa  longueur. 

Conservons  la  notation  du  cas  précédent.  Nous  pou- 
vons supposer  que  la  pièce  est  maintenue  horizontale 
en  A' par  un  appui  supérieur  B',  placé  uu  peu  au  delà. 
Soient  à la  distança  A' B',  Q et  Q'  Ics^xéaclions  verticales 
inconnues  qui  sont  exercées  par  les  appuis  A'  et  B'. 

Consicléraut  les  forces  extérieurs  qui  agissent  du  côte 
de  l’extrémité  A',  nous  aurons,  d’après  la  formule  (a), 
pour  tout  point  (x,y)  de  la  partie  AC,  • 

• -f 

U fPr  a , . • 

4 “ = 7— — ■*) 

. . E rfc’  4 ® ' « 

H-P(<i  — j)  — Q(2a  — x)-t-Q'(2a-f-5  — x). 

•t  ■ • 

'Intégrons  deux  fois,  en  détermigaiit  les  constantes  arbi-, 
traircs  par  la  conilitk)o  cpie  fioient  nuis  avec  x. 

Il  vient  . • 


a dy 
Ë dx 


= ( ia’x  — aex’-H 

4«  ' 


ï) 


4-P  ^nx — — Q ^a«x  — -t-  Q’  ^2«x  -t-  Jx  — — j 

fl  . . 2 flxl-‘  x'  \ 

. y — T~  ( a e -r :r— H I 

E*^  4‘*\  ^ *2/  t 
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Nous  formerons  de  la  même  manière  les  équations  re- 
latives à la  seconde  braiiche  CA',  si  ce  u’ est  que  les  con- 
stantes arbitraires  seront  déterminées  par  la  condition 

«tue  pour  X = y sient  la  même  valeur  dans  les 

«leux  brandies. 

11  vient, 


It  dy- O . 

K rfx’  4 ** 

n rfr n / 

K dx  4 \ 


2 a — xy  — Q ( — .r  ) -H  Q'  (a  a -(-  lî  — Jc), 

x^ \ ^ a*  / y « 

4 a’*  — 2aj:’-(-— I + — ~ 


) 


Ces  deux  dernières  équations  doivent  être  satisfaites 

quand  on  y ..fait  x 2 a,  ——  u , j = o.  Ceci  donne 

deux  relations  du  premier  déféré  en  Q et  Q*,  -desquelles 
ou  peut  tirer  les  Valeurs  de  ces  forces  pour  les  reporter 
ensuite  dans  les  équations  premières.  L’équation  de  la 
courbe  décrite  par  chaque  branche  est  alors  entièremeut 
connue. 

Dans  le  cas  où  la  charge  agit  tout  entière  au  milieu 
de  la  pièce,  c’est-à-dire,  lorsque  o = o , les  valeurs  de  Q > 
et  de  Q'  sont 


Q= 


4^  ’ 


11  en  résulte  l’équation  de  la  coiubc  AC, 

Il  / ax’  x‘  \ 

Ë"  = '’(“8  “7^)’ 
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et  la  valeur  de  la  llèelie, 

Eu’ 

f=-~  P- 
. • 3.4^ 
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La  roœparaison  de.  cette  valeur  avec  la  valeur  (5)  nous 
fournit  ce  théorème  ; Lorsqu'un  solide  est  encastre  ho- 
rizontalement pat  ses  deux  extrémités  et  chargé  en  son 
milieu,  la  flexion  est  encore  proportionnelle  à F effort 
exercé  et  an  cube  de  la  distance  des  appuis,  mais  elle 
est  quatre  fois  moindre  que  si  le  corps  était  posé  libre- 
ment sur  deux  appuis. 

Tous  ees  résultats  ont  été  démontrés  à peu  près  de  la 
jnêiuc  manière  par  Navier,  dans  le  Jiésiuné  des  leçons 
données  à l’Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  sur  l’applica- 
tion de  la  mécanique  fs  V établissement  des  constructions 
et  des  mac^nes,  sect.  i.,  art.  3,  et  sert,  iv,  art.  i de  la 
deuxième  édition;  i833.^  ..  ‘ . 

.V  ' . \ . 

SECTION  111. 

*■  • ■ Qt'ESTlÜ>'S  DIVEaSES. 

1*.  Polygone  funiculaire.  — Soient 

M, M,  Mj  ...  M„_h  un  polygone  funiculaire  en 
éîjuilibre; 

P, , P*  V»  les  forees  appliquées  aux  sommets  M,, 

T,,  T,,...,  T„  les  tensions  des  cordons  Mo  M, , 

On  peut  supposer  le  polygone  solidifié,  et  l'équilibre  ne 
cessera  pas  d’avoir  lieu.  Or  l’équilibre  d’un  corps  solide 
exige  que  les  projections  des  forces  sur  une  direction 
quelconque  fassent  une  somme  nulle;  donc  les  projections 
des  forces  P et  des  tensions  extrêmes  T, , T,  sur  une  di- 
rection quelconque  font  une  somme  nulle. 'Par  suite,  si 
r.pn  trace,  à partir  d’un  point  arbitraire,  des  droites 
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consécutives,  parallèles  et  proportionnelles  aux  forces 
T,,  P, , Pi,...,  P„-i , T,,  ces  droites  formeront  un  poly- 
gone fermé. 

Ce  que  nous  disons  pour  le  polygone  funiculaire  entier 
s’applique  à une  portion  quelconque  de  ce  polygone.  Il 
on  résulte  ce  théorème  : ^ , 

Des  lignes  consécutives,  parallèles  et  proportionnelles 
aux  forces  qui  agissent  sur  les  sommets  d'un  polygone 
funiculaire  en  éqnilihre,  forment  un  conto^fr  polygonal 
qui  jouit  de  celte  propriété,  que  des  droites,-  menées  par 
les  extrémités  du  contour  parallèlement  aux  eordons 
extrêmes,  se  coupent  en  un  point  dont  les  dist^ces  aux 
sommets  du  contour  polygonal  sont  parallèles  aux  cor- 
dons du  polygone  funiculaire,  et  pmportionnelles  à leurs 

tensions  ( ' ) . t 

S*.  Ponts  suspendus.  — Appliquons  ce  théorème  au 
polvgonc  formé  par  chacune  des  chaînes  d un  pont  sus- 
pendu. Considérons  la  portion  de  la  chaîne  qui  est  com- 
prise entre  deux  sommets  Mo,  M„,  situés  à la  même 
hauteur,  mais  d’ailleurs  quelconques  ; et  faisons  abstrac- 
tion du  poids  de  la  chaîne.  I.es  forces  P sont  toutes  verti- 
cales, par  suite,  le  polygone  est  plan;  ces  forces  agissent 
à égales  distances',  de  plus,  elles  sont  égales  entre  elles, 
sinon  le  tablier  tendrait  à se  courber. 

D’après  cela , portons 
sur  une  droite  verticale 
MoA„X  des’  longueurs 
égales  MoA,,*A,A5,  erc., 
en  même  nombre  que  les 
côtés  du  polygone  con- 
sidérée des  extrémités 
Mo,  h,,’ de  r ensemble 
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d<;  ces  longueurs,  menons  deux  parallèles  aux  cotés  ex- 
trêmes, et  joignons  l'intersection  M,  de  ces  deux  lignes 
aux  points  de  division  A,,  A»,  etc.  Les  lignes  MoM,, 
A,  M, , At  M, , etc.,  seront  parallèles  aux  cliatnons  suc- 
cessifs, proportionnelles  à leurs  tensions  et  aussi  pro- 
portionnelles à leurs  longueurs . ^ 

Quand  on  se  propose  de  conslruire  un  pont  suspendu, 
on  ne  se  donne  pas  à priori,  l’angle  de  l'uu  des  cliainons 
Mo  Ml  avec  la  verticale;  mais  plutôt  ou  ehoisil  convena- 
blement la  hauteur  de  l’extrémité  M»  au-dessus  du  chaî- 
non Itorizontal  Mj  M*.  Dans  ce  cas,  pour  trouver  la  di- 
l'ection  du  chaînon  Mo  Mi , oti  observe  que  ce  chainon  et 
le  chaînon  horizontal  supportent  en  définitive  la  moitié 
d’une  portion  du  tablier  dotit  les  extrémités  dépassent  de 
quantités  égales  les  projections  des  sommets  Mi , Mj;  d'où 
il  suit  (pic  les  directions  Mo  Mi,  M,  M,  doivent  s.e  cou- 
per sur  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  cette  portion 
du  tablier,  c’est-à-dire  à égale  distance’des  verticales  des 
sommets  M, , M,.  Des  loj-s , ces  verticales  étant  connues  , 
on  a deux  points  de  la  direction  cherchée  MoM,.  Pour 
tracer  le  polygone,  il  ne  reste  plus  qu’à  placer  bout  à 
* bout,  à la  suite  de  la  ligne  Mo  M, , des  droites  égales  et 
parallèles  aux  obliques  A,  M, , A,  M, , etc. 
s.  En  eirecluant  cette  construction,  on  reconnaîtra  sans 
jHîine  (jue  les  côtés  successifs  du  polygone,  prolongés  con- 
venablement, interceptent  sur  la  verticale  OX  des  lon- 
gueurs (jui  croissentdaus  le  rapport  des  nombres  naturels 
1,2,  ü,  etc.,  tandis  que  les  distances  des  sommets, à la 
,mèmc  droite  croissent  en  progression  arithiinhiquc.  Cççi 
est  une  propriété  des  cordes  de  la  parabole  menées  par  1rs 
extrémités  de  diamètres  érjuidistants.  Il  en  résulte  que  les 
gommets  du  polj'gonc  sont  tous  situés  ^snr  une  parabole 
, ^-«do'ni  l’axe  est  vertical.  ■ ’ , 

i On  peut  arriver  plus  simplement  à ce  dcttiirr  résultat. 
• . Il-  ■ #*-■  2a 
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En  c'fVcl.  M,  (lü.signanl  par  l'nii  (]in.'lconipHMk‘s  soiiiincls  du 
polAgüiic,  snp|>f>sons  (juc  le  coiiloni'  M»  M,...  M,  soit  st)- 
lidilié.  L’équilibre  ne  sera  point  troublé.  Nous  pourrons 
eoueevoir  que  les  foires  verticales  appliquées  aux  soin- 
nu-ls  soient  partagées  chacuiie  eu  deux  parties  égales, 
appli«|uées  aux  extrémités  des  deux  ebaiuons  adjacents. 
Alors,  ibacun  des  eliaîiions  se  trouvant  sollicite  à ses 
extrémités  par  deux  forces  égales  et  parallèles,  nous 
pourrons  encore  imaginer  <|ue  ( es  deux  forces  soient 
ilistriluiées  également  sur  toute  la  longueur  du  chaînon. 
Hans  cet  état,  chaque  élément  de  la  chaîne  solidifiée 
supportera  un  poids  égal  à la  moitié  du  [loids  de  la 
partie  du  tablier  qui  est  conquise  entre  les  projections, 
verticales  de  scs  deux  extrémités;  en  outre,  1 extrémité  .Mo 
sera  solliiilée  jiar  deux  forces,  la  tension  du  chaînon 
suivant  cl  la  demi-tension  ilc  la  tige  verticale  fixée  au 
sommet  M».  L’équilibre  continuera  de  subsister;  en  par- 
ticulier, la  somme  des  moments  des  forces  autour  de 
l’extrémité  M,-  sera  nulle. 

Ainsi , nommant  x et  i les  coordonnées  de  l'extrémité 
M,  par  rapport  aux  deux  axes  Mo  X et  Mo  A',  X et  A les 
composantes  des  forces  qui  agissent  à 1 extrémité  M,,,  et 
ü />  le  poids  du  t.ablier  par  unité  de  longueur,  nous  aurons 

' ~ py'  + X V — Yj:  = o. 


Or,  quand  on  passe  du  sommet  M,  à un  autre  sommet,  les 
quantités  /^,  X et  A’  restent  constantes,  x vly'  seules  va- 
rient. A ce  point  de  vue,  l’équation  précédente  repré- 
sente uni-  parabole  dont  l’axé  est  parallèle  à l’axe  des  x. 
Donc  tous  les  sommets  du  polygone  sonfsilués  sur  une 
parabole  <[ui  a son  axe  vertical. 

Le  poids  p étant  connu,  il  suffira  de  coufiaitre  deux 
sommets  du  polygone  pour  en  conclure  les  valeurs  de  X 
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Cl  de  Y ; aloi  s ré(|iiuli()n  de  U eourb<'  sera  eiilièrenieiH 
<i(Ucrniiiié<’. 


3.  Prohlènu;  des  inoiiitlres  di\Uinces.  — l,<;  choix  des 
eenln’s  d'adiuinlstralioii  ou  irapprovisioiiiienienl , IVla- 
hlisseuaent  dus  usines,  le  tracé  des  routes  destinées  .à  re- 
lier les  grandes  lignes  présentent  un  problème  qui,  pris 
dans  toute  sa  généralité  et  réduit  à des  ternies  géomé- 
triques, peut  s'énoncer  ainsi  : Délerinincr  tes  //ositioris  . 
d un  cerlain  iwinhre  de  fwints,  de  telle  sorte  que  leurs 
distances  mutuelles  et  leurs  distances  à des  points  don- 
nés, multipliées  respectivement  par  des  coejficients  con- 
nus, donnent  des  produits  dont  la  somme  soit  lu  plus 
petite  possible.  Ces  points  peuvent  d'ailleurs  être  assu- 
jettis à d'autres  conditions  géométriques. 

Dans  les  applications , les  coeflicients  qui  aÜ'ecleront  les 
distances  seront  proportionnels  à la  fréquence  des  eom- 
luuniealious,  aux  poids  à transporter;  ils  seront  inverse- 
ment proportionnels  à la  vitesse,  à la  facilité  du  transport. 
Les  conditions  géométriques  se  réduiront  le  plus  souvent 
à placer  les  points  cbereliés  sur  des  cours  d'eau , sur  des 
routes  déjà  consiniites,  en  un  mot.  sur  des  lignes  don- 
luies. 

Soient  /t,  <y,  c,  etc.,  les  distances,  et  À,  «,  v,  etc.,  les 
coefficienl.s  respectifs.  La  condition  du  minimum  exige 
que  l’on  ait 


idp  + : V (Yr  -t-  . . . = O , 

V 

jKiur  tous  les  accroissements  infiniment  petits  des  dis- 
tances qui  sont  compatibles  avec  les  conditions  imposées. 
Or  cette  équation  Mt  précisément  celle  à laquelle  on  .se- 
rait conduit,  si  l’on  appliquait  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles à la  recherche  des  positions  d'équilibre,  en  suppo-^ 
sant  que  chacun  des  |>oints  cherchés  fût  attiré  vers  le.s 

V ‘ • . • ' 24  . ■ 
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aulr<‘s  points  par  des  forces  constantes  proporliomieHes  . 
aux  coeflicicnts  (jui  multiplient  leurs  distances.  Les  jK)si- 
lions  cherchées  sont  donc  des  positions  d’équilibre;  de 
plus,  elles  sont  des  positions  d’équilibre  stable,  sinon  la 
somme  -H  vr. . . serait  un  maximum,  au  lieu  , 

d’étre  lin  minimum.  Celte  observation  n’avance  en  rien 
la  solution  analytique  souvent  impraticable,  mais  elle 
conduit  immédiatement  à une  solution  pratique  fort  in- 
génieuse. 

Supposons  d’abord  qu’il  n’y  ait  qu’un  seul  point  à dé- 
terminer. Dans  un  plan  vertical , on  fixera  des  anneaux 
de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  soient  propor- 
tionnelles h celles  des  points  donnés;  par  chacun  de  ces 
anneaux  on  fera  pa.sser  un  fil  léger  portant  à l’une  de  ses 
extrémités  un  poids  proportionnel  au  coefficient  du  point 
l’epréscnté  par  l’anneau,  et  l’on  réunira  toutes  les  extré- 
mités libres  de  ces  fils  sur  un  même  anneau  mince,  h'quel 
sera  libre  si  le  point  cherché  n’est  assujetti  h aucune  liai- 
son, et,  dans  le  cas  contraire,  s’engagera  sur  une  tige  ri- 
gide l'ourbée  de  manière  à représenter  la  ligne  sur  laquelle 
le  point  cherché  doit  être  situé.  Le  système  abandonné  à 
lui-même  se  mettra  d’abord  en  mouvement,  mais  les 
frottements  l’amèneront  bientôt  à un  état  d’équilibre 
stable.  Alors  l’anneau  mobile  occupera  la  position  du 
point  demandé.  ' . 

C’est  ainsi,  par  exemple,  que  l’on  déterminera  la  po- 
sition la  plus  avantageuse  à l’établissement  d’une  station 
de  chemin  de  fer,  destinée  à desservir  une  localité  dont  les 
communications  n’ont  point  la  même  importance  dans  les 
•deux  directions  de  la  voie. 

Si  l’on  a un  second  point  à déterminer  conjointe- 
ment avec  le  premier,  on  doublera  le  système  précédent 
en  changeant  les  poids  et  les  (lositions  des  anneaux  fixes,  • 
s’il  y a lieu  ; puis  on  attachera  au  nouvel  anneau  mobile 
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un  fil  pa.s.saiii  tIaiis’Uî  premier  anneau  innhile  ejLpof^ 
laiil  un  jK)itls  proportionnel  au  roellii'ient  «pii  doit  mul- 
tiplier la  distance  des  deux  points  cherchés.  Les  positions  , . 
finales  des  deux  anneaux  mobiles,  seront  les  jtositions  d«v 
mandées.  On  agirait  de  même  potir  un  plus  grand  nombre 
de  points. 

, Il  est  à remarquer  qu’en  variant  conveuablemcut  le!>^ 
circonstances  initiales  au  mouvement,  an  pourra  obtenir 
toutes  les  solutions  dont  le  problème  est  susceptibl|i.àf  _ , 

* ,•  *4  ^ • 
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tuée  d'un  tube  contourne  en  hélice  sut  nu  cjlitiihe  tnohilc 
autour  de  son  axe.  On  conçoit  qui',  si  l’on  Incline  1 axe  sitr 
riior'tzon  d’un  atiglc  tpti  ne  soit  pas  (top  considérable," 
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puis  (jue  l’on  fasse  lourner  l’appareil,  une  pelile  Lille 
placée  dans  rinlérieur  du  lube  pourra  monter  jusqu'à 
. l’exiréiuilé  supérieure  par  reflet  même  de  son  poids,  c.ai 
(’olui-ci  la  relient  constamment  dans  resjjcce  de  po<Le 
formée  par  la  partie  inférieure  de  chaque  spire.  Pour 
cela,  il  faut  (jue  <‘haque  spire  de  l'hélice  ait  au  moins  une 
tangente  horizontale,  et  que  la  rotation  du  cylindre  ait  lieu  ' 
, en  sens  inverse.de  celle  (|u’aurait  le  centre  de  la  hilh- 
eu  montant  dans  le  lube  supposé^ fixe. 

On  compreud  (ju’une  telle  machine  puisse  être  ap- 
. pliqiiée  à élever  l’eau  d’un  réservoir,  dans  lequel  plon- 
gérait  l’extrémité  inférieure  du  tube ,. jus(pie  dans  une 
auge  placée  vers  l’extrémité  supérieure.  C’est  au  point 
lie  vue  de  (elle  application  que  nous  étudierons  l’ap- 
pareil. • 'T  ' . 

Nous  supposerons  le  tube  réduit  à une  hélice. 

Soient  A,  ABU,  le  cylindre  en  projection  verticale,  OO, 
l'axe,  ACTb’G...  l'hélici*.  Toutes  les  tangentes  à l'hé- 
lice sont  également  inclinées  sur  l’axe;  par  ronsé(|Ucnl, 
si  d’un  point  C pris  sur  l’axe  OO,  nous  menojis  des  pa- 
rallèles'à ces  tangentes  ,’ces  parallèles  seront  situées  sur 
la  surface  d’un  cône  de  révolution  autour  de  l’axe  CO. 

■ Prenons  le  point  C de  manière  que  le  cône  passe  par  le 
cotUour  AB  de  la  base  du  cylindre,  ce  qui  revient  à 
prendre  la  distance  OC  égale  au  pas  de  l’hélice  divisé  par 
"'aTr.  Soit  9 l’angle  OCA.  Par  le  point  C menons  "une  ho- 
rizontale CD,  et  soit  < l'angle OCD,  lequel  est  égal  à l'in- 
clinaison du  cylindre  sur  l’horizon.  Pour  que  l’hélice 
'ail  une  tangente  horizontale,  il  faut  que  / soit  plus  petit 
qiu;  0;  au  reste,  cela  résultera  de  la  construction  par  la- 
quelle Jious  allons«»létcrminer  les  taiigenle.s  horizoniales. 

Projetons  l’appart'il  .sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe.  Soient  C'  la  piojection  de  l’axe  et  A'D'B'  le  cercle 
.(jui  est  la  projection  du  cylindre.  Par  le  point  1)  menons 
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sur  la  lij;urf  iiii<’  |)aiallol«!  à l’axe  Ot),  , el  soielil  l)',  I)', 
les  points  où  eetle  [tarallèle  rciiconlie  le  l'crele.  l.es 
rayons  C' D',  C' I)',  sont  les  projeeiions  des  deux  généra- 
trices hori/.ontales  du  cône  C;  les  projections  des  tan- 
gentes liorizonlules  à l’iiélice  sont  parallèles  à ces  rayons 
..et  lang<Tites  au  cercle;  on  détermine  aisément  leurs  points 
de  conlacl  K',  Far  ces  ]M>ints  là',  F',  menons  sur  la 
ligure  des  parallèles  .à  l'axe  ()0,.  (àcs  droites  reneontie- 
roiit  l’hélice  en  des  poinls  là,  K,,...,  F,...,  (|iii  sont 
' les  projections  verticales  des  points  où  la  tangente  à la 
courb«*  est  hori/.oniale. 

On  voit  par  là  qtie,  si  rinclinaison  i est  supcM-ieure  à 
l'angle  0,  riiélice  n’a  aucune  tangente  horizontale.  Si  l’in- 
clinaison  i est  égale  à l'angle  Ô,  il  n’est  (|u’nne  tangente 
horizonlalc  sur  chaipie  spire.  Dans  ce  « as,  l’inelinaison 
est  eiicort!  ti'op  grande  pour  que  l’apjiareil  puisse  élevei 
<h.*  l’eau;  il  ne  pourrait  pas  même  élever  une  petite  bille 
placée  dans  l’intérieur  ilu  tnbé’,  car,  pour  (pie  la  hilh* 
'Oit  en  équilibre,  il  l’audiait  la  placer  au  point  nniipie 
où  la  tangente  est  horizontale,  et  alors  le  moindre  inou- 
vcôieiilja  ferait  tomber.  Admettons  enfin  (jue  / soit  infe- 
l ienr  à 0;  alors  il  ('st  sur  chacpic  sjiircdeux  poinls  là,  F 
où  la  tangente  est  horizontale.  Soit  là  le  plus  élevé  de  ccs 
deux  poinls,  et  E(à  un  horizontale  (|ui  remontre  l'hé- 
lice en  G.  L’eau  pourra  rester  en  éipiilihre  dans  la  j>oi- 
tioii  du  tube  représentée  par  lare  làFG,  cl,  si  l’on  fait 
tourner  le  cylindre  dans  le  sens  convenable,  l’eau  conte- 
nue dans  cet  arc  s’élèvera.  On  nomme  cet  arc  l'arc  h\  (/rn- 
phore.  A mesure  ([ue  fiiiclinaison  diminue,  la  longueur 
de  l’arc  hvdrophore  augnumtc,  mais  aussi  la  hauteur  à 
hnpielle  feau  s’élève  d.ins  un  tour  du  cylindie  diminue; 
c’est  pouKpioi  il  convient  de  donner  à l’inclinaison  une 
v.deui  moyenne  (pie  1 expéi'ieuce  déterminera,  dans  cha- 
(pie  c.(s  , mieux  ipie  le  eah  ni. 
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Il  usl  iiv;tiilai;pux  quo  le  cylindre  plonge  dans  le  réser- 
voir inférieur  jusqu’à  l’extrémité  de  la  génératrice  EE, , 
sur  laquelle  se  trouvent  les  extrémités  inférieures  des 
ares  livdrophores;  car,  dans  cette  disposition , l’arc  liy- 
drophorc  se  trouve  exactcmcal  rempli  lorsque  l’extrémité 
du  tube  sort  de  l’eau  ; il  ne  serait  pas  rempli  si  le  cylindre 
plongeait  moins;  on  élèverait  inutilement  un  excédant 
d’eau  qui  retomberait  si  le  cylindre  plongeait  davantage. 

On  doit  encore  observer  que  le  liquide  ne  pourrait 
's’élever  si  l’extrémité  du  tube  ne  sortait  pas  de  l’eau  à 
rliafpie  toilr,  car  la  pression  de  l’air  extérieur  le  refoule- 
rait sans  cesse  au  niveau  du  réservoir;  on  serait  dans  le 
eas  des  vases  communiquants.  La  pression  de  l’air  exté- 
rieur n’est  pas  sans  influence  sur  la  quantité  d'eau  qui  est 
élevée,  même  dans  la  disposition  la  plus  favorable.  En 
clTet , le  volume  d’air  qui  s’introduit  dans  le  tube  pendant 
une  révolution  est  égal  à la  portion  de  tube  E,  H;  pen- 
dant la  révolution  suivante,  cet  air  doit  occuper  la  por- 
tion de  tube  E,  HG  qui  est  plus  grande;  il  est  donc  alors 
sous  une  pression  inférieure  à celle  de  l’atmos’jjbère.  Il 
en  résulte  "qu’une  partie  du  liquide  contenu  dans  l’arc 
hvdrophorc  suivant  sera  refoulée , à moins  que  le  tube  ne 
soit  assez  large  pour  (|ue  la  colonne  liquide  puisse  se  di- 
viser. On  évite  cet  inconvénient  en  ménageant  dans  la/ 
paroi  du  tube  de  petites  ouvertures,  qui  ]iermctlent  à l'air 
extérieur  de  s’introduire  sans  que  l’eau,  s’échappe  en 
quantité  notable. 

Les  vis  d’Archimède  que  l'on  emploie  aujourd'hui  ont 
un  tube  très  large  et  d’une  forme  ))arliculièrc.  On  peut  le 
concevoir  comme  engendrt’-  ])ar  un  rectangle  APKJ  qui 
tourne  autour  d’un  axe  lixcOOp,  tracé  dan$l?mènic  idait 
parallèlement  à la  base , de  nianière^uc  chacun  des  points 
décrive  une  héKce.  On  peut  encore  .se  représenter  cet  ap-  - 
. pareil  comme  composé  de  deux  i^lindrc*s  concentriqSfes , 
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l'éiinis  par  un  lu-liroïde  gaiiclu'  à plan  iliivcleiir,  lurmanl 
cloison  dans  l’espace  annulaire.  • ■ • 

Supposons  une  série  <1(*  cylindres  construits  sur  le 
tni^me  axe  00,,  et  situés  entre  le  noyau  P,  PQQ,  et  la 
siirface'cxternc  A,  ABU,.  Ces  cylindres  couperont  la  cloi- 
-son  suivant  des  hélices  toutes  de  niôme  pas,  que  l’on  ^ 
pourra  considérer  comme  des  tubes  très-déliés.  Si  l’on  ■ 
détermine  les  tangentes  horizontales  de  ces  dilTérentes 
hélices  par  la  construction  donnée  plus  haut,  on  reçoit-  • 
naît  qu’entre  des  limites  de  rinclinaison  assez  étendues,  ; > 
les  hélices  .extérieures  ont  deux  tangentes  horizontales , 
tandis  que  les  hélices  les  plus  voisines  du  noyau  ont 
toutes  leurs  tangentes  inclinées  à l’horizon.  Entre  ces 
deux  séries  de  courbes , il  se  trouve  une  hélice  qui  pos- 
% sède  une  tangente  horizontale  unique^  et  l’on  voit  aisé- 
mtnt^que  le  cylindre  sur  lequel  elle  est  diluée  se  pro- 
• jette  sur  le  plan  pei  pendiculaire  à l’axe  suivant  un  cercle  ^ 
a'^y  tangent  à la  droite  DiyD',.  I.a  même  construction^ïlÇ^ 
montre  que  le  point  de  contact  't  de  cette  ïângente  ho-^'^j, 
rizontale  uniqiie  se  projette  verticalement  sur  l’axe-du  ^ 
^ cylindre,  en  sorte* que,  à*cc  point  T,’l5  tangente  hôri-  '*  • 
l^z^tale  a l’hélicoïde  qsit  p^pendiculaÎM  sur  la  génératrice 


horizontale  de  la'surfèSe. 


^ — ^ , ’ "Æ 

^ Puisque  les  hélices  les  plus  Voisine^OTrnoyairitQut 

hydrophoré,  îcau  renférmée'3®l^l’intérleuii‘ 


4 


aucun  arc 


— — , , — . — ^ ^ ^ 

ji.'^de  l’appareil  ne  peut  jamais  couvrir  ces  héli^ , él , Jjfr 

• conséquent  ne  peut  jamais  toucher  le  noyw.  Ainsi*' 
,'vl’air  atmosphérique  ei feule  lib#emeti^  dans  la  pan(ic  crt-.’ 

. traie  du  grai^tuhe.  De  là  it  suûu  que  l’eau  montè-ak^S 

' c^MMCur,  lors  mèmè  qué  . 


* •• 
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taiigciilc  lioi'iïoniulc,  seulcmciil  au  point  de  lUiilacl  de 
feue  tangente,  et  elle  lie  eouvre  pas  les  hplices  plus  voisines 
du  noyau.  ’ 

D’après  ce  que  nous  avons  dit,  il  est  aisé,  de  voir  que  l.i 
surface  de  l’eau  renfermée  dans  une  spire  est  limitée  par  nu 
arc  d’ellipse,  une  portion  du  petit  axe  diî  l’ellipse  égale  à 
AD,  et  une  seconde  courbe  qui  tombe  .i  angle  droit  sur 
cette  droite. 

M.  Catalan  (*)  a jirouié  que  riiélicoidc  gauche  à plan 
directeur  est  la  seule  surface  l'églée  dont  les  deux  rayons 
de  courbures  principaux  soient,  en  ebaque  point , égaux 
entre  eux  et  de  directions  opposées. 

^fous  proposerons,  comme  exercice,  de  démontrer 
que,  /•  di’sigiiant  le  ra-yoïi  intérieur  du  cylindre  et  ff  une 
cpiaiitilé  qui  satisfait  n l'équaiioii 

ÿ sillIT 

— - = langi  tangô, 

le  volume  V de  l’eau  (jui  est  renfermée  dans  eliaipie  |>mdie 
^ de  la  vis  construite  comlne  nous  l’avons  supposé  en  der- 
nier  lieu, est  représenté  par  la  formule 


g tang’i  tang’O 


r'  1. 
1 


I I — «)S  T 

y S-  lang  » -t-  — -- 

4 3 tang/ 

La  valeur  de  l’angle  é qui  rend  un  maximum  Icproduii 

\ sini  est  riuirmaison  la  ^ donner  au 

cylindre. 

La  vis  d’Archimède  est  une  maebine  fort  ancienne.  On 

a» 

trouve  sa  description  dans  le  traité  de  \ itrnve  : de  ^drchi- 
teclura,  1.  X,  c.  1 1 ..Daniel  Hernoulli  en  a donné  une  théo- 
rie assez  l omplète  dans  son  Ilydvudynomimie , se«  t.  IX. 


i')  Jou/nal  M.  I.iomtllo,  l,  VII  , p. 

NiXfH;,  Couis  (le  l Èc*>t<  ih  l*Onl(  vt  (^haufiétf 


. * 
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HYDROSTATIQUE. 


. Le  caractère  de  la  fluidité  parfaite  est  l’absence  de  co- 
hésion et  dc,frotlemcnl  entre  les  molécules  du  corps, 
bien  qu’il  y ait  continuité  dans  la  masse.  La  nature  ne 
nous  offre  aucun  corps  parfaitement  fluide;  en  sorte  qu'il 
y O toujours  erreur  à négliger  le  frottement  des  molécules 
les  unes  contre  les  autres.  Cette  erreur  peut  être  considé- 
rable quand  il  s’agit  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
• Iluide;  mais  elle  q.si  insensible  dans  les  questions  rela- 
tives à l’éfjuilibre  des  Uuides  en  repos.  Aussi  on  n’en 
tient  pas  compte  dans  rhydrostati<|ue 

Les  fluides,  considérés  au  point  de  vue  de  leur  élasti- 
cité, se  partagent  naiurellement  en  deux  classes.  Les  uns 
éprouvent  par  l’effet  de' la  pression  une  diinlnulioii  de 
. volume  comparable  à celle  que  subissent  les  corps  de  la 
nature  désignés  sous  le  nom  de  solides^  ils  sont  dits  fluides 
incompressibles,  pai'ce  qu’on  néglige  leur' conipi'essibi- 
lilé  dans  toutes  les  (|uestions  qui  n'exigent  pas  une  grande 
rigueur.  Les  antres  éprouvent  par  l’effet  <lc  la  pression 
nue  diminution  de  volume  beaucoup  plus  considérable; 
ils  sont  nommés  fluides^  éluslkjues.  Les  liquides  appar- 
lieuneiU  h la  pia-mière  classe,  les  gaz.  et  les  va|)cnrs  ap- 
partiennent à la  seconde. 

Les  premiers  princijles  de  l'équilibic  des  liquides  et 
de^  Corps  flottants  sont  exposés  dans  les  deux  Livres  d’Ar- 
chimède ; Des  corps  portes  sur  un  fluiilc.  Le  texte  grec  de 
cet  ouvrage, ne  nous  est  point  ]iarvenu;  mais  non.-,  en 


» 


a* 
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avons  ]>lusieui's  versions,  ilonl  la  plus  ancienne  a éle 
composée  sur  un  manuscrit  grec  aujourd'hui  perdu.  Elle 
est  due  à Tartalea,  et  futpubliécà  Venise,  en,i555,  sous 
le  litre  : De  insidentibus  aquœ.  * • ■ ' 

. CHArtTRE  PREMIER. 

PRESSIONS  EXERCÉES  PAR  LES  FLUIDES  A LA  SURFACE 
DES  CORPS. 

La  preasion  exercée  par  un  Iluidc  sur  un  élément  de 
surface  est  normale'à  cet  élément.  Si  l’on  représente  par' 
pds  la  pression  exercée  sur  rélément  de  surface  ds^p  sera 
la  pression  sur  l'élément  ds,  rapportée  h l'unité  de  sur- 
face. La  somme  des  pressions  exercées  sur  une  surface 

finie  s’exprimera  par  l’intégrale  J pds  étendue  à tous  les 

éléments  de  la  surface  considérée.  ''  • 

Quand  la  surface  est  plane,  les  pressions  sur  les  di- 
vers éléments  sont  toutes  parallèles;  d’où  il  suit  qu’elles 
ont  une  résultante  unique.  Le  point  d’application  de  cette 
résultante  se  nomme  le  centre  de  pression  de  la  surface. 
Il  SC  détermine  par  les  formules  générales  qui  donnent  le 
centre  des  forces  parallèles. 

Soient  X,  y les  coordonnées  dè  l’élément  ds  cl  x , y 
celles  du  centre  de  pression,  par  rapport  à deux  axes 
rectangulaires  ou  obliques  tracés  à volonté  sur  la  surface. 
On  a - , 


(A) 


P<it 


Quand  la  surface  soumise  à l’action  dn  fluide  n est 
point  plane,  il  peut  arriver  que  les  pressions  élém'eu- 
t.liic.s  n’aiciii  pas  une  résultante  unique.  Proposons-nous 


iivnnosTATiytK.  .iSi 

<1«  rluTclicr  la  romlition  iHMTSsairc  poiir  qiU'  les  pirs- 
sions  acliiiüttcnt 'iinC'  résultante,  et,  dans  eecas,  déter- 
iiiinoiis-en  la  direction. 

Soient  ' 

Xj  Y,  Z les  coordonnées  de  l’élément  ds  par  rapport 
à trois  axes  rectangulaires; 

x,  y,  Z les  coonlonnées  d’nn  point  quel<'onquc  de  la 
résultante  des  pressions;  • 

X , Y,  Z les  composantes  de  cCtte  résultante  paral- 
lèles aux  axes; 

Z'-  ^ 

(NX),  (NY),  (NZ)  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
la  normale  à l’élément  <h  dirigée  dans  l'intérieur  du  fluide. 

• Considérant  la  résultante  des  pressions  comme  appli- 
qtiée  au  point  {x, z) , et  écrivant  qu'elle  fait  équi- 
libre à l’ensemble  des  pressions  élémentaires  prises  en 
sens  opposés,  il  vient  les  six* équations 


(B) 


X = — l'pcos(K\)c}s,  Yz^  —j'pcos{k\)i(s. 
7.  — — J' P ros;  NZ  )c/.v  ; 

I - r - 

y '/  cos  ( N'Z  ) — : I /;cos(N'N 

lÿ'/^  ros(  .NZ)  r/;  ~ I zp  rn<r['S\  y fis , 

J . • sJ  r 


(C) 


-7*  ^ - r 

s I 7^  cos ( N X ) </.v  — X 1 c«>s  ^ NZ  1 f/' 

*/  t' 


cos  ( NX)  ds  — Ç xp  cos(  NZ  ) fis , 
^ P ros(NY)i/j“ — y j' P cos  (^XJ  fix 
^1-  izz  r X/J,COs(.^Y^riî  — I yp  vos  ris. 


• * 
• * 
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Pour  quO  res“li'ois  doniièros  wjualions  soicni  romjia- 
lililos.  il  lam  que  l'on  ait  ideniiqucmciu 


(P) 


I /J  cos(  NX  ) rf.tj  ^ryjcos(NZ)f/.« — J' i/J  cos  { NY  ) j|  ‘ 

- cos  ' NY  ) ( NX  ) di  — J' ^ ^ 

- /)  cos{  NZ)  cos(NY  fA — J'rpcns{y\)iis^ 


Telle  est  donc  la  condition  pour  que  les  pressions  ad-  ■ 
mettent  une  résul tante  unique.  Si  elle  est  satisfaite,  deux 
quelconques -des  équations  (C)  représenteront  la  droite 
suivant  la(|uelle  est  dirigée  cette  résultante,  x,p',r 
étant  l«!s  coordonnées  courantes. 


SECTION  I. 

ELUDES  INCOMVIiESSIBLES. 

Soient  P la  densité  du  liquide  supposé  liouiogcnc  , z la 
distance  de  l’élément  de  surface  fis  au-dessous  du  niveau 
supérieur  du  liquide , et  la  pression  qui  s’exerce  au  ni- 
veau supérieur  sur  l’unité  de  surface.  La  pression  sur 
l'élément  fis ^ rapportée  à l’unité  de  surface,  sera 

P = Spî 


On  peut  toujours  supposer  nulle  la  pression  /;»,  en  . 
imaginant  qu’ou  ait  élevé  le  niveau  du  liquide  d’une  hau- 
teur convenable.  La  formule  devient  alors 

/'  = gpî-  - . 

Elletlonnc  lieu  à plusieurs  lliéorèines  d’une  grande  sim- 
plicité. 

Lfi  pression  totale  exercée  sur  une  surface  quelcanijue 


. • 
' J 
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(■>/  v^alc.  <i  la  pression  qui  serait  exercée  sur  une  air,- 
égale,  prise  flans  le  plan  liorizotilal  qui  passe  au  centre 
fie  graeité  (le  la  surface.  La  pression  cxerciîo  sur  runitf- 
(le  siirfaee  de  ce  plan  fieLf  est  la  pression  moyenne  sur  la 
surface  donnée. 

Considérons  une  surface  plane  plongée  dans  un  liquide; 
tn  soicnl  X,  y les  coordonnées  de  rélénicnl  fis  par  rappori 
à deux  axes  ([iielconques  tracés  sur  eeUe  surface.  L(\s 
c(K)rd('nnées  du  C(’ntre  de  pression  seront  (A) 


- f xz  <■/.<■ 
I z<ls 


f yz'ts 


Si  l’axe  des  ) coïncide  avec  la  trace  du  plan  considéré 
sur  la  surface  libre  du  liquide,  z sera  proportionnel  à x, 
et  l’on  aura 


f .v~  fis 

' 

J 


- _ f y T fis 
■'  ~ fxi/s  ■ 


Quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  ces  formulc.s 
montrent  que  le  centre  fie  pression  coïncifle  avec  le 
centre  de  percussion  de  la  surface , considérée  comme 
une  lame  homogène  libre  de  tourner  autour  de  son  in- 
tersection avec  ta  surface  du  liquide: 

La  pression  rapportée  à runité  de  surface  étant  con- 
stante sur  un  même  plan  horizontal,  il  s'ensuit  que  les 
^ pressions  élémentaires  exercées  sur  une  surface  comprise 
entre  deux  plans  horizontaux  ont  toujours  une  résul- 
tante verticale,  pourvu  que  la  surface  considérée  et  les 
deux  plans  qui  la  limitent  forment  une  surface  fermée. 
Car,  dans  ce  cas , prenant  les  axes  des  x et  des  >'  dans  un 
, plan  horizoutal,  on  a {p.  a85  , théorème  I), 


«s* 

N 


^ P cos  ( AX  )(/.»=:  O , J P (■us(^  V]  fis  zz:  O, 
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tfl,  par  suite  j réquatioii  (D)  est  ideutiquemeiu  saiislaite. 
. Si  la  surface  cousiilérée  n’est  point  fermée  par  les  deux 
plans  horizontaux,  les  pressions  qu’elle  éprouve  ne  se- 
ront pas  toujours  réductibles  à une  résultante  unique. 
Cette  réxluction  sera  possible,  lorsqu’on  pourra  compléter 
la  surface  fermée  à l'aide  d’une  surface  sur  laquelle  les 
•pressions  admettent  une  résultante,comme’serait  un  plan, 

Slcvin  ( ' ) paraît  être  le  premier  géomètre  qui  ail  entre- 
pris de  déterminer  la  pression  totale  d’un  fluide  sur  la 
surface  d’un  corps  imuiergé.  11  démontra  le  paradoxe  by- 
droslatiquc,  d’après  lequel  un  fluide  peut  exercer  une  pres- 
sion beauepup’  plus  grande  que  son  propre  poids;  il  fut 
aussi  le  premier  à considérer  le  centre  de  pression  ; mais 
l’imperfection  de  l’analyse  ne  lui  permit  pas  de  déterminer 
ce  point  pour  d’autres  surfaces  que  celles  des  polygones. 

Herman  (’)  et  Cotes  (’),  pourvus  de  méthodes  plus  puis- 
santes,* déterminèrent  le  centre  de  pression  d’un  grand 
nombre  de  surfaces.  Le  dernier  compara  la  pression  to- 
tale h la  pression  exercée  dans  le  plan  horizontal  du  centre 
de  gravité , et  .signala  l’identité  du  centre  de  pression  avec 
le  centre  de  percussion.  _ 

1 . Dans  quelle  position  faut-il  maintenir,  une  demi- 
sphère  creuse , fermée^  par  un  plan,  et  exactement  rem- 
plie d’un  liquide,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  sur- 
face entière  du  rmse  soit  un  maximum- 


Nommons  r le  ravon  de  la  sphère , et  6 l’angle  que  l’axe 

du  vase  fait  aveeJa  verticale,  ’ 

a 


^(')  (JEui^es  niaihcmatit^urs  de  Simon  Stmin,  de  Bnigo«,  pu|)]iccs  par 
Albert  OirîMxi,  t.  IV;  teydo,  i634\ 

(•)  Phoronomui,  p. 


(•)  llrdroitatical  ami  S*ncurnatit{il  Lretutes,  p.  37  el  .Jo  d«  U\  3*  édi- 
tion. La  parnl  en 
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L’aire  du  couvercle  esl  tt;-*,  la  distance  verticale  du 
« entre  de  gravité  de  rette  aire  au  jioinl  le  plus  élevé  du 
liquide  est  r sin  0;  donc  itr’  sinôesi  la  pression  exercée 
sur  le  couvercle. 

L’aire  de  la  surface  courbrr  esl  anr’,  la  distance  vei  tî- 
calc  de  son  centre  de  gravite  à la  surface  supérieure  du  li- 
quide est 


/•  sin  0 -( — cos  0 ; 
2 


donc  la  pression  exercée  sur  la  surface  courbe  est 

7 ri  sin  9 -f-  ^p7rr’'cos  9 , » 

• • 

et  la  pression  totale 

^ jjtt  r’ { 3 sin  9 -f- ros  9)i 


Lorsque  <-ette  quantité  est  un  maximum  , on  a 
• Sens  9 — sin9=ro, 

9 = arclaDg3.  , W.  \V 

% • 

2.  Des  niasses  égales  de  liquides  di0creiits  sont  su- 
' perposées  en  couches  horizontales  dans  un  vase  cylin- 
drique dont  l’axe  esl  vertical.  Comparer  entre  elles  les 
pressions  que  ces  différentes  masses  liquides  exercent  sur 
la  surface  latérale  du  vase.  ^ 

Soient  Pi , pti  ■ ■ ■ 1 pni  etc.,  les  densités  des  diflerents 
liquides,  en  commençant  par  le  liquide  supérieur;  a,, 
a,^  etc.,  les  épaisseurs  des  couches  respectives  ; 

/■  le  ravoii  intérieur  du  vase. 

• Considérons  la  n'*"'  couche.  La  pression  qui  s’exerce 
au  niveau  supérieur  de  cette  couche  sur  l’unité  de  surface 
es'  donnée  par  la  formule 

p,=  g(p,a,  +‘p,  n.  -t-  . -+•  = («  — t)^p,<i,. 

La  pression  totale  «pie  celte  rou«  he  rxen  e sur  la  paroi  du 
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vase  est 

7.r.r 


MÉ<:*NIVlli  B\TIONNKLl.K 


r I ' gf«z)dz=  IT  rp,a„+ 

•/O  • 

ou  bien  , d’après  la  valeur  précédente  de  , 


T.grf,W,- 


P« 


11  en  résulte  que  les  pressions  exercées  sur  la  surface 
du  c^dindre  par  les  couches  successives  sont  entre  elles 
comine  les  iionibrcs  . 


3.  On'  suppose  une  fwrle  ti'é- 
cluse Jonnée (f  un  rectangle  ABC.Vi 
et  fl’ un  quart  de  cercle  ABE,  sé- 
parés par  un  axe  vertical  AB,  au- 
tour duquel  la  porte  peut  tourner 
librement.  Trouver  la  largeur  AD 
que  doit  avoir  le  rectangle  pour  que  l’écluse  s ouvre  sous 
le  moindre  ej^orl  quand  l'eau  apeure  la  ligne  DAE. 

Soient  â le  rayon  du  cercle , b la  largeur  inconnue  du 
rectangle,  .r  la  distance  d'un  point  de  la  porte  à l’axe  AB, 
etj'  la  distance  du  même  point  à l'horizontale  DAE. 

Les  pressions  exercées  sur  le  quart  de  cercle  et  sur  le 
rectangle  doivent  avoir  des  moments  égaux  par' rapport  a 
l'axe  AB.  De  là  résulte  l’é(fuation  du  problème  . . 

Jo  */•»  •/(»  a/O  • 


Efléctuant  les  intégrations,  il  vient 

t * 

■ a' n’  è’ 

. ’ 8=T‘ 


OU 


V?. 
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4.  Un  cône,  (te  révolution  SAA'.V» 
ouvert  par  sa  base , est  d 'abord 
maintenu  tout  à fait  remj/li-  d'an 
liquide  J puis  on  l'inclifie  d’wt 
‘ angle  donné.  Quel  est  le  volume 
du  liquide  qui  s’écoule,  et  quelle 
est  la  pression  que  le  liquide  res- 
tant exerce  sur  la  paroi? 

SoifiU  ae  l’angle  de?,  génératrices 
d»  cône  avec  l’axe , r le  rayon  do 
la  base  et  l’inclinaison  de  l’axe  ' 
sur 'l’horizon.  . 

Le  vobxme  du  liquide  écoulé  est  égal  au*volume  de  la 
partie  du  cône  qui  est  découpée  par  un  plan  horizontal* 
passant  à 1 extrémité  inférieure  de  l’ouverture. 
Le  volume  total  du  cône  droit  est 


2 TTC-  rot  «. 


Le  volume  du  cône  oblique  SAA"  est  le  produit  de 
l’aire  de  l’ellipse  ABA"  par  le  tiers  de  la  hauteur  Aff.  Si 
.nous  appelons  V ce  volume,  C le  centre  de  l’ellipse  et 
CA  , CB  les  deux  demi-axes  de  rette  courbe,  nous  aurons 


V = - AH. rr CA. CB.. 


Or 


, AH  = .SA  sin  ( 


X)  — r : J 

' sin  a ' 


CA  = - AA*  = r 
. 2 Slli(p  -+-  a) 


Pour  calculer  CB,  nommons  A"A'"  le  diamètre  de.  la 
section  droite  qui  passe  au  point  A",  et  considérons  la  ser. 
tion  dioilc  faite  par  le  point  C.  Le  point  C divisera  cefiii 

. 25  ’ 


«.  V 
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des  (iiam^trps  de  la<iec  lioii  qiii  est  parallèle  à AA'  en  deux 

segments  respeelivcmciU  égaux  à - A A' cl  - A"  A'",  cl  CÏÏ 

sera  uiîe  ordonnée  du  cercle  perpendiculaire  au  diamètre 
dont  il  s'agit.  iVoiis  aurons  donc 

X 

e Cb’  = 7 ÂÂ'.  A"A“'  =-  rA"A"  . 

4 2 , ' 


2 COS  a 


I _ , sin(^  — g) 
’’  sin  (P  + a) 


D’après  ces  valeurs,  il  vient 


f Z.  . 

I sin’  (B  — a) 

•V  = - n r*  cot  a ' 


sin*  (P  + a) 

^ * 

Par  suite,  le  volume  du  liquide  é<  tmlé  est 


- TT  r’  cota 


|_  sin’ (P -h  a>J  • 


Dans  le  calcul  de  la  pression  qui  s’exerce  sur  le  cône 
oblique,  nous  prendrons  pour  élément  de  surface  le  petit 
triangle  compris  entre  deux  génératrices  infiniment  voi- 
sines. Soit  ds  cet  élément  ; la  distance  de  son  centre  de 

gravité  à la  surface  libre  du  liquide  est  ^ AH,  et  la  pres- 
sion qu’il  supporte  est 

• 

Cet  élément  peut  être  considéré  comme  la  base'’â’un 
tétraèdre  qui  aurait  .son  sommet  au  point  O',  où  le  niveau 
du  liquide  coupe  l’axe  du  cône,  et  serait  l’élément. de 
volume  du  cône  objique.  La  hauteur  de  ce  tétraèdre  est 
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SO'slna,  par  conséquent  son  volume  a pour  expression 

I -, * ' 

fi  V = 2 Sü' sin  a f/i.  (')  ^ 

Il  en  résulte  que  la  valeur’tlc  la  pression  exercée  sur  l’élé- 
iiicnt  ds  |>euf  s’écrire 


P)  ■ 


...  S*"P  ' 

(i\  ^ l’P  ' *.•  * 

SI  11  X SIU  2 

l.a  pression  lolale  est  donc 

® ^ sin  a ’ 

ou  bien  ‘ e 4 » ' ’ , 

• » 1 ’ 

' I l osa  sin  8 sin^{  S -r«) 

sin’  (P  -h  a)  . 

e 

5.  On  suppose  un  vase  hémisphèrùfue , dont  la  paroi  ■ 
est  formée  de  trois  triangles  ttirectangles  juxtaposés,  et  ' 
retenus  chacun  par  un  fil  attaché  en  un  point  de  la  sur- 
face, Quelles  doivent  être  les  tensions  et  les  situations  • 
de  ces  fils  pour  que  le  vase  ne* se  divise  point  lorsqu’il* 
est  exactement  rempli  d’un  liquide,  et  que  d’ailleurs  les 
différentes  pièces  de  la  paroi  ne  sont  nullement  pressées 
l’une  contre  l’autre  ? On  négligera  le  poids  du  vase. 


(')  Oh  peut  rein.irquer  que  celte  équation  , jointe  ii  I cxpressiuii  du  vo-  . 
litmcV,  permet  de  calculer  aisément  la  surface  i du  c<Nnc  oblique  SA  A''. 

. V.ri  cftet,  elle  donne  d'abord  « 

* H 3 \ • - 

i.  • #=a»= ; 

SO'aifia 

rt,  comme SO'  sin'a  = O'A  sin'f  A — * ) = i 

• sin /9  * 

on  a linaJeniapt 

t , 

, cos  a siii  y sin  * « j ' 

^ «in  « sin  ( .5 -h  a ) \ 

«in  • ' 
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La^  tjiicsiiüii  revient  à déterminer  en  grandeur  et  en 
direction  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  Tun  des 
triangles  sphériques.  Cettt!  résultante  existe;  c;ar,  si  l’on 
imagine  un  vase  qui  soit  formé  de  l’un  de  ces  triangles 
et  de  deux  plans  verticaux  joignant  les  deux  côtés  du 
triaugle,  les  pressions  exercées  sur  les^deux  faces  planes 
de  ce, vase  admettront  une  résultante  unique  ainsi  (jue 
les  pressions  exercées  sur  la  surface  entière. 

Prenons  l’origine  des  , coordonnées  au  centre  de  la 
sphère,  le  plan  des  xy  à la  surface  du  liquide  et  les  axes 
dirigés  vers  les  .sommets  du  triangle  trircctangle.  Soient  r le 
rayon  de  la  sphère,  6 l’angle  qu’un  rayon  fait  avec  le  plan 
horizontal , et  ^ l’angle  que  la  jirojcction  de  ce  rayon  sur,^le 
plan  horizontal  fait  a\e>.'  l’axe  des  x.  « 

L’élément  de  la  surface  sphérique  sera  rdO.rcosOdf, 
"sa  distance  à la  surface  libre  du  liquide  sera  rsinO,  et  le 
rayon  mené  à cet  élément  fera  avec  les  axes  des  x et 
des  Z , des  angles  qui  auront  respectivement  pour  cosi- 
nus cos  0 cos  y et  sin0. 

^ D’après  cela,  la  tension  du  fil  aura  pour  comiiosantes  , 
kiivant  les  axes,  f.  ‘ • 


ir 


cas*  6>  sin  9 cos  y d^ti^ 


n 

■»5 


= — ^/.COS'9  = i^pr', 

I I rosO  $'\n^0d0dy , 

^ 9/0  do 

H 

= V.sin-e  = gyrpr»; 


■ Digilized  by  Cooglc 


IIVÜUOM  K, 
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•a 


et  la  U'iisiuii  du  iil  sei  a 


L- 


\f\^  + Y>  -H  Z'  = /;  »•’ 


'^■yà 


Kii  venu  «Je  la  symétrie  ilc  la  ligure,  la  résultaiiae  des 
pressions  doit  être  située  dans  le  plan  bissecteur  de  l’angle 
dièdre  formé  par  les  deux  plans  coo^oiiiiés  verticaux. 
Ainsi,  pour  déterminer  la  direction  de  celte  résultante, 
il  nous  sufTira  de  former  la  première  des'^équations  (C.)Z 
■ Nous  abrégerons  ce  calcul,  en  observant  tpte  la  pression 
résultante  passe*tiécessairemeni  à l’origine  des  coordon- 
nées, puisque  toutes  les  preasions  éltjuientaircs  sont  diri- 
gées vers  ce  point.  11  s’ensuit  que  le  second  membre  de 
l'équation  dont  il  s’agit  est  identi({uemeiit  nul.  Dès  lors 
^ nous  trouvons  de  suite  • . 


TT  “ - 

- ^ S ^ O. 


Le  (il  qui  soutient  le  triangle  est  donc  djrigé.  suivant  la 
droite  représentée  par  les  équarions  . * 


■1 

'S 


I 

• f 

A 


X = y = 


1 


ü.  Parmi  tous  /es  vases  tl^  révolution  aulour  dun  ’■ 
axe  vésical,  Je  hauteur  et  de  (fapac^é  données,  quel  . 
est  celui  qui  éprouve  la  plus  ^an^e  pression  hforizdntale 
de  la  part  du  liquide  qui  le  remplit?  , _ 

' Soierrt’  h la  hauteur  du  vase,  c*  sa  capacité,  z la  dis-  . 

‘ tance  d’un  élément  de  la  ain:facc  au  niveau  sujvérieur  du 


■V  c 

• 1 
; t •>* 


y ..  ^ 

• N-yé. 


liquide,  et  r la  dislance  tic  cet  élément  à l'axe  de  révolu-  j.  i f‘- 

' « ‘.  •*  **^  * . ^ • • 
lion  • - . . 


La  soifimc  des  pressions  horiztnualcs  élémentaires  est 
(•gale  a * ’ • * ' ■>'*  “ ‘ 


• #,  L*  ••  " 


! 


a 
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11  s’agit  lie  trouver  la  valeur  de  ren  fonction  de  z qui 
rend  cette  intégrale  un  maximum,  tout  en  vérifiant  la 
condition  relative  au  volume 


Soient  V la  quantité  comprise  sous  le  signe  J dans 
l'intégrale  qu’il  s’agit  de  rendre  un  maximum  , et  V'  la 
quantité  comprise  sous^le  signe  J dans  l’intégrale  qui 
doit  rester  constante.  Le  calcul  des  variations  nous  ap- 
prend que  le  rapport  des  dérivées  partielles  — ^ <^oit 
être  constant  pce  qui  nous  donne  la  relation 


a désignant  une  constante. 

Ainsi , la  surface  du  vase  est  celle  d’un  cône  dont  la 
pointe  est  en  liant.  ' 

Il  reste  à déterminer  la  constante  a par  la  condition  le- 
lative  au  volume.  • ■ ‘ 

Nous  avons  ^ * 

r*  /J? 

. - 7T«’  I = d’oil  -•  . 

, Jo  » V «'< 

Par  suite,  la  hauteur  du  cône  étant  h et  son  volume  t’, 

* /3  c 

le  rayon  de  la  base  est  W ~ J'  • ' 

7.  On  suppose  une  membrane  sans  poids,  Jlexiblc  et 
iiKXtensihle,  découpée  en  forme  de  rectangle.  Deux 
bords  opposés  sont  maintenus  parallèles  dans  un  même 
plan  horizontal  ^ sans  être  assez  écartés  pour  que  la 
membrane  soit  tendhe;  les  deur  autres  bords  sont  exac- 
tement joints  contre  deux  plans  verticaux , sans  qu'il  j 
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ait  adhérence  ; et  toute  ta.cavité  est  remplie  d an  liquide 
en  équilibre.- On  demande  quelle  forme  njjfecte  la  mem- 
brane. m , 

La  surface  qu'il  s'agit  de  déterminer  est  évidemment 
une  surface  cylindrique.  Il  suffit  de  déterminer  l’inter- 
section de  cette  surface  par  un  plan  vertical  perpendicu- 
laire aux  arêtes  -,  et , pour  cela,  nous  pouvons  nous  borner  * 
à considérer  la  petite  portion  de  surface  tjui  est  comprise 
entre  ce  plan  et  un  plan  parallèle  iuriniraent  voisin,  car 
cette  partie  de  la  surface  n’éprouve  aucune  action  de  la 
part  des  parties  adjacentes.  v ^ 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  l’axe  des  x ' 
à la  surface  du  liquide,  et  l’axe  des  y dirigé  de  baut  en  bas. 
Nommons  p la  pression  rapportée  à l’unité  de  surface  qui  . 
s’exerce  sur  l’élément  de  la  membrane  dont  les  coordon- 
nées sont  X et  J',  f la  tension  en  ce  point,  r le  rayon  de* 
courbure  de  la  courbe  au  même  point  el  .t^l’arc  de  la 

courbe.  ■ ' , 

» • ' 

Nous  avons  » _ ' 


p~s?y*  > 


et  (tomel,  page  129)^ 


d’où 


P.  = - 


S? 


' . k 

Remplaçant  r par  sa  valeur  — : dans  laquelle  s est  la 

' . * ' ' 2/  '■ 

variable  indépendante , et  nommant  n’  la  constante^» 

il  vient  ■ * i V 


d’.r 


& 
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L’intégrale  première  de  celte  équation  est 


ou  bien  < 


* , dx 

■ r’  -7-  \ • 

ns 


r^-h' 


A’ représentant  uneconstante. 

La  courbe  formée  par  la  section  droite  de  la  membrane 
se  nomme  lintèair^;  son  équation  différentielle  est  la 
même  que  celle  de  la  courbe  élastique.  Elle  a été  trouvée 
' par  Jacques  Bernoulli  (')  en  1692. 

• 8.  Étant  donné  un  plan  situé  dans  l’intérieur  d'un 

liquide  et  une  carotte  H tracée  comme  Von  voudra  sur  ce 
plan,  déterminer  dans  le  plan  une  courbe  telle,  que  l’aire 
-comprise  entre  la  droite,  la  courbe,  "et  deux  Iporizon- 
tales  qui  interceptent  sur  la  droite  une  longueur  donnée 
h,  mais  qui  sont  d'ailleurs  situées  à une  profondeur 
quelconque',  éprouve  la  même  pression  qu'un  parallélo- 
■ gramme  construit  dans  te  même  plan  sur  la  droite  H et 
sur  la  ligne  d'afieurement  avec  les  longueurs  respectives 
h et  b.  ' " 

Si  l’on  prend  pour  axes  de  coordonnées  obliques  la 
droite  H et  l’jntcrsection  de  la  surface  '(lu  liquide  par  le 
plan  donné,  on  trouve  que  la  cmrt'be  est ^l 'hyperbole  rc- 
■■  présentée  par  l’équation  ^ 

, ^ hh 

Xjr^^. 

f 

9.  Une  sphère  creuse  étant  exactement  remplie  d’ un 
liquide,  on  demande  de  tracer  sur  la  suifaçç  un  cercle 


(')  Ofteia,  l.  p. '190  eu*  Voir  aiinksi  .\fxs  HerîioClu,  Op<rn,  %.  \ 

p,  .(33  ;■  l.  U , p.  ; I.  !H  , p.  .lU  j t ^ ^ 
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horizontal  qui  la  ilwi.ie  en  deux  parties  'supportant  des 
pressions  égales.  ' 

La  distaucc  ciilrt;  le  plan  du  cercle  demandé  et  le  som- 
met de  la  sphère  est  égale  au  cèlé  du  carré  inscrit  dans  un 
grand  cercle.  , 

10.  Un  cube  exactement  rempli  d'un  liquide  a 

l'une  de  scs  diagonales  dirigée  siui'ant  la  verticale. 
Montrer  que  la  pression  exercée  sur  les  faces  inférieures  t 
est  double  de  la  pression  exercée  sur  les  faces  supé- 
rieures. , , 

1 1 . Une  surface  plane  étant  tout  entière  plongée  dans 
un  liquide,  on  mène  par  le  centre  de  pression  et  par 
le  centre  de  gravité  deux  droites  A et  B,  parallèles  à 
la  droite  C suivant  laquelle  le  plan  donné  coupe 
la  surface  libre  du  liquide.  Montrer  que  le  produit 
des  distances  de  la  droite  B aux  deux  droites  A et  C 
reste  constant  quand  le  niveau  du  liquide  s'élève. 

On  voit  sans  peine  que  le  produit  dont  il  s’agit  est  égal 
au  carré  du  rayon  de  gyration  de  la  sufface  immergée  par 
rapport  à la  droite  B. 

12.  On  suppose  un  vase  homogène , de  poids  connu , 
qui  a la  forme  d’un  ellipsoïde  ouvert  suivant  un  plan 
principal.  Ce  vase  étant  renversé  sur  un  plan  horizon- 
tal, on  y introduit  un.  liquide  par  une  petite  ouverture 
pratiquée  au  sommet.  A quelle  hauteur  peut  s’élever  le 
■liquide  intérieur  sans  soulever  le  vase? 

Soient  P la  densité  du  liquide,  Q le  poids  du  vase,  h la 
hauteur  cherchée,  «‘t 

— -H  • 

rt'  h‘‘  <■' 

réqualion  de  la  surface  interne,  le  plan  des  axesn,  b 
étant  celui  de  la  grande  ouverture.  • ■ 


Ou  trouve 


MECÀSMQl  F.  nATIOSAELLE. 


W.*^W. 


Î3.  Démontrer  les  résultats  suivants  : « 

Pour  un  parallélogramme  dont  un  des  côtés  est  à la 
surface  du  liquide , le  centre  de  pression  dioise  la  droite 
•qui  joint  les  milieux  des  côtés  horizontaux  en  deux 
segments  tels,  que  le  segment  supérieur  est  double  du 
segment  inférieur.  t ^ 

. Pour  un  triangle  complètement  immergé,  dont  le  plan 
est  vertical,  le  sommet  tourné  vers  le  haut  et  la  base  ho- 
rizontale, le  centre  de  pression  se  trouve  sur  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base.  Si  l’on  nomme 
c la  distance  du  sommet  a la  surface  du  liquide,  h la 
hauteur  du  triangle , rn  la  distance  du  sommet  au  milieu 
de  la  base  et  x la  distance  du  sommet  au  centre  de 


pression , on  a 


- m 

» 


3 

4 /i  + 6 < 


Pour  un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  verticaux  et 
qui  est  complètement  immergé,  si  l’on  nomme  a et  b les 
distances* de  la  hase  supérieure  et  de  la  hase  inférieure 
à la  surface  du  liquide,  la  distance  du  Centre,  de  pression 
au  niveau  du  liquide  est 
, 2- 

3 h‘‘ — fl’ 


Pour  un  cercle  dont  le  contour  touche  la  surface  du 
liquide,  la  distance  du  centre  de  pression  au  centre  de 
figure  est  égale  au  quart  du  rayon. 

Pour  un  vase  qui  a la  forme  d'un  cylindre  circulaire 
droit,  et  dont  l’axe  J ait  l’angle  ci  ctvec  la  verticale , si 
l’on  nomme  r le  rayon  intérieur  et  c.'  le  volume  du  liquide. 

• « • * 

* ■ * • * .*1  *» 
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icn/ernié  lians  le  vase,  lu  distance  tlii  centre  Je  pression 

sur  la  hase  au  centre  du  cercle  est  égale  à jp  tanga. 

Pour  l’aire  comprise  entre  une  parabole,  l’axe  de  la 
courbe  et  une  ordonnée  pcrpenilicnlaire  située  à la  sur- 
face du  liquide,  si  t on  nomme  b cette  ordonnée  et  a la 
portion  de  l’axe  immergée , les  distances  du  centre  de 
pression  à l'ordonnée  et  à l’axe  sont  respectivement 

^a  et  ^h.  ' ■ . ^ 

Pour  le  secteur  elliptique  compris  entre  deux  demi- 
diamètres  conjugués  a,  b,  dont  le  dernier  est  à la  sur- 
face du  liquide,  la  distance  du  centre  de  pression  an 
diamètre  comptée  parallèlement  au  diamètre  h , est 

3 ' 

g b,  et  la  distance  du  meme  centre  au  diamètre  b , comp- 
tée parallèlement  au  diamètre  a , est  a. 

_ ^ V-  - 

sraioN  II. 

• - / 

Fl.innES  ÉLAST1QLF..S.  , , 

• % • • 

Dans  les  fluides  gazeux  dont  la  température  est  uni- 
■ forme,  la  pression  rapportée  à l’unité  de  siiHaee^t  régie 
par  les  deux  équations  simultanées 

, ■ . . dp=Sf<i-,  l’=^P, 

dans  lesquelles  k désigne  une  constante  qui  dépend  de  la 
iiatureMu  fluide  et  de  sa  températun-.  Si  l’on  fait 

7=>. 


ces  équations  donnent 


, > i 

P — p,e  . 


.La  con.stantf  p„  est  la  pression  rapportée  à riinité  de 
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surfac  e,  ou  la  tension  du  gaz,  dans  le  plan  horizontal  qui 
sert  d’origine  aux  distances  2.  "*  *■ 

Pour  les  Iluides  de  la  nature,  le  coeHicicni  X est  fort 
jx'tit,  en  sorte  que,  si  l’épaisseur  z du  Iluide  considéré 
n’est  pas  très-grande,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser le  facteur  égal  à l'unité  et,  par  suite,  la  pres- 
sion P constante  à toute  hauteur. 

Les  formules  précédentes  résulteiU  de  la  pesanteui  des 
“gaz  et  de  la  loi  de  Mariolte.  On  sait  que  la  pesanteur  de 
l’air  fut  entrevue  par  Galilée,  et  démontrée  , un  an  après 
sa  mort,  par  son  disciple  Torricelli,  inventeur  du  baro- 
mètre (1643). 

1.  Un  cylindre  vertical , fermé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires à l’axe,  est  rempli  d’un  fluide  élastique . 
Déterminer  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface 
latérale.  * 

Soient//  la  hauteur  du  cylindre,  c la  circonférence  de 

• t 

la  base,  po  la  tension  du  fluide  au  point  le  plus  élevé,  et  z 
la  distance  d’ime  couche  fluide  au  sommet  du  vase. 

La  pression  cherchée  est  * * 


* 


Si  X est  très-petit,  et  que  h ne  soit  pas  très  grand,  oh  - 
atira  sensiblenient 


P =chp..  , ^ 

2.  Un  cylindre  circulaire  droit,  fermé  par  deujtplans 
perpendiculaires  à l’axe,  estrempli  d’un  fluide  élastique 
dont  la  tension  est  la  même  à toute  hauteur.  Les  parois  du 
vase  ont  partout  la  même  épaisseur.  Oh  conçoit  d’abord 
le  vase  comme  formé  de  deu.x  parties  .<S'métriqucs  par 


w 


» • 


• 
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. rapport  à un  plan  mené  siurant  / axe;  puis  on  conçoit 
le  même  vase  comme  J'onne  de  deux  parties  tjiti  se  joi~ 
,gnent  sur  un  plan  perpendiculaire  à V axe.  Il  s’apit  de 
calculer,  dans  ces  deu.r  hypothèses , l’effort- rapporté  à ' 
■Vanité  de  surface  tjui  s’exerce  sur  les  faces  de  joint  des 
deux  parties  et  tend  a les  séparer. 

SoieniV  le  rayon  du  cylindre,  l sa  longueur,  t l’épais- 
^'scur  de  la  paroi  et  p la  tension  du  fluide.  ^ 

^ Dans  la  première  hypothèse,  la  pression  qui  s’exerce 
.»sur  chacune  des  deux  moitiés  du  vase , estimée  perpendt- 
"culairement  au  plan  de  symétrie*^  a pour  valeur  arlp-, 
•^'ailleurs  la  surface  de  joint  des  deux  moitiés  dans  le  pis 


lan 


• t f 

. » de  symétrie  est .(»/-+- 4 ' ) Donc  l’elfort  qui  tend  à»  sé- 
parer les  deux  parties,  rapgorié^l’ni^ÉHf  de  surface,  est 


i* 


2r  t 


T 

Dans  la  seconde  hj'polhèse,  la  pression  qui  s’exerce 
sur  chacune  des  deux  parties  des  vases,  estimée  parallèlc- 
-ment  à l’axe,  a pour  valeur  ~ P ; la  surface  de  joint  est 
2ttre.  Par  suite,  l’effort  qui  tend  à séparer  les  deux  par- 
ties, rapporté  i l’unité  de  surface,  eat  ; • ' 


•f-'-  P 


Si  la  longueur  du  cylnidre  est  beaucoup  plus  grande 
que  son  diamètre , le  premier  effort. est  seusiblement  'dou- 
ble du  second.  v ‘ 

On  peut  conclure  de  ce  calcul  que , pour  l'es  chaudières 
à vapeur  cylindriques,  la  chance  db  rupture  est  moindre 
dans  le  sens  transversal  que  dans  le  sens  longitudinal . 


f ^ 9^ 

^ . » 
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CHAPITRE  II.  - 

■ liQUILIBHK  DES  CORPS"  SOLIDES  EN  CONTACT 
.AVEC  LES  FLUIDES. 


' * Les  positions  d’équilibre  d’un  corps  solide  pressé  par 
un  fluide  se  déieruiinenl  en  exprimant  que  les  pres- 
sions du  fluide,  font  équilibre  aux  autres  forces  qui 
sollicitent  le  corps,  eu  egard  aux  liaisons  auxquelles  ce 
corps  peut  être  assujetti.,  ’ • , , • 

Si  le  corps  est  libre,  et  ijue  les  forces  qui  le  sollicitent, 
■'outre  les  pressions,  se  réduisent  au  poids  des  molé- 
cules , on  peut  remplacer  toutes  ceg  'forces  par  une  force 
unique,  égale  au  poids  du  corps,  et  appliquée  à son  centre 
de  gravité.  Il  faudra  donc,  pour  l'équilibre  du  corps,  que 
les  pressions  du  fluide  admettent  une  résultante  unique, 
dirigée  suivant  la  verticale,  et  passant  au  centre  de  gra- 
vité du  corps.  ^ 

Si  le  corj)s  est  plongé  en  tout  ou  en  partie  -dans  un 
liquide , ou  bien  encore,  s’il  est  cutièrepieut  plpngé  dans 
un  fluide  élastique  , les  pressions  auront  une  résultante 
unique^  verticale , passant  au  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé,  et  égale  au  poids  de  ce  fluide.  Donc,  dans  ce 
cas,  Jes  conditions  d’équilibre  se  réduisent  à ces  deux 
conditions  ; » , ' ' 

Le  poids  du  corps  entier  doit  être  égal  au  poids  dtt 
'fluide  déplacé.  ' ^ 

Le  centre ^de  gravité  du  corps  entier  et  celui  du  fluide 
déplacé  doivent  être  situés  sur  une  mémo  verticale. 

‘ La  détermination  des  positions  d’équilibre, est  alors 
une  simple  question  dé  gconjélrieï  . '•...  * 


hydhostatiqdk.  4oi 

Si  un  corps  Jlotte  en  équilibre  sur  un  liquide  de  den- 
sité p,  en  plongeant  le  volume  V et  maintenant  le  vo- 
lume \ ' hors  du  liquide,  ce  même  corps  flottera  en  éqiii- 

y 

libre  sur  un  liquide  de  densité  p'  = p—,i  en  plongeant  lu 
partie  et  maintenant  la  partie  \ au-detsus  du  liquide. 

StXTlON  1. 

CORPS  F1.0TTA!VT  SIR  Vfi  FLtIDF,  (^COMPRF.SSIBLE. 

1 . Déterminer  les  positions 
d’équilibre  d’un  prisme  droit, 
à base  carrée,  homogène , qui 
flotte  horizontalement  sur  un 
liquide,  une  des  arêtes  étant 
située  au-dessus  de  la  surface. 

Il  suffit  do  considéi'cr  la  pro* 
jeriion  du  prisme  sur  un  plan 
perpendiculaire  aux  aiéies. 

Soient  ABCD  cette  projection , A le  sommet  situé  hors 
du  liquide,  QQ' la  lignedc  flottaison,  F le  milieu  de  QQ', 
G le  centre  du  carré,  et  H le  centre  de  gravité  du  triangle 
qui  s’élève  au-dessus  du  liquide;  on  sait  que  ce  point  est 
situé  sur  la  droite  AI*'  aux  deux  tiers  de  la  longueur. 

Le  centre  de  gravité  de  la  j)artie  immergée  est  situé  sur 
la  droite  HG,  car  un  corps  quelconque  et  les  deux  parties 
qui  le  composent  ont  évidemment  leurs  centres  de  gravité 
sur  une  môme  ligne  droite.  11  en  résulte  que  dans  les  po- 
sitions d’équilibre  la  droite  HG  est  verticale.  Si  donc  nous 
menons  parle  point  F une  parallèle  àHGjusqu’.à  la  ren- 
» contre  de  la  diagonale  AC  au  point  F , tous  les  points  de 
celte  parallèle  seront  à égale  distance  des  points  Q cl  Q', 
• en  particulier,  les  distances  EQ  et  EQ'  seront.égales  dans 
les  positions  d’équilibre. 

Nommons  a le  côté  du  carré,  T la  distance  AQ,  y 

11.  -'!<> 


f. 
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distance  AQ^,  el  observons  que  AE  est  égale  à - AG,  en 

sorte  que  la  projection  de  AE  sur  chacune  dçs  direc- 

3 

rions  AB,  AD  est  égale  à ^ n.  La  relation  EQ  = EQ' 
pourra  s’écrire 


ou  bien 
(>) 


— 3 — .3 

■ AE  — i x.-T  ^7  = r’-t- AE  — 2r-7<i, 

4 4 


(x-jr)[x+y-^a^=o.  . 


Telle  est  l'étjuation  par  laquelle  nous  exprimons  que  le 
centre  de  gravité  du  prisme  et  celui  du  li({uide  déplacé 
sont  situés  sur  une  môme  verticale. 

Soient  a la  densité  du  prisme  et  p celle  du  liquide. 
Nous  exprimerons  que  le  poids  du  liquide  déplacé  est 
égal  à celui  du  corps  entier,  en  posant 


Cette  équation,  jointe  à riiiie  ou  à l’autre  des  deux  équa- 
tions 

(3)  X— ^r=0, 

(4)  x-^y  — -n  = o, 

dout  l’ensemble  constitue  l’équation  (i),  doit  nous  donner 
toutes  les  positions  d’équilibre. 

Une  première  position  d’écpiilibre  nous  est  donnée 
par  les  équations  (a)  et  (3).,L('S  valeurs  de  x et  de  y sont 
les  suivantes  : 


Comme,  par  liypolhèse.  x et  r doivent  être  moindres  que 
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n,  celle  pusllion  ii’csl  possible  qu’aulaiit  que  le  rapport- 

. I 

esl  compris  entre  - et  i . 

Deux  autres  positions  d’é(]uilibrc  sont  fournies  par  les 
équations  (3)  et  (4)>  Ces  équations  donnent 

3 


d’où 


..  •<. 


^ • * 

• . ' . ‘rr’ 

Dans  ces  valeurs,  les  signes  supérieurs  se  correspon* 

dent,*ainsi  qilfe  les  signes  inférieurs.  Les  deux  positions 

symétriques  qu'elles  définissent  ne  sont  possibles  qu’au- 


, (T  . 33  Ô4 

tant  que  le  rapport  - esl  compris  entre  ^ et 


23 


Dans  le  cas  où  le  rapport  - est  égal  à ces  positiônsv. 

se  confondent  en  une  seule  qui  rentre  dans  la  solution  * 

d^à  trtmvée.  Dans  le  cas  où  Icfapport-  est  égal  lé  . 

prisme  peut  flotter  en  ayant  deux  arèttfs  plongées  dans  le' 
liquide.,  une  arête  à la  surface  «t  une  arête  hors  du  liquide. 

Bosser,  Tmilc  i/'J/j-drodynamilfuCf  t.  I , p.  178.  ■■ 

•2.  On  sufjpose  un  «ÿlindr^  droit , dont  là  hase  a 
pour  contour  un  arc  de  parahole  et  une  perpendiculaire 
■ l’axe  de^  cette  courbe;  le  corps  n'est  pas  nécessai- 
rement homogène,  nlhis*là' ffensité  est  constante  touf 
• ‘ • 36.  • ’•  ■ 
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le  long  d'une  même 
parallèle  aux  géné- 
ratrices. Il  s'agit  de 
déterminer  les  posi- 
tions d'équilibre  de 
ce  cy  lindre,  lorsqu'il 
flotte  horizontale  - 
ment  sur  un  liquide, 
en  élevant  sa  face 
plane  tout  entière  au-dessus  du  niveau. 

Il  nous  suffit  de  eonsidérer  la  projection  RAC  du  cy- 
lindre sur  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes, 

Soient 

A le  sommet  de  la  parabole  ; 

ad  = a la  portion  de  l’axe  de  la  courbe  qui  est  reii- 
. fermée  dans  le  solide  ; 

* 6 rinclinaison  de  cet  axe  sur  riiorizou 
G le  centre  de  gravité  du  cylindre  -, 

C,F=k  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  de  la 
parabole;  v 

' • AF  = h la  distance  du  sommet  au  point  F; 
e P le  point  de  la  courlie  où  la  tangente  eSI  liorizontale; 

, PAl  =j'  une  perpendiculaire  abaissc'e  sur  l’axe  de  la 
parabole^ 

PH  V = X la  longueur  du  diamètre  mené  par  le  point  P 
•jusqu’à  la  rencoutre  de  la  ligue  de  flottaison  QQ'; 

H le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé; 
p le  paramètre  de  la  pirabole  (rordoniiée  an  foyer). 
Les/Aalenrs  de  x et  de  y dcterininent  la  position  du 
prisme.  ‘ , • 

Pour«|u’i!  y ail  écjnilibre,  la  ligne  HG  doit  être  verti- 
cale. Prolongeons  cette  ligne  jusqu’à  la  rencontre  de  l’axe 
an  pidut  G',  cl  menons  pa^'Je  ponit  P une  parallèle  qui 
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. . AM  ME  EG'  = AF  + FG'  , 
nous  fournira  une  première  équation  d’équilibre,  si  nous 
y remplaçons  les  diverses  longueurs  parles  valeursqu’êlles 
ont  lorsque  H(»  et  PE  sont  verticales. 

Or,  dans  ce  cas,  les  propriétés  géomélri<pics  de  la  para- 
bole nous  donnent  « 

y ’ 3 

AM  ME  = «,  KG'=PH=r  - x, 


donc 


FG'=  X tangô  = — ; • 


)•'  3 fiv 

— +/'+  s -r  = A -f-— • 
ip  ' 5 ^ J 


'Il  nous  reste  à exprimer  <|ue  le  poids  du Toips  est  égal 
au  poids  du  liquide  «léplacé. 

Soient  a la  densité  moyenne  du  corps  et  p la  deiisîtc 
du  liquide. 

Le  produit  de  a par  l’aire  BAC  doit  être  égal  au  pro- 
duit de  P par  l’aire  QAQ'  ; c’est-à-dire  que  l’oii  tloit  avoir 

2 2 - ■ - 

J (jnBCc=  ^p-rQQ’sinS-  . 

Ilemplaçaiit  BC  et  sin  0 par  leurs  valeur.s 


\X.  — ï\jipn,  QQ'sin  6=2  ^j'ipx, 
il  vient  ' . 

(.)  . '““(j)'-  ’ 

et,  par  suite  , réi|uatiou  en  y peut  s'écrire 

(2)  — 2/P. — J.F  — 7.A/P=z.o. 

‘Ces  équations  (i)  et  (2)  résolvent  le  problème.  Elles 
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nous  montrent  c|u’il  y a trois  positions  d’équilibre,  ou  bien 
► une  seule.  , . • 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  homogène,  on  a 

3 

k — 6 et  h = - a-, 

• 5 ‘ 


alors  l’équation  (a)  se  partage  en  deux  é<iuations 


r = O 


» 

et 


La  première  donne  une  position  d’équilibre  qui  est 
possible  toutes  les  fois  que  la  densité  du  cylindre  est  infé- 
rieure à celle  du  liquide. 

La  seconde  donne  deux  positions  symétriques,  ([iii 
seraient  impossjbles  si  l’on  avait 


Bossut,  Traite  d’ Hydrodynamique  f t.  I,  p.  i8g. 


3.  Trouver  les  positions  d’équilibre  d’un  prisme  droit 
à base  triangulaire,  qui  flotte  sur  un  liquide,  l’une  de  ses 
bases  étant  entièrement  plongée,  et  l’autre  étant  tout 
entière  au-dessus  du  niveau. 


Soient  ABC  la  base  inférieure,  PQR  la  section  faite 
par  le  plan  de  la  surface  du  liquide.  Le  volume  du  tronc 
de  prisme'  immergé  ABCPQR  reste  le  même  dans  toutes 
les  positions  d'étjuilibre  : il  est  au  volutne  du  prisme  <'ti- 
tier  dans  le  ra|>porl  de  la  densité  movei\ne  du  prisme  en- 
tier à la  densité  du  litjuide.  Nous  regarderons  ce  volume 
comme  connu,  et  nous  le  ix'présenlerons  par  v. 

• Considérons  les  troncs  de  prisme  en  nondrre  infini  (jui 
ont  ia  même  base  ABC  et  le  même  volume  v que  le  tronc 
de  prisme  immergé;  et  cherchons  à déterminer  la  surface 
. tpti  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  dilférents 
corps  supposés  homogènes.  Cette  surlaee  contiendra  né- 
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cessaircinciil  le  centre  de  gravité  du  li(|uidc  déplaeé  dans 
eliaeuncdes  positions  d'éi]uilibre. 

Soient  O le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
|)oint  B sur  le  côté  AC.  Prenons  OA  pour  axe  des  x, 
OB  pour  axe  des  , et  une  perpendiculaire  dirigée  dans 
l’inlérienr  du  prisme  pour  axe  des  z.  Représentons  le 
plan  variable  de  la  base  obli(jue  par  l’équation 
,2  — ax  hy  -i-  c , 


et  nommons  n,  Ç les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
, d’une  masse  homogène  qui  remplirait  le  tronc  de  prisme 
séparé  par  ce  plan. 

Ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 


j V z=  J -J  [ax  + by c)cixtly, 

(ax  ■+-  bjTj+-  c)xdxdy. 


-(■). 


-// 

«=// 

= (ax -h  by -h  cydxdy, 


ax -h  by -f- c)y  dxffy. 


les  intégrales  s’étendant  à toute  la  base  du  prisme. 

Pour  passer  à une  position  du  plan  mobile  infiniment 
Voisine  de  la  première,  il  faut  djilërentier  les  équations, 
précédentes  en  faisauf  varier  seulement  a,  6,  <r,  Ç-,  tj,  , 
D vient  **  ■ 


(xda -h  ydb -h  de)dxdy,  ' 
vd\  = J‘_ J* (xda  +ydb  ■+■  de)  xdxdy, 
vdn  = ^ ^ 

J* J* («X  -t-  A r -J-  c)  (xda  -t-  ydb  4-  de)  dxdy  ; 
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d’où  l’on  tire  ’ • 

11^1:=  ad  f + bd  » . 

■ Cette  dernière  équation  exprime  que  la  normale  en  un  > 
point  quelconque  de  la  surface  lieu  des  centres  de  gra- 
vité, est  perpendiculaire  au  plan  sécant  qui  répond  à 
ce  point.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  figure  qui  sert 
de  base  au  prisme,  il  subsiste  donc  pour  un  cylindre  quel- 
conque. 

D'après  cela,  pour  déterminer  les  positions  d’équilibre 
d’un  cylindre  quelconque  terminé  par  deux  plans  perpen- 
diculaires aux  génératrices , lorsque  ce  corps  flotte  sur  un 
liquide  dans  lequel  une  de  ses  bases  est,  entièrement 
plongée,  il  suffit  de  déterminer  les  normales  que  l’on  peut 
abaisser  du  centre  de  gravité  du  cylindre  sur  la  surface  » 
lieu  des  points  ($,  n,  ^).  Car  le  corps  restera  en  équilibre 
toutes  les  fois  que  l’une  de  ces  normales  sera  placée  verti- 
calement, et  que  d’ailleurs  le  volume  du  liquide  déplacé 
sera  égal  à e.  , , 

Dans  le  cas  du  prisme  triangulaire  , si  l'on  pose 


on  a 


OA  = A,  0C  = — A,,  OB  = B, 

ï f 5 

y* y*  xdxdj=^  B(A*- a:), 

l' J"  > L B’(A  — A,), 

y* y X^e/.rdy—^  B(A’— A|), 

f f 

y* J'y^d.rdr  = B’(A  - A,). 
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Par  suite,  les  trois  premières  équations  (i)  peuvent 


. . 5 ccnre 


( A + A|  ) <z  H“  B b -f-  3c  — 


B(A-A,)’  , 


2(A’-f*  AA|H~  AÎ)/i-4-  B(A-|-A,)è-f-4(A  H- Ai) c = ^ ^ — Â~\^f 

f,  « o(A  — A|J 

On  en  tire  les  valeurs  ' * i 


_•  , — B*(A  + A,)-+-2B>Ç-(-B(A  + A,)»! 
a — 240  B'(A  — A,)^  ’ . 

. J 24  »>  — B ( A’4-  A J)  -f-  B(  A A,)  E -t-  2 ( A’  — AAj  -4-  A J)n 


B=(A— A.y 


Substituant  ccs  valeurs  dans  l’équation  (a),  intégrant,  et 
déterminant  les  constantes  pur  la  condition  que,  pour 
a — b = O , on  ait 


E = '|(A-4- A.)  = E.,  xi  = ^B  = «,,  ç=i- 


B (A  — A,) 


il  vient 
B»(A-A,)^ 

24  e 


{Ç-Ç,)=B’(E-E.)’+(A’~ AA,-+-AÎ)(«-,1.)’ 

-+-B(A-i-A,)(E  — 


Telle  est  l'équation  de  la  surface  lieu  des  ccntifs  de  gra- 
vité; elle  représente  un  paraboloïdc  elliptique;  car  on  a " 

[B  (A+  A,)P  - 4B’.(A’  — AA,-f- A{)  = - 3B*(A  — A,)%- 

quantité  toujours  négative.  Ce  paraboloïdc  a son  axe  pa- 
rallèle aux  arêtes  du  prisme;  son  sommet  a pour  coor- 
données Jo,  ^o‘,  la  convexité  est  tournée  vers  la  base 
immergée. . Ainsi , la  que.stion  e.st  ramenée  à détei  niinei 
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les  norniiiles  ([ue  l'on  peul  abaisser  d’un  poinl  donné  sur 
une  surface  du  second  degré.  * 

Si  le  centre  de  gravité  du  prisme  entier  est  extérieur 
au  paraboloïde,  ou  iic  ptuit  mener  par  ce  point  (ju’une 
seule  normale  à la  surface;  il  n’v  a qu'une  seule  position 
d’ëtpiilibrc.  Si  le  centrP  de  gratité  est  intérieur  an  para- 
boloïde, on  peut  Tuenerpar  ce  point  une,  trois  ou  cinq 
normales  ; il  y a aulaul  de  posilkms  d’équilibi  e.  • 

Si  le  prisme  est  homogène  ou  seulement  composé  dp 
couclies  liomogcncs  parallèles  aux  bases,  le.centre  de 
gravité  du  prisme  est  situé  sur  l’axe  du  paraboloïde. 
.\dmetlpns,  en  outre,  que  le  centre  de  gravité  soit  inté- 
rieur à la  surface;  notnmons  cî  sa  distance  au  sommet, 
et  p,  Pt  les  paramètres  d<*  sections  principales,  p étant 
plus  ])ctit  que  />,.  Si  l’on  a J '<[;>,  il  n’y  a qu’une  seule 
position  d’équilibre,  le  prisme  doit  être  vertical;  si  l'on 
a p<id<^pt , il  existe,  outre  la  position  vertic.alc,  deux  au-  . 
très  positions  d’équilibre,  symétriijues  par  rapport  à l’un 
des  plans  principaux  ; enfin,  si  l’on  a d]>p,,*ilexis'te,  outre 
la  position  verticale,  quatre  autres  positions  d’éijuilibrc , 
deux  àdeuxsymétriciuespar  rapport  aux  plans  principaux. 

Dans  le  cas  où  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équi- 
latéral, le  paraboloïde  est  de  révolution.  Alors,  si  le 
centre  de  gravité  du  prisme.se  trouve  situé  sur  l’axe,  dans 
l'intérieur  delà  surface,  à une  distance  du  sommet  supé- 
rieure au  paramètre  de  la  courbe  méridienne,  il  existe  une 
infinité  de  jiositions  d'éijuiübre  autres  que  la  position 
Aerticale,  toutes  également  inclinées  à l’borizon. 

Dasvidof,  Journal  de  M.  Crelle , t.  XXXVIII , p.  i58;  1847. 

4.  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  cube  ho- 
mogène quijlotte  sur  un  liquide  en  plongeant  un  seul  île 
scs  sommets. 

Les  portions  d’arêtes  qui'sont  immerg<‘cs  doivent  avoir 
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la  niùme  longueur;  en  sorte  qu’il  ne  peut  y avoir  plu- 
sieurs positions  d’équilibre. 

Si  l’on  nomme  a le  côté  du  cube,  a la  densité  du  corps 
et  P celle  du  liquide,  la  longueur  des  parties  d’arètes  im- 
mergées est 


L’équilibre  n’est  possible,  dans  les  conditions  voulues, 

qu’autant  que  le  rapport  - est  inférieur  à 

' > *• 

5.  Trois  sphcrcs  de  même  rayon,  mais  de  densilés 
différentes , flottent  sur  un  lù/uide  en  se  touchant  rune 
l'autte.  Quelle  est  l'inclinaison  de  leur' commun  plan 
tangent  sur  la  surface  du  lûpiide? 

Si  l’on  nomme  p la  densité  du  liquidé ,^r  le  rayon  des 
sphères,  cr,  ct',  a"  leurs  densités,  c,  c',  c"  les  hauteurs  de 
leurs  centres  auklessus  de  la  surface  du  liquide,  et  y 'l’in- 
clinaison cherchée,  on  trouve 

3r’sin’7  = r(c  — c')-l-c'(c'  — c'')-t-c"(c" — c). 

La  distance  c est  déterminée  par  l’équation 

4 tt’ = P (r— c)’(2  r-t- e);  . • 

r 

les  distances  c',  c"  sont  déterminées  par  des  éi|Ualions 
semblables. 

W.  VV. 

6.  Trois  poids  différents  P,  Q,  H Jbnt  sticcessiyemenl 
équilibre  à un  cylindre  homogène  qui  est  suspendu  à 
l’extrémité  d’une  balance  hydrostatique i cl  plonge  en  ^ 
partie  ilans  le  liqiiule.  On  demande  de  trouver  une 
relation  entre  les  poids  P,  Q,  H et  les  distances  cotres- 
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pondantes  a,h^  c de  la  base  immergée  du  cylindre  à la 
surface  du  liquide. 

La  relation  qui  lie  ces  quantités  est  la  suivante  ; 

. P(6  — c)-t-Q(c  — fl)-+-R(n — b)  = o. 

7.  On  suppose  un  cône  droit,  homogène,  dont  le 
sommet  est  fixé  dans  l'intérieur  d'un  liquide,  à une 
profondeur  connue.  Le  cône  peut  tourner  librement  au- 
tour de  ce  point  fixe,  et  flotte  en  élevant  sa  base  tout  en- 
tière au-dessus  de  la  surface  du  liquide.  Ll  s'agit  de 
déterminer  l’inclinaison  de  l'axe  sur  l'horizon. 


^ Soient  h la  distance  du  sommet  du  cône  au  niveau  du 
liquide,  l la  longueur  des  génératrices,  a l’angle  des  gé- 
nératrices avec  l’axe,  a la  densité  du  corps  et  p celle  du 
liquide.  * 

L’inclinaison  (î  de  l’axe  sur  l’Iiorizon  est  donnée  par 
l'équation  ' ■ 


P h'  cos  a 

' <7 1'  sin  P 


sin’  (3  -j-  a)  sin’  (p  — a). 


8.  On  suppose  une  sphère  creuse,  de  rayon  exté- 
rieur a,  fonnée  d'une  matière  homogène  de  densité 
connue  a.  Cette  sphère  étant  posée  sur  un  liquide  de 
densité  connue  p,  flotte  en  plongeant  le  sommet  infé- 
rieur de  sa  surface  externe  jusqu  à la  distance  c du  ni- 
veau du  liquide.  Déterminer  le  rayon  intérieur  a'. 

On  trouve 


9.  Une  lige  homogène , dont  l’épaisseur  est  négli- 
geable vis-à-vis  de  la  longueur,  est  .soutenue  par  un  fl 
attaché  à son  extrémité  supérieure,  cl  plonge  en  partie 
dans  un  liquide  où  elle  sc  maintient  dans  une  position 
inclinée.  ' . ' ‘ . 
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Connaissant  le  rapport  p tle  la  tlensitè  de  la  lige  à 
celle  du  liijuide , il  s 'agit  de  déterminer  le  rapport  n ^e 
la  longueur  totale  de  la  tige  à celle  de  la  partie  qui  s'é- 
lère  au-dessus  de  la  surface, 

- On  trouve  - . • 

î 

U = ■■ 

IIebmax,  Phnronomift y pagi'  l5q. 

ft 
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\ 

conps  spiMis  A l’actio>-  d'vn  fll'ide  élastique, 

' 1.  On  suppose  un  liquide  homogène , de  densité  in- 

connue, dont  la  surface  est  soumise  à la  pression  atmo- 
sphérique , et  un  vase  de  poids  connu  p,  à parois  très- 
. minces,  quia  la  forme  d'un  cylindre  droit  ouvert  à tune 
de  scs  extrémités. 

On  place  ce  vase  sur  le  liquide  en  le  maintenant  dans 
une  position  verticale,  l’ouvciturc  tournée  en  haut,  et 
on  le  charge  jusqu'à  ce  que  son  bord  affleure  la  surface 
du  liquide.  Soit  P le  poids  qu’il  a fallu  ajouter.  , ‘ 
Ceci  fait,  on  retire  le  vase  plein  d'air  à la  pression 
atmosphérique , fwis  on  le  pose  htr  le  liquide  en  le 
maintenant  dans  une  position  verticale , T ouverture  en 
bas,  sans  laisser  échapper  l'air  qu’il  contient,  et  l’on 
charge  jusqu  à ce  que  la  base  hffleiu'e  la  surface  du  li- 
quide. Soit  Q le  poids  qu’il  a fallu  ajouter. 

On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

■ Soient 

la  pression  atmosphérique  sur  l'unité  de  surface; 

P la  densité  du  liquide, 
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h la  hauteur  extérieure  du  vase; 

* A l’aire  de  la  base  extérieure  ; 

(3  l 'épaisseur  du  fond  ; 

a l’aire  de  la  section  droite  des  parois  latérales. 
A — a sera  l’aire  de  la  base  intérieure.  * 

La  première  opération  nous  donne  la  relation 

(i)  - P-i-p=ÿp/iA. 


Considérons  aetuelleinent  le  cylindre  renversé,  et  soit  x 
la  hauteur  extérieure  dp  la  partie  du  cylindre  qui  reste 
remplie  d’air  lorsque  la  base  affleure  la  surface  du  li- 
quide. L’cll'ort  de  l’air  intérieur  pour  soulever  le  vase 


est  ta  (A  — «}  et  la  pous.sée  du  liquide  agissant 

sur  le  bord  des  parois  latérales  est  (g’pA  -f-  rjjaj;  l’en-f 
semble  de  ces  deux  forces  doit  faire  é(|uilibre  aux  forces 
qui  tendent  à enfoncer  le  vase.  Donc  . 


(a)  Q -4- -f-  oA  = ra(A  — a) 1 -H  (^p  A -4- n)jt, 

X — P 


Dans  la  mémo  position,  la  pression  de  l’air  intérieur  sur 
le  liquide  eu  contact  est  égale  à la  pression  du  liquide 
sur  la  surface  de  cet  air.  Par  suite,  on  a 

‘ • ■■  ' • 

*4  — 3 

(3)  . .f3+gpx  = r7 • 

• • «ir  ' P 

. • » 

. I.cs  équations  (e),  (a)  et  (31  permettent  de  calculer  la 
pression  atmosphérique  rapportée  à runilé  de  surface,  en 
fonction  des  (juanlités  p,  P,  Q,  A,  « et  p. 

iNIais,  par  hyix)lhèse,  * et  p sont  de  très-petites  quan- 
tités; QI1  peut  les  négliger  sans  erreur  considérable. 
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Alors,  si  (le  l'équation  (a)  on  retranche  l’équation 

* X h 

RT  A -f-  ( P -f-  P ) -r  ^ BI  A — » 

'h  X 

laquelle  résulte  des  équations  (i)  et  (3),  il  vient 
Q -4- /)  = ( P -(- /,)  f . 

Multipliant  cette  dernière  relation  par  l’équation  (a),  et 
tirant  du  résultat  la  valeur  de  a,  on  trouve 

_ (Q  + p)’ 

A(P-Q)‘ 


Telle  est,  à très-peu  près,  la  pression  de  l’atmosphère 
sur  Tunité  de  surface. 


2.  Un  tube  cy  lindrique  fermé  par  le  haut , rempli  en 
partie  d’air  sec,  est  Maintenu  dans  une  position  verti- 
cale sur  une  cuve  pleine  de  mercure,  soumis  à la  pression 
atmosphérique , dans  lequel  il  plonge  son  extrémité  ou- 
verte. Z/C  liquide  s'élève  dans  le  tube  à la  hauteur  h au- 
dessus  du  niveau  de  la  cuve , et  la  longueur  de  la  por- 
,tion  du  tube  qui  contient  de  l’air  est  égale  à H.  On 
, enfonce  le  tube  jusqu’à  ce  que  le  niveau  du  liquide  y 
devienne  le  même  que  dans  la  cuve;  alors  la  longueur 
de  la  portion  de  tube  qui  contient  de  l'air  se  réduit  à 
H'.  On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Si  l'on  nomme  p la  densité  du  mercure  et  a la  pres- 
sion'>tmosphéri<|iie  rapportée  a riinité  de  surface,  on 
trouve  • ■ " 


^ = Si 


n _ 

— Il' 


,'î.  Un  cylindre  homogène,  de  densité  e et  de  langueur 
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h , flotte  dans  une  position  verticale  sur  un  liquide  de 
densité  p.  Tout  le  système  est  placé  sous  un  récipient 
plein  d'air  comprimé.  Quelle  est,  en  fonction  de  la 
densité  p'  de  l'air  du  récipient,  la  longueur  x de  la 
partie  du  cylindre  qui  est  immergée  P 

On  trouve 


SECTION  111. 

stabilité  de  l'équilibre  des  cores  flottants. 

Considérons  un  corps  solide,  pesant  et  libre  de  toute 
liaison,  qui  flotte  on  équilibre  sur  un  liquide  homo-  - 
gène. 

L’ équilibre  est  stable  lorsque  le*centrc  de  gravité  du  < 
corps  est  situé  au-dessous  du  centre  de  gravité  du  liquide 
déplacé. 

L'équilibre  est  encore  stable  lorsque  le  cen  tre  de  gravité 
du  corps  est  situé  au-dessus  de  'celui  du  liquide  déplacé, 
pourvu  que  la  distance  de  ces  deux  points  soit  inférieure  • 
au  quotient  que  l’on  obtient  en  divisant  par  le  volume 
immergé , le  plus  petit  des  moments  d'inertie  de  la  sec- 
tion à fleur  d’eau  autour  des  droites  menées  dans  son 
plan  par  son  centre  de  gravité. 

Si  le  corps  est  symétrique  relativement  q un  plan  verti-^ 
cal , pour  que  l'équilibre  soit  stable  par  rapport  à des  dé- 
placements infiniment  pclits  parallèles  au  plan  de  symé- 
trie, quand  le  centre  de  gravité  du  coçps  est  au-dessus 
de  celui  du  liquide  déplacé  , il  suflit  que  la  distance  de 
ces  deux  points  soit  inférieuiv  an  quotient  que  l’on  ob- 
fienl  en  divisant  par  le  volume  iinmergi',  le  monFcnt  (Pi- 
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iieriic  <le  la  section  à llciir  tlVau  amour  «le  la  perpen- 
diculaire au  plan  de  syinélrie  menée  par  le  ceinre  de 
gravité  de  la  section.  L’i'quilibre  serait  instable  si  leçon-  . 
traire  avait  lieu. 

Mous  nous  bornerons  ici  à considérer  la  stabilité  de 
l’équilibre  d’un  corps  symétri(|uc  relativement  à un  plan 
vertical , en  supjKtsant  que  les  dé[)lacements  et  les  vitesses 
imprimées  soient  parallèles  au  plan  de  symétrie.  , 

I . r///  for/JS  sy'- 
méfrùfiie  par  rap- 
port à un  plan 
l'crtical’  flotte  en 
équiiihre.  ^ Son 
centre  rie  gravité 
est  G;  le  centre  dé 
gravité  du  Inpii- 
dc  fléplacé  est  un 
point  H situé  au- 
dessous  du  point  G.  On  déplace  ce  corps  parallèle- 
ment au  plan  de  symétrie  d'une  manière  tjuelconrpic , 
mais  sans  changer  le  volume  immergé  j puis  on  le  ra- 
mène graduellement  à sa  première  position  d’érpulihre , 
toujours  en  la  faisant  mouvoir  pnraUèlemeJit  au  plan- 
de  symétrie  et  sans  changer  le  uolume  immergé.  Pen- 
dant ce  mouvement , la  verticale  rpd  passe  au  centre  de 
gravité  fin  liquide  déplacé  et  la  droite  HG , considérée 
comme  invari/ddement  Uéie  au  corps se  coupent  en  un 
point  M,  qui  se  rléplacc  sur  la  droite  \Wi,  et  converge 
vers  une  position  limite.  Cette  position  limite  est  ce  qié on 
nomme  le  méiacentre.  Il  s'agit  de  prouver  que  la  hau- 
teur du  méiacentre  au-dcssusplu  point  H.*es/  égale  au 
fpiotient  que  l’on  obtient  en  divisant  par  le  volume  im- 
mergé \ dans  l'état  d'équilibre . le  mogicnt  d’inertu: 
- ■ 


4i8  mécaniquï;  bationnellf 

AA’  de  Ja  section  à fleur  d'eau  A autour  d’une  perpcn- 
tliculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section . 

On  fora  voir  que,  dans  le  cas  où  le  volume  immergé 
est  variable , la  position  limite  du  point  M ne  peut  être 
assignée  qu  autant  que  l’on  connaît  la  nature  du  mou- 
vement dans  le  voisinage  de  la  position  d’équilibre. 

Soient 

PQla  section  à fleur  d'eau  dans  l’étal  d’équilibre; 

P'Q'  la  section  à fleur  d'eau  dans  une  position  infini- 
ment voisine; 

Z la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  PQ  à la 
section  P'Q'  ; 

RS  une  section  parallèle  à P'  Q',  menée  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section  PQ; 

IK  l’intersection  des  deux  plans  RS , PQ , laquelle  est 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie; 

c la  plus  courte  distance  des  droites  IK  et  HG  ; 

0 l’angle  des  deux  plans  PQ,  RS,  ou  bien  l’angle  de 
HG  avec  la  verticale  ; 

a la  distance  HG  ; * . 

f)  la  densité  du  liquide. 

Les  cpiantités  infiniment  petites  z et  Û seront  considé- 
rées comme  infiniment  petites  de  premier  ordre;  les  in- 
finiment petits  d’ordre  supérieui'  disparaîtront  dans  le 
calcul . 

D’après  cela,  le  volume  PQ'QP  peut  être  considéié 
comme  celui  d’un  cylindre  construit  sur  la  base  PQ;  il 
est  égal  à faire  de  la  base , A , multipliée  par  la  distance  z 
des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

11  s’ensuit  que  la  pression  résultante  est 

Calculons  la  somme  des  moments  des  pressions  autour 
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tl’unc  jx“rpciidiciilairL‘  au  plan  de  syinéli'ic  menée  par  le 
point  G;  et,  dans  ce  calcul,  comptons  positifs  les  mo- 
ments des  forces  qui  tendent  à ramener  le  corps  à sa 
première  position  d’équilibre.  ' ^ 

Nous  voyons  d’abord  que  la  somme  dont  il  s’agit  est 
égale  et  contraire  au  moment  du  poids  du  liquide  qui 
remplirait  le  volume  immergé.  Ce  volume  lui-mèmo  se 
'compose  du  volume  PBQ  , plus  le  volume  FQ'SR,  plus 
le  volume  QIKS,  moins  le  volume  PIKR. 

Pour  le  volume  PBQ  , le  moment  du  poids  est 

'j^fVrtsinO  ou 

Pour  le  volume  PQ' SR  le  moment  du  poids  est  égal  au 
produit  du  poids A z par  la  distance  de  la  droite  IK  à la 
verticale  du  point  G.  Mais,  comme  le  poids  est  déj.à  un 
in6niment  petit,  on  peut  remplacer  celte  distance  va- 
riable par  la  distance  constante  c qui  en  diffère  infiniment 
peu.  Alors  le  moment  cherché  devient  , , * 

Quant  aux  volumes  QIKS,  PIKR,  on  peut  les  coUt- 
cevoir  décomposés  et/' éléments  prismatiques  élevés  per- 
pendiculairement sur  les  éléments  dS.  de  la  section 
PQ.  Si  l’on  nomme  x la  distance  de  l'élément  rfA  à la 
ligne  IK,  cette  distance 'étant  comptée  positive  à droite 
de  IK  et  négative  à gauche,  la  hauteur  du  prisme  sera 
± X tangô  ou  ±:  arS,  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
• à la  même  ligne  sera  x,  en  négligeant  toujours  les  infini- 
ment  petits  de  second  ordre.  Parsuite,  la  différence  entre 
le  moment  du  poids  du  volume  QIKS,  et  le  moment  du 
poids  du  volume  PIKR,  s’exprimera  par  l’intégrale 


éiendue  .à  toute  la  section  PQ.  Mais\  puisque  a ligne  IK 

i 
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passe  au  c<  nlre  de  gravité  de  celle  seelion  , on  a 

x/l  \ = O, 

et  l’intégrale  se  réduit  au  st'ul  tenue 

■ D'après  ces  'alenrs,  la  somme  des  inomeuis  des'pres-  , 
fcions.  est  • ^ " 

(U)  ' gp(  — VaO  — Aez+A/’Jt). 

DiA  isaiit  cette  somme  par  la  pression  résultante,  nous 
aurons  la  distance  de  cette  pression  à l’axe  des  moments; 
divisant  encore  par  siuôou  par0,  nous  aurons  la  distance 
du  point  Cl  au  point  !\I  où  la  droite  HG  est  coupée  par  la 
verticale  qui  passe  au  centre  de  gravité  du  liquide  dé- 
placé, et  )a  distance  obtenu».scra  positive  si  le  point  M 
est  au-dessus  du  point  G.  Il  vieni 

t 

. OM  = ^AX’_„V- AcJ)[‘(V-f--Ai)-, 

et  à la  limite,  . 

* ' - ■ 

A C \r  . 

• liiii .GM  = ^ liin . 

« 

t^r,  si  Z n'est  point  nid,  la  limite  du  rapport  ^ dépend 

de  la  inanicre  dont  !<•  corps  revient  à sa  position  d’é- 
(juilibre;  en  .soi  le  <jue  l’on  ne  peut  assigner  la  |)Osition 
limite  du  point  .M,  sans  connaître  l.'v  nature  du  mouv»'- 
ment,  à moins  (|ue  la  distance  c ne  soit  nulle.  Mais,  si  z 
est  nul,  c’esl-â-dîre,  si  le  volume  immcrg4  invariable, 
alors  la  distance  ilc  l.l  position  limite  du  point  M au  ceiiire 
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A • . 

celle  distance  6iani  comptée  positive  ou  négative , .suivant 
que  la  point  M est  au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de 
gravité.  En  d’autres  termes,  la  hauteur  du  métaceiitre  au- 

dessus  du  point  H est  comme  nous  l’avous  annoncé. 

* t0  • 

Si  l’on  rapproche  ce  résidlal  de  la  règle  citée  au  com- 
nieucemcni  de  celte  Section,  ou  voit  ([ue  Vcqidlihre  est 
stable  OH  instable,  siih’ant  que  Ic^métacentre  est  situe 
au-dessus  ou  au-dessoui  du  centre  de  graidlé  dh  cor/>s. 
//équilibre  serait  indifférent  si  Iq  niétaccntre  coïncidait 
avec  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition,  évidente  par  clle-mèiuc 
(|uaud  on  se  borne  à considérer  la  stabilité  de  l’équilibre 
par  rapport  à dirs  déplact'incnts  (|ui  n’allèrent  point  le 
volume  iiumergé,  a été  donnée  par  Clairaut,  q>our  ce 
cds  seulement,  dans  le  Traité  du  Navire.  C'est  à ce  géo- 
mètre <|ue  l’on  doit  l’espressiou  di%  métacentre. 

Duhamel,  Journal  de  l'Ecole  Polytcch.,  XXIV'  cahier, 
]).  1 2 ; i832. 

2.  Quelle  est  la  condition  de  stabilité  pour  un  prisme 
rectangulaire  homogène  dont  la  buse  est  horizontale , 
relativement  iT des  déplacements  parallèles  aux  Jaces 
2’crticalcs?  , 

V Soient  a cl  b h-s  deux  côtés  de  la  hase,  c,  la  hautcui-,  <s 
la  densité  du  corps  el  /5  celle  du  licpiide. 

I.e  volume  immergé  est  - abc. 

La  hauteur  du  centre  de  gravité  du  i>risme  au-dessus 
du  cenire  d<-  gravité  du  liquide  déplacé  esl  égale  .à 
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Le  iiioniciil  (rineriie  tie  la  serilon  à fleur  d’eau  aùluur 
d'uii  axe  mène  par  le  centre  de  celte  section  parallèle- 
ment au  côté  b a pour  expression 

^ » 

b.v'  flx  = — 4o’* 

/-i,.  «2 


i: 


La  condition  de  stabilité  pour  des  déplaccmenls  paral- 
lèles aux  faces  (ne)  est  donc 


< 


— ba^ 
12 


nbr 


ou  bien 


• P* 


n’  ~ T / <r\ 


Lé<|ullibre  serait  instable  si  le  premier  membre  était 
iiüérieur  au  sect>nd  ; il  serait  indilliéreiit  si  les  deux  lueiu- 
bres  étaient  égaux. 

Encjrcl.  Metrop,  Mix.  Sc.,  vol.  1,  p.  igS. 

3.  Un  pris  nia  droite  homogène , dont  la  hase  est  un 
triangle  isocèle  j flotte  sur  un  liquide.  La  face  latérale 
qui  répond  à la  base  du  triangle  isocèle  est  horizontale 
et  tout  entière  située  (lu-dessus  du  niveau.  Trouver  la 
condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  parallèles  à 
lun  des  deux  plans  verticaux  qui  partagent  le  corps  en 
deux  parties  symétriques . 

Soient  l la  longueur  du  prisme,  7.b  la  base  du  triangle  • 
isocèle,  a l’angle  au  sommet , ti  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide. 

Pour  des  déplacements  parallèles  aux  bases  du  prismcj 
la  condition  de  stabilité  e.st 


^lang 
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Pour  ilfS  «léplaremenls  parallèles  au  plan  de  symétrie 
(|uî  coupe  le  corps  suivant  l’arête  inférieure,  la  comli- 
tioii  de  stabilité  est 


cos‘  - — 

2 P 


Si  la  base  est  un  triangle  isocèle  rectangle,  et  que  les 
déplacements  lui  soient  parallèles,  le  niveau  du  litjuide 
divise  en  deux  parties  égales  la  distance  du  métacentre  au 
centre  de  gravité  du  liquide  déplacé. 

Bodüuer,  Traité  du  Navire,  p.  266, 


■4.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  cône 
droit  et  homogène,  dont  Taxe  est  vertical  et  le  sofnmet 
plongé  dans  le  liifuide.- 


Si  l’on  nomme  r le  rayon  de  la  base,  h la  hauteur  du 
cône,  <J  la  densité  du  corps  et  p celle  du  liquide,  ou 
trouve  la  condition 


Daniel  Behnodlli  , Comment.  Acad.  Pelrop.  1738,  p.  l6a. 

5.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  cylindre 
droit  et  homogène , dont  taxe  est  vertical. 

Si  l'on  noniinc  r le  rayon  de  la  base,  A la  hauteur, 
ff  la  densité  du  cylindre  et  p <-ellc  du  liquide,  on  trouve  la 
condition 

r’  2t(P  — j)  . 

Daniel  Bernoulli,  ibid. 


6.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  para- 
boloïde  de  révolution  homogène , terminé  par  un  plan 
perpendiculaire  à Taxe , et  dont  l'axe  est  vertical. 

Si  1 on  nômine  p le  paramètre  de  la  parabole  généra- 


4-i.l  • MÉCANIQl.'E  IUTIO^NELLE. 

iricc-,  l>  la  longueur  de  l’axe,  a la  densilé  du  eoi-ps  cl  p 
«elle  du  lûiuide,  on  trouve  la  condilioii 


Archimède  cludic  la  stahilité  de  réquillbre  du  paraho- 
loïde  de  révolulion  dans  le  second  livre  du  traité  Des 
corps  portés  sur  un  fluide. 


SKCTION  IV'. 

PETITES  OSCILLATIONS  riES  COUPS  FLOTTANTS. 

• ' Nous  nous  bornei'ons  à considérer  un  corps  partagé  en 
deux  moitiés  symétriques  par  un  plan  verlical,  ce  qui  est 
le  cas  d’un  navire.  Nous  supposerons  «pic  l’on  ail  légère- 
ment écarté  le  corps  d’une  position  d'cquilibre  slable,  en 
imprimant  à tousses  points  une  faible  vitesse  parallèle  au 
plan  de  symétrie.  11  en  lésullera  des  oscillations  -qui 
seront  évidemment  parallèles  au  même  plan. 

Conservons  la  notation  et  la  figure  du  problème  1 de 
la  Section  précédente.  De  plus , nommons  x la  distance 
du  centre  de  gravité  du  corps  au-dessous  du  plan  horizon- 
tal sur  lequel  est  situe  ce  point  dans  la  position  d’équi- 
libre, et  h le  rayon  de  gyration  du  corps  autour  d’une 
jvcrpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre 
de  gravité;  V'f/i’  sera  le  moment  d’inertie  du  corps  au- 
tour de  celte  perpendiculaire. 

■ Nous  négligerons  les  termes  du  second  degré  par  rap- 
port aux  petites  quantités  x,  z et  0. 

Nous  n’avons  pas  h nous  occuper  du  mouvement  bori- 
zonlal  du  centre  de  gravité  : il  sera  nul,  ou,  si  l'on  veut, 
rectiligne  et  uniforme. 

Quant  au  moi|vemcnt  vertical,  Usera  légi  parl’éijuation 
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4^5 
à la 


(ju’on  obtieiU  en  égalant  la  l'orrc  eficclive,  \p 


lîF' 


résultante  des  forces  qui  sollicitent  lecorjas  dans  la  direc- 
tion de  la  pesanteur.  Celte  résultante  est  égale  à la 
difl’érence  entre  le  jioids  du  corps  et  le  poids  du  liquide 
tléplaçé;  et,dausledegréd’approxiination  qui  aélé  adojilé, 
cette  dillércnce  se  réduit  au  poids  du  liquide  qui  rempli- 
rait le  volume  P'Q'SR  considéré  comme  un  cylindre.  On 
a donc 


Vp 


ri’x 

7? 


gp\z. 


Négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on  a 


(i)  ^ x=zz  -+-c0, 

et  riVjualion  précédente  devient 


(2) 


Il  reste  à trouver  rétjualion  (jui  représente  le  monve- 
meiit  de  rotation  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Pour  cela  il  suffit  d'égaler  le  moment  des  forces  clVcclivcs  , 

f/’6 

au  moment  des  forces  applitjuées,  lequel  est 


représenté  en  signe  contraire  par  la  formule  (U),  p.  420. 
Il  vient  ■ ■ . 

Vp/(-  = — ÿp  ( — Ve  0 — Acs  -H  A iS’O). 


Afin  de  n'avoir  qu(T  deux  variables,  il  convient  de  rem- 
placer 2 par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (1).  Si , de  plus, 
on  pose 

en  sorte  que  t soit  le  rayon  de  gyration  de  la  section  P() 
autour  d'une  perpeiKlienlairp  au  plan  de  .symétrie  menée 
par  le  point  où  Ja  droite  IKi  perce  la  set  tion  considérée  . 
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4a6 

on  aura 


(3) 


rf'O 

7t' 


gAc 

VA’ 


I^s  équations  (2)  i‘l  (3)  sont  linéaires  à coeflicients 
conslants;  elles  s’intégrent  parla  méthode  connue. 

Si  l’on  pose  , pour  abréger. 


Ai’ — Vu 
Ac 


les  é(|ualions  deviennent 

— + m[x-c^)z=o, 

, fl'O  c 

cl,  en  désignant  par  r,,  r,  les  racines  de  l’équation 
//’r"  — (A’  + en)  mr  =z  cm'‘(c  — «), 

par  A,,  Aj,  a,,  a,  des  constantes  arbitraires,  les  inlé- 
gralcs  sont 

JT  = A,  sin  (v^/-,t  + a,)  + A.  sin 


m — r,  . i / — \ 

0 =:  Al Sin  {^/r^  f a,  J -|-  A, 

me  , 


sin 


(v^t- 


■ «r 


Lorsque  le  corps  est  tel , que , dans  la  position  d’équili- 
bre, les  centres  de  gravité  du'eorps  et  de  la  section  à ileur 
d’eau  soient  sur  une  même  verticale,  alors  la  distance  c est 
nulle,  et  les  CHjuatioiis  du  mouvement  ont  pour  intégrales 


.c=  A,  sin  + a,  j , • 

A = A,  siii  j y/  (A  A’  — Vu)  < +■ 


H 
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celle 


am- 


“ s/ ^ 

d’une  oscillation  angulaire  i/  ; — ; rr— >'  Les 

V — Vu) 

plitudes  de  ces  deux  oscillations  sont  indépendantes  l'une 

de  l’autre. 

Il  ne  faut  point  oublier  que,  dans  toutes  ces  formides, 
les  distances  a et  c sont  positives  quand  elles  ont  les  direc- 
tions que  leur  assigne  la  Ggurc,  et  négatives  quand  elles 
ont  des  directions  contraires. 

, Les  oscillations  des  corps  ilottauts  ont  été  étudiées  suc- 
cessivement par  Daniel  IJernoulli  (‘ ),  Euler  (*),  d’Alcni- 
bert  (’)  et  Bossul  (‘).  M.  Molins  (®)  a repris  la  même 
question  sans  limiter  en  rien  la  forme  du  corps  et  la  di- 
rection des  petits  mouvements. 

A l’aide  des  formules  qui  précèdent,  on  n’aura _^aueuue 
difficulté  à résoudre  les  problèmes  suivants  : 

1 . Un  prisme  homogène  à hase. carrée,  flottant  sur  un 
liquide,  a été  légèrement  écarté  de  la  position  d’équilibre 
stable  où  l’une  des  faces  latérales  est  horizontale,  par 
un  petit  déplacernent  parallèle  à la  base.  Déterminer  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même 
temps.  ' • ■ ’ 

Soient*  b le  côté  de  la  base,  a la  densité  du  corps, 
(J  celle  du  liquide  et  l la  longueur  eberebée. 

S’il  s’agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 


(‘)  Comment,  Acad,  Petrop.^  *7^9»  P*  *oo*- 
(*)  Scientia  na^’alis,  part.  1i,  cap.  iv;  I740' 

(•)  Essai  dune  nouyeUe  thi^oric  de  la  résistance  des  fïuideSt  chap.  vi  } 
•1752.  — OpuScuîes^i.  I,  p.  K‘|. 

. (/)  Sur  Varrunaf^  des  vaisseaux.  Prix  de  l’\cad.  dcsSc.  de  Parts,  t.  I.\  : 

/■')  Journal  do  M Linuvillc,  l III.  p 33;  iS.W. 
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vilti,  on’lrouvi; 


P 


oi's'il  s'agit  des  oscillations  autotir  d'une  perpcndicidaire 
à la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 

• ^ 2 b pu 

p'  — 6pa  ■+■  6ff’ 

DaVikl  Bernüulu,  Comment.  Acad.  Petrop.,  1781),  p.  io6. 

2.  Mdmc  prohJème,  en  .tupjwsant  que  la  section  dit 
prisme  soit  un  triangle  isocèle,  cd  que , dans  la  position 
d'équilibre  stable , la  face  latérale  correspondante  à la 
base  du  triangle  isocèle  soit  horizontale  et  située  au- 
dessus  du  liquide*  , 

Soient  ib  la  base  du  triangle  isocèle,  q la  hauteur  du 
même  triangle,  ff  la  densité  du  prisme,  p celle  du  li-, 
(juide,  et  l la  longueur  du  pendule  (jui  oscille  dans_le 
même  temps.  « 

.S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
vité, on  trouve 


«•t  s’il  s’agit  des  oscillalions  autour  d'une  pi’rpondiculaire 
à la  buse , menée  par  le  centre  de  gravité, 


3 /.>  ’ 4-  7 ’ 


Encyrl.  Metrop.  Mixed  Sc. , vol.  I , p. 

3.  Ijn  parabolo'ide  de  révolution  homogène , ter-  • 
miné  par  un  plan  perpendiculaire  à l'axe,  flotte  sur-un 
liquide i l'tixc  est  vertical , et  le  sommet  dirigé  vers  le 
bas.  Connaissant  la  duree ’V  des  petites  oscillations  ver- 


f 
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t! cales  t/ue  ce  corps  exécute,  il  s'agit  île  iletenmtur  la 
ilistaiice  du  iotnitiet  du  corps  à la  surface  du  lùpiidc , 
pour  la  position  d'éipdlihrc. 

I.n  dislaiicp  cliei'clicc  est 


7t’ 


vv.  w. 


. ' SECTION  V. 

ÉQUILIBRE  UES  VASES  QUI  rONTIEÎJAENT  UES  LIQUIDES. 

Lorsqu’un  vase  conleiiaiit  un  liquide  repose  en  équi- 
libre sur  un  support,  le  poids  du  vase  et  la  pression  du 
Iluidosur  les  parois  font  équilibre  à la  réaction  du  sup- 
port. - ^ • 

I . Une  dendsphèro  creuse,  remplie  cC un  liquidons' ap- 
plique contre  un  plan  vertical  de  manière  à fermer 
exactement  V ouverture , et  Qjtpuie  sa  surface  convexe- 
contre  un  plan  incliné  qui  coupe  le  premier  plan  suivant 
ittie  droite  tiorizonfale.  On  demande  ftielfe  est  lu  pres- 
sion exercée  sur  le  vase  par  chacun  des  dei(p:  plans , 
dans  l'état  d’équilihrc , et  quel  est  le  plus  grand  angle 
des  deux  plans  qui  permette  à l’équilibre  de  subsister,  le 
poids  de  V enveloppe  hémisphérique  étantjiégligeable 
eis-à-ws  du  poids  du  liquide. 

Soient  rTe  rayon  intérieur  delà  sphère,  p la  densité 
du  liquide,  st  l’angle  des  deux  plans,  S la  pression  du 
plan  vertical  contre  le  bord  du  Mtse,  K la  pression  du  plan 
incliné,  P la  prcssbni  résultante  du  liquide^ur  la  demi- 
sphère,  6 l'angle  de  cette  force  avec  la  verticale. 

f.es  trois  birces  S,  R , P doivent  se  détniire  dans  l’élat 
d’équilibre.  Or  les  deux  dernières  passent  par  le  eentre 
de  la  splicre  -,  donc  la  force  S passe  de  même  au  centre  de 
la  sphère  De  plus,  Ces  Unis  forics  sont  situées  dans  un 
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niùmc  plan  vurlical.  Il  en  résulte  que  les  loiull lions  d’é- 
([uilibre  se  réduisent  à celles-ci,  que  la  somme  des  pro- 
jections horizontales  des  trois  forces  soit  nulle,  ainsi  que 
. la  somme  des  projections  verticales.  De  là  les  équations 

, S-l-P  sin9  = Rcosa,  * 

P cosO  = Usina. 

Mais  P cosO  est  le  poids  du  liquide  ou  ^ Ttgpr^]  P sihS 

est  la  pression  résultante  sur  le  plan  vertical  ou  t:  g p r*.' 
Substituant  ces  valeurs  daus  les  équations  précédentes, 
on  en  tire 

2 * 

R = X 7:  g P çost’c  a , 

s.  ^ 

S=|,Ti,^pH(^COta-|). 

« 

Telles  .sont  les  valeurs  cherchées. 

La  pre.ssion  S uc  pouvant  être  négative , il  s’ensuit  que 
' la  plus  grande  valeur  de  l’angle  « qui  permette  l’équili- 
bre, est  celle  qui  annule  la  pression  S,  .«avoir 

. • 2 

• • • a = arc  tang  -a- 

' f % S 

4 

vv.  vv. 

« 

2.  O/J  verse  lentement  u/i  liquide  dans  un  vase  ejlitJ- 
d/'ique  qui  est  debout  sur  un  plan  incliné.  Im  vase  fi/tira 
par  se  /•enrerser,  s'il  ne  peut  pas  s'échapper  en  glissant 
■ sur  le  plan. -On  demande  quelle  quantité  de  liquide  il 
faut  introdui/c  pour  prod/a're  ce  renversement,  le  poids 
du  vase  et  V épaisseur  de  ses  parois  étant  négligeables. 

Soient  r le  rayon  du  cylindre  et  a la  tangente  de  l’in- 
clinaison  du  plan  sur  l’horizon. 
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1,0  volume  du  liquide  <iui  produira  la  chute  du  \ase  est 


3.  Thi  vase  hémisphérique , homogène , à parois  très- 
minces  , dont  te  poitls  est  P et  le  ray  on  de  la  surface  r, 
contient  un  poids  de  liquide  égala  Q.  Ce  vase  étant  posé 
sur  le  sommet  rT une  sphère  fixe  de  rayon  de  manière 

que  le  bord  soit  horizontal,  on  l’incline  tant  soit  peu , en 
le  faisant  l'Ollier  sur  la  sphère  fixe  d’un  très-petit  angle  ; 
puis  on  attend  que  le  liquide  soit  revenu  au  repos.  On 
demande  de  trouver  la  condition  à laquelle  doivent  sa- 
tisfaire les  poids  P,  Q e<  les  rayons  i',  d,  pour  que  le 
vase  abandonné  tlans  cet  état  tende  à reprendre  sa 
position  primitive. 

I.a  couditiun  demandée  est 


W.  W. 
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CHAPITRE  III. 

F 

KQUATIONS  GKiNEIlALES  DE  l’ÊQUILIIÎRE  DES  FI.ÜIDES. 

.lusf|u’ic‘i  nous  avons  considéré  des  Iluides  sollicités  par 
la  seule  force  de  la  pesaïueur;  nous  alhnis  considérer, 
»lans  ce  chapitre , des  iluides  sollicités  par  des  forces  tpiel- 
conques.  . - 

Soient 

x,j,  Z les  coordonnées  rectangulaires  d’un  élément 
du  fluide; 

P la  densité  du  fluide  en  ce  point; 

P la  prcïssion  au  même  point,  rapportée  à runité  de 
surface  ; 

X,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  de  toutes 
les  forces  <pii  sollicitent  rélément  considéré,  ces  compo- 
santes étant  rapportées  h l’unittîde  masse  et  exprimées  en 
fonction  de  T,  y , z. 

Pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  sufllt 
qu’eu  chaque  point  <le  sa  masse  on  ait  la. relation 

i/p  = P ( X f/.r  -f-  Y <//  -H  'Ldz). 

I/iiitégraledu  second  membre  est  la  valeur  de  la  pressic)ii. 

l>ans  l’état  d’étpiilibre,  la  pression  est  uihî  fonction  des 
coordonnées,  et,  par  suite,  la  somme  + Y dy  -y'Ldz 
est  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  coordonnées 
X,  ji  s,  considérées  comme  variables  indépendantes.  Il 
en  résulte  ipie,  si  l’on  se  donne  à volonté  les  composantes 
X,  Y,  Z,  rétpiilibrc  n’est  pas  toujours  possible  sous  ce  sys- 
tème de  forces.  I\)urqu'il  soit  possible,  ilfaut  que  la  fonc- 
tion X dx-h  ^ r/ r -f-  Zr/ssoit  une riill’érenlielle  exacte. 
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Quand  cette  eondilion  est  leniplie,  l’équation 

dp  = O ou  X rfx  -(-  Y dy  + Zrfj  = o 

est  l’équation  diÛércnlielle  commune  à toutes  les  surfaces 
sur  chaciine  des(]uelles  la  pression  est  constante. 

Le  problème  général  de  l’éijuilihre  des  fluides  ex<ita 
vivement  rinlérèt  des  géomètres  au  temps  de  jNewlon, 
parce  qu’il  devait  les  conduire  .à  déterminer  la  figure  de 
la  terre  cl  des  antres  planètes,  dans  l'iiypothèse  où  ces 
corps  auraient-été  primitivement  fluides. 

Huygliens  et  INevvlon  (')  ne  connurent  pas  complè- 
tement la  condition  nécessaire  à J’équilibre  d’une  masse 
fluide.  Le  premier  donna  pour  unique  condition  la  per- 
pendicularité de  la  force  à la  surface;  le  second  admit 
pour  principe  l’équilibre  d’une  colonne  fluide  allant  du 
centre  .à  la  surface.  Or  ces  deux  conditions  peuvent  être 
satisfaites,  même  siinultanément,  sans  qu’il  y ait  étjui- 
libre;  car,  pour  l’étpiilibre  de  la  masse  entière,  il  faut 
qu'une  partie  (piclconque  du  fluide,  considérée  comme 
un  corps  solide,  soit  en  équilibre  sous  l’action  des  forces 
qui  la  sollicitent. 

Daniel  lieruoulli  parait  avoir  donné  le  premier  la  vé- 
ritable condition  d’équilibre.  II  s’exprime  en  ces  termes 
dans  son  Hy itrorlynamique , publiée  en  iy38  (sert.  II, 
lliéor.  2)  : 

« In  aqua  stagnante  lubus  ulcunque  formatus  fingi  po- 
rt lest,  in  quo  utique  atpia  silum  servabit,  (piem  antca 
■»  liabuil,  cuin  perinde  sit,  siveaqua  luboinclnsa,  <oer- 
» cealur  lateribus  tubi , sive  ciri  ninslagnanle  arjua.  « 

l.’étpialion  générale  rappelée  précédemment  n’est  ([ite 
la  traduction  il<- ce  principe.  On  la  doit  a Clairaul  (’). 

(')  îil).  Ml,  pran-  19. 

(*)  Thévriç  iir  iu  figure  de  ia  lerre  ^ 1713. 

n. 
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SECTION  T. 

FLUIDES  INCOMPRESSIBLES. 

1 . Déterminer  la  figure  d’équilibre  d'une  masse  fluide, 
dont  chaque  molécule  est  sollicitée  suivant  trois  direc- 
tions rectangulaires,  par  trois  forces  qui  varient  respec- 
tivement comme  les  distances  a trois  plans  donnés 

Soient 


nx  -f-  by  -y-  cz  — d , n'x  -H  b'  y -yr'  z = rf, 
ri'x-hb"y-t-c"z  = d" , 

les  <>quaiions  des  plans  donnés,  par  rapport  à des  axes  pa- 
rallèles aux  directions  des  trois  forces. 

On  aura 

nx  -t-  by  y-cz  — d ■ 
n'  X y- b' y -{-c' Z — (f 


„u'x^jyy-f;z-d" 

Z = a"  -f  fx"  ’ 

A , U,  f,  f désignant  des  constantes. 

Substituant  ces  valeurs  dajis  l’équation  différentielle 


X f/x  -f-  Y dy  -y-Z  dz  = O , 

et  intégrant,  on  aura  l’équation  finie  de  la  surface  exté- 
rieure. On  voit  que  celte  surface  est  une  surface  du  se- 
cond degré. 

2.  Une  sphère  creuse  est  remplie  d'un  fluide  pesant 
et  homogène;  à l’extrémité  supérieure  du  diamètre 
vertical  est  un  centre  d'action  qui  attire  chaque  molécule 
proporiionncllcinent  à sa  distance.  On  suppose  que  la 
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pression  est  nu/le  au  sommet  tic  la  sphère.  Montrer; 
i"  que  la  pression  exercée  sur  !' hémisphère  inférieur  est 
triple  de  la  pression  exercée  sur  !' hémisphère  supérieur  ; 
a”  que  la  pression  sur  le  vase  serait  nulle,  et  que  la 
sphère  serait  une  figure  naturelle  d’ équilibre , si  l’action 
du  centre  sur  l’unité  de  masse  sUuée  à l’unité  de  dis- 
tance était  égale  au  quotient  du  nombre  g par  le  rayon 
de  la  sphèré;  3”  que,  dans  le  cas’oh  l’action  du  centre 
sur  l'unité  de  masse  située  à l'unilé  de  distance  serait 
une  répulsion  égale  au  quotient  dont  on  vient  de 
parler,  la  pression  sur  le  vase  serait  la  même  que  si  le 
fluide  n’était  sollicité  par  aucune  force  autre  que  la  pe- 
santeur, mais  que  sa  densité  fût  doublée. 

W.  W. 

3.  On  suppose  un  vase  dont  on  connaît  la  forme  et  la 
masse  M,  qiii  contient  un  volume  donné  V dun  liquide 
de.  densité  p , et  qui  est  assujetti  à glis.ser  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  uni.  ' Ce  vase  est  traîné  par  un 
poids  V qui  la  tire  horizontalement  à l'aide  d'un  fil  sans 
masse  engagé  sur  une  poulie  de  renvoi.  Déterminer  la 
forme  qu’afiécte  la  masse  liquide  lorsqu’elle  est  devenue 
immobile  par  rapport  aux  parois  du  vase. 

On  peut  conskiérer  le  système  comme  absolument  immo- 
bile, pourvu  (|ue  l’on  regarde  chaque  molécule  du  liquide 
comme  sollicitée,  non-seulement  par  la  pesanteur,  mais 
encore  par  une  force  accélératrice  horizontale , égale  et 
•contraire  à l’accélération  du  système, 

S P 

. P-t-^M-(-gpV 

Si  l’on  rapporte  la  surface  à des  axes  coordonnés  inva- 
rialdenient  liés  au  vase,  l’axe  des  y étant  dirigé  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  l’axe  des  .r  en  sens  contraire 
du  uiouvemciit,  on  trouve  que  la  surface  libre  du  liquide 

28. 
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.est  1111  plan,  repiéseiilé  par  l’équalion  . 

P r 

r=  ^ V. — 4-const. 

P-t-gM  +gi>\ 

J^a  constante  sc  détermine  par  la  condition  que  la  j>or- 
lion  du  vase  occupée  jiar  le  liquide  ait  un  volume  égal 

à V. 

Supposons,  comme  exemple,  que  le  vase  soit  un  cy- 
lindre vertical  à base  (juelconque,  dont  la  section  hori- 
zontale intérieure  ait  une  aire  égale  à A.  Dans  ce  cas, 
rorigine  étant  prise  au  centre  de  gravité  de  la  base,  l'é- 
quation de  la  surface  libre  du  liquide  sera 
_ Px  * V 

p+>'^^ï'g>'v  a' 

si  toutefois  le  li(|uide  couvre  enlicremelU^e  fond  du  vase. 

D'Alembert,  Trnltr  tlgs  FlnidfS^,  p.  i46. 


SKCTION  H. 

FI.rinES  ÉLASTIQUES. 


i . On  suppose  une  niasse  fluide  telle,  que  l' accroisse- 
ment de  pression  nécessaire  pour  produire  un  accroisse- 
ment donné  de  densité  soit  proportionnel  à la  densité 
elle-même.  Toutes  les  molécules  île  cette  masse,  fluide 
s'attirent  suivant  la  loi  de  la  nature,  et  sont  soumises  à 
l’action  d'une  sphère  solide  et  homogène  qui  les  attire 
suivant  la  même  loi.  Jl  existe  évidemment  un  état  d'équit 
libre  où  le  puide  est  disposé  autour  de  la  sphère  en  cou- 
ches .concentriques  , sur  chacune  desquelles  In  densité 
est  constante.  On  demande  suivant  quelle  fonction  du 
rayon  varie  la  densité  des  couches  dans  cet  état  d'équi- 
libre. 

Soient  .M  la  masse  de  la  sphère  .'.olide,  a son  rayon, 
U l'attraction  de  l’unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à 


Digilized  by 


IIYDROSTATIOl  E.  4^7 

runit(‘  (le  (llslancc,  r le  rayon  variable  des  eoucbes 
fluides , et 

dp  ■=  k ti  do 


la  relalion  qui  lie  raceroissenient  de  pression  à l’accrois- 
sement  de  densité. 

Considérons  un  élémentde  la  eoucliedont  le  rayon  ('st  r. 

L’action  des  couclies  extérieures  sur  cet  élément  est 
nulle.  L’action  des  cotichcs  intérieures  et  celle  de  la  sphère 
solide  sont  dirigées  vers  le  centre;  la  première  est  égale  à 


pour  l unitéde  masse;  et  la  seconde  est  égale  à 

pM 


D’après  cela, 

dp  — — - A-;-  I 4 tr  ^ dr , 

et,  par  coiisétjuent,  on  a rétjualion 

kda  = — f P r’ </r  + M ^ (/r. 


On  en  déduit,  par  dillérciitiation  , 


d' a <lù  4 trf* 
'■  -tV  -t-  2 -t- 


dr’  dr 


rp  = O. 


(ictlc  équation  dillérentielle  s’intégre  aisément  ; on 
trouve 


= 7‘K\/¥ 


r-4-B  K 


A et  11  désignant  des  constantes. 

Telle  est  l'expression  de  la  densité  en  tonelion  du 
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iVous  avons  ilil  ailleurs  ([iic, dans  la  ihéorie  de  la  figure 
de  la  terre,  ou  arrive  à di's  résultats  peu  differents  de  la 
réalité,  eu  supposant  la  masse  terrestre  formée  tout  en- 
tière d'un  fluide  tel  que  celui  que  nous  considérons  ac- 
tuellement. (y oir  la  Mécanique  céleste,  1.  XI,  § i et  (J). 

2.  Admettons  que  la  tension  de  V atmosphère  terrestre 

soit  proportionnelle  à la  puissance  — - de  la  densité , 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  rapport  entre  la  hau- 
teur W de  l'atmosphère  terrestre  ainsi  constituée , et  la 
hauteur  h qu’aurait  cette  atmosphère  si  elle  était  homo- 
gène, la  pression  à la  surface  du  globe  restant  la  même 
dans  les  deux  cas. 

La  hauteur  de  l’atmosphère  est  ecrtaineiuent  une  très- 
{Kîlite  fraction  du  rayon  de  la  terre;  aussi  nous  pourrons 
supposer  sans  erreur  considérable  <(ue  la  pesanteur  agit 
avec  la  même  intensité  sur  toutes  les  couches  de  l’atino- 
sphère. 

Soient  a le  rayon  de  la  terre  supposée  sphéri<|ue,  et  la 
tension  de  l’atmosphère  à la  surface  du  globe,  r la  dis- 
tance d’une  couche  quelcon([ue  de  l’attuosphère  au  centre 
•de  la  terre,  et 


«1 1 


la  relation  qui  lie  la  tension  à la  detisité. 

La  constante  k se  détermini’  par  une  observation  faite 
à la  surface  de  la  terre.  Si  l'on  nomme  p„  la  densité  de  la 
couche  inférieure  de  l’atinosiihère,  il  vient 

• ' • * ;»  -4-  I 


Dans  rhypolhcsc  d'une  atmosphère  lunnogène,  on  a 
rip  ■=  — g a,  (h  ; 
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il’où 


I O \,n  -t-  I , , 

./3  - d = — I ^ I (r—  n). 


La  valeur  der  — a qui  ré{>ond  à p = o,  esi  la  hauteur  h 
de  l’atmosphère  j par  conséquent, 


A = -(avjfJ 
e: 


Dans  l’hypothèse  d’une  atmosj)hère  non  lioinogènc . 


on  a 


in 

» » / / A m ^ 1 

,l/,  = — gp<lr  et  P=\^7|  ; 


d’où  l'on  tire 


(f)' 


dp  ^ — gdr. 


, , , , III  -I-  I I m -1  I m -I-  1 I , , 


et,  par  conséquent, 


n = -— (nA-r  ’ 
s 


Ainsi , le  rapport  clierché  est 
H 


W.  W. 


3.  On  su/jpose  une  masse  fluide,  où  la  densité  est  pro- 
portionnelle à la  puissance  de  la  pression,  et  dont 
toutes  les  molécules  sont  attiiées  par  un  centre  fixe  aocc 
une  intensité  qui  est  fonction  de  la  distance.  Il  s'agit 
de  déterminer  la  pression  en  un  point  ilonne  tic  la  masse 
fluide.  * 


*■‘1- 
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Soient /(/•)  l’attraction  sur  ruiiité  de  masse  à la  dis- 
tancer, F(r)  une  fonction  dont  la  dérivée  esty^/-),  et 

pz={A,,y^  ■ 

la  lelation  ijui  lie  la  densité  a la  pression. 

Si  n est  di  lièrent  de  l’unité,  la  pressions  à la  distancer 
est  donnée  par  l’équation 

î I — n 

= const.  — X F (r)._ 

Si  n est  égal  h l’imité, ‘on  a 

JJ  _ 

Vabic.non,  Mrni.  deV Acnd.  des  Sc.  de  Paris,  1716,  p.  io8. 

SECTION  111. 

FLUIDES  ANIMÉS  u’uNE  ÜOTATION  UNIFORME  AUTOUR 

' n’uN  AXE  FIXE. 

On  dit  en  général  qu’un  lliiide  est  en  équilibre,  lorsque 
ses  molécules  ne  se  déplacent  pas  les  unes  par  rai)port 
aux  autres.  Ainsi,  une  masse  fluide  peut  être  n la  fois  eu 
étjuilibre  et  animée  d’une  rotation  uniforme  autour  d’un 
axe  fixe  dans  le  fluide.  Les  conditions  de  cet  équilibre  se- 
ront les  mêmes  que  si  la  masse  était  en  repos  absolu;  seu- 
lement, aux  forces  X,  Y , Z qui  solliciteraient  un  élément 
du  Iluides’il  était  en  repos,  il  faut  ajouter  la  force  centri- 
fuge qui  est  développée  par  la  rotation.  Si  l’on  nomme  w 
la  vitcs.se  angulaire  et  r la  distance  de  l’élément  consi- 
déré à l’axe  de  rotation,,  l’éipiation  générale  de  rtxjuiUbre 
sera 

• fip  = Yfif  -h  Zf/f-t-  wVc/r). 
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Celte  c<(iiaiion  a étédoiniée  par  Clairaut  dans  la  Théo- 
rie de  la  Jiguro.  de  la.  Terre  ( page  lOi  de  la  deuxième 
étliiion). 

i.  Un  vase  cylindrique  rie  révolution  , dont  l'axe  est 
vertical,  contient  un  liquide  homogène , sur  lequel  flotta 
un  cylindre  solirle  de  révolution,  qui  a son  axe  en  coïn- 
cidence avec  celui  du  vase;  tout  le  système  est  animé 
d'une  rotation  unijorme  autour  de  l'axe  commun  ries 
cylinrires , et  l'équilibre  est  établi.  Dans  cet  état,  le 
flotteur  est  moins  élevé  au-dessus  du  fond  du  vase  que 
si  le  système  était  en  repos.  On  demande  d' exprimer  la 
différence  de  lniuteur  due  à la  rotation,  en  fonction  de- 
là vitesse  angulaire  et  des  rayons  A et  a du  vase  et 
du  cylindre  flottant. 

SoieiilX  la  distance  d’une  molécule  fluide  au  fond  du 
vase,  et  r la  distance  de  cette  molécule  à l’axe  de  rota- 
tion. ' . * 

On  a 

dp  0 ( — -H  w’  rdr  i ; , ' 

d'pù 

/.»  = ji>  ^ — gx  j const. 

Ou  voit  f[uc  la  surface  libre  du  liquide,  sur  laquelle  la 
pression  est  nulle,  a la  forme  d’un  paraboloïde  de  révolu- 
tion, le  paramètre  de  la  parabole  généralrice  étant  fp 

Soient  P le  poids  du  licpiidc  contenu  dans,  le  vase, 
Q le  poids  du  liijuide  déplacé  par  le  llolleur,  .r„  la  dis- 
tance du  soinnict  du  paraboloïde  au  fond  du  vase,  et  h la 
distance  de  la  base  immergée  du  flotteur  au  même  plan. 

Si  l’on  se  rappelle  que  le  volume  d’un  paraboloïde  de 
révolution  terminé  par  un  plan  perpendiculaire  h l’axe 
est  égal  à la  moitié  du  volume  du  cylindre  eirconserii, 
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on  ex|)riinc  f'aciicimnil , en  fanctiou  tics  olémeiits  <iu  pa- 
raboloïtlc,  le  volume  immerge  du  llolteur  et  le  volume 
du  liquide  augmenté  du  volume  immergé.  On  trouve 


— = W fl’  ( JTj  — h 

io‘  y 


l?P  \ 


w’n’\ 

lyj’ 

JT} 


F.liininant  enlr<'  ees  équations  , il  vient 


ngo\  A’  n’/ 


Dans  cette  valeur,  le  terme 


(|ui  seul  dépend  de  m,  et  s’annule  avec  cette  vitesse,  me- 
sure la  <lilVérence  de  hauteur  due  à la  rotation. 


W.  W. 

2.  On  suppose  une.  masse  fluide , homogène  cl  incoiu- 
pressihlc,  animée  tP un  moimcmcnt  quc/contjuc,  dont  les 
molécules  s'attirent  les  unes  les  autres  suivant  la  lot  de 
la  nature,  et  sont  libres  de  toute  action  étrangère.  Par 
l'ejfet  du  frottement  des  molécules,  cette  masse  a tendu 
à prendre  une  figure  ineariahle  et  une  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe  fixe.  On  demande  si  cette  figure  d'é- 
quilibr-c  a pu  être  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
taxe  de  rotation,  quel  qu’ait  été  le  mouvement  primitif, 
et  si  plusieurs  ellipsoïdes  de  révolution  conviennent, 
comme  figure  finale,  pour  un  mouvement  primitif  donné. 
— yippliquer  les  formules  obtenues  à la  détermination 
de  l'aplatissement  de  la  terre,  en  supposant  que  ce  corps 


• s 
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ail  clé  primitivement  une  masse  fluide,  homogène  cl 
in  compressible. 

Observons  d’abord  ejuc  la  somme  des  momcnls  des 
quantités  de  mouvement  de  la  masse  fluide,  autour  d’un 
axe  de  direction  invariable  mené  jiar  son  centre  de 
gravité,  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  niou- 
vement.  Or,  si  l’axe  de  révolution  de  l’ellipsoïde  coïncide 
avec  l’axe  de  rotation,  il  est  linalement  l’axe  du  plus 
grand  moment  des  quantités  de  mouvement;  donc  il  est 
parallèle  à l’axe  primitif  du  plus  grand  moment.  Ainsi , 
le  mouvement  primitif  étant  connu,  on  connaît  la  direc- 
tion de  l’axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  cl  aussi  la 
somme  S des  inomenis  des  quantiu'-s  de  mouvement  qui 
s’y  rapportent. 

Déplus,  la  masse  M du  fluide  et  sa  densité  p étant 
connues,  la  vitesse  w de  la  rotation  de  l’ellipsoïde  ne  dé- 
pend que  d’une  seule  inconnue,  l’excenlricité  de  l’ellipse 
méridienne  ou  une  fonction  de  cette  excentricité. 

En  effet,  l’axe  de  rotation  étant  pris  pour  axedesx,  soient 


{■) 


X' 

V 


B’ 


l’é(juation  de  l’ellipsoïde,  et 


T’ 


+ V, 


on  sorte  t[uc  l’excentricilé  de  l’ellip.se  méridienne  soit 
A A 

- X ou  ■ — 1 suivant  ejue  l’ellipsoïde  est  aplati  on  allongé. 
Il  I 

On  a les  relations 
M 

l 

s = ^ N|.\'(  I -t-  ; 
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il’où  l’on  tire 

Ceci  posé,  il  faut  chercher  si  rdlipsoïcle  de  révolution 
est  bien  une  ligure  d’équilibre. 

Soit  U l'attraetion  de  l'unité  de  masse  sur  l’unité  de 
masse  à runité  de  distance;  et  posons  de  suite,  pour 
abréger, 

^ — arctangi 

p=4iitt(i(n- a’) — -) 


Q — 4 


(i  + À’)  arc  lang^  — 1 
ai'* 


• Les  eomposanles  de  l’attraction  que  la  masse  elliji- 
s’oidale  exerce  sur  l’unité  de  masse  située  au  jxiint  (x,  > , i) 
soni[page  2ÿ9,  form.  (7)] 

X=-Px,  Y=  — Qj,  Zz=-Qz; 

d’ailleurs  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sont  res- 
IK’ctivement 

O,  w’j , w’s; 

donc  on  a 

- t//j  ~ - P.rrfx  — ( Q — m')  {j  f/f  -t-  , 

? 

-p  = — Px’ — (Q  — m’)  i’)  -+-  const. 

L’équation  de  la  surface  libre  est 

P x’  -I-  (Q  — 4-  *’)  = const. 

Pour  que  cette  surface  coïncide  avec  celle  que  nous 
avons  siqiposée  (i) , il  faut  et  il  suflit  que  1 on  au 


= Q _ 
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ou  bien  , en  reuipiaçaiit  l*,  (^,  w par  leurs  valeurs, 


(2)' 


V) 


3(34-  À’)  art;  lany  A — 3À 


a5  S'  /4 ’’'p\5 
"6  \3M'/ 


Telle  est  l’équation  que  tloil  vérifier  À. 

Chaque  racine  positive  donnera  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution aplati  qui  conviendra  comme  figure  d’équilibre; 
chaque  racine  imaginaire  de  la  forme  Ô ^ — i , ©étant  po- 
sitif  et  inférieur  à l’unité,  donnera  un  ellipsoïde  allongé 
(jui  sera  aussi  une  figure  d’équilibre. 

Montrons  d’abord  que,  tjucl  r/uc  soit  le  moin’emcnt 
primitif,  la  figure  d'équilibre  ne  peut  être  un  ellipsoïde 
de  révolution  allongé. 

I.es  puissances  fractionnaires  (|ui  entrent  dans  les  deuN 
membres  de  l’équation  (2)  doivent  être  prises  avec  le 
même  signe , nous  les  prendrons  positivement.  Alors  la 
quanlilé  connue  qui  forme  le  second  membre  sera  posi- 
tive; nous  la  représenterons  par  U. 

Si  nous  faisons 

i = ov/- T, 

il  vient 

-,  — I , I -f-  0 

arc  tangA  = — - — log- ^ » 


et,  par  suite,  l’équation  (2)  se  transforme  en  celle-ci  ; 


66  \ 
3 — Ô’  ) 


2II. 


Or  celte  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  va- 
leur positive  de  0 inférieure  à l’uinté  ; carie  .second  membr»- 
est  négatif,  et,  des  deux  facteurs  qui  (Ompo.sent  le  pre- 
mier membre  , le  premier  est  évidemment  positif  lorsque  0 
est  comi>ris  entre  zéro  el  l’unilé,  le  second  s'annule 
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|)(nir  (/  = O , et  ilevienl  jiosUif  pour  des  valeurs  de  0 com- 
prises entre  zéro  cl  iTiiiilé,-  puisque  sa  dérivée 

86’ 

{ I — 6-)  (3  — e*)> 

est  positive  pour  des  valeurs  de  0 comprises  entre  ces  li- 
luiies. 

Si  maintenant  nous  supposons  rcllipsoïdc  aplati,  nous 
arriverons  à ce  théorème:  Pour  un  mouvement  primitif 
donné,  il  est  toujours  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati 
qui  convient  comme  figure  d’équilibre , et  il  n’en  est 
qu’un  seul. 

, Obserxons  d’abord  que  le  premier  membre  de  l’équa- 
lion  (2)  s’amiulo  pour  A =0;  car,  si  l’on  remplace 
arc  laiig  J par  son  développement 


leijuel  est  convergent  pour  des  valeurs  de  ).  inférieures  à 
ruiiité,  ce  premier  membre  devient 

l.e  même  [U’cmier  membre  devient  infini  pour  À = oc  ; 
< ar  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ainsi  , f[uelle  <]ue  soit  la  valeur  esseulicllemenl  positive 
du  second  membre , il  y a toujours  une  valeur  positive  de  ^ 
qui  rend  le  premier  membre  égal  au  second. 

Celle  valeur  de  X qui  vérifie  l’équation  est  nécessaire- 
ment unique.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que 
la  dérivée  du  premier  membre  de  l’équation  (3)  est  jvosi- 
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livc  pour  louU;  valeur  posilhe  ilo  X.  Or,  si  l’on  pose 


/(^)  = 


( 3 i*)  À 


J arc  langX, 


la  dérivét*  dont  il  s’agil  devieiu 


J(.  + V) 


arc  tangi4-  p — -- — /(>)  , 


i‘l  tout  est  évidemment  positif,  sauf  peut-être  le  faetenr 
f (X);  mais  ce  facteur  est  aussi  positif,  car  il  s’annule  |)oiir 
X = O , et  sa  dérivée 


•/'(X)  = 


X‘(|  -t-  aV)  _ 


est  toujours  positive. 

Donc,  en  résumé,  l’équation  (2)  a toujours  une  racine 
positive  unî([uc,  ce  c[ui  démontre  le  théorème  annoncé-, 
Maclauriu  a démontré  le  premier  ce  résultat  impor- 
tant, <pie  la  figure  d’un  ellipsoïde  de  révolution  convient 
à l’équilibre  d’une  masse  fluide  en  rotation.  [Traité  des 
fluxions,  liv.  I,  ch.  XIV,  ^ 64‘-) 

jdpfdiquons  ces  formules  à la  terre.  La  somme  S 
dépend  de  la  forme  de  la  terre,  de  sa  constitution  iiité- 
iieure  et  de  sa  vitesse  de  rotation  u.  Les  mesures  géo- 
(lésiqiies  nous  apprennent  que  la  figure  de  la  terre  est 
sensiblement  celle  d’un  ellipsoïde  de  i-évolution  dont 


raplatissemeut  — - est  égal  à , et  pour  lequel , pa r 


299 


conséquent , on  a 


I -4- 


De  plus,  sans  connaître  la  constitution  intérieure  de  la 
terre,  tout’nous  porte  à croire  que  la  densité  va  en  dimi- 
nnant  du  centre  à la  surface.  Si  nous  calculons  S dans  l'hv- 
pothèse  irunc  densité  constante,  la  valeur  obtenue  sera 
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ccrtaincmoiil  trop  grandtv,  il  fii  i-t'sulicra  une  valoiir  trop 
grande  pour  la  ratine  / que  nous  trouverons  en  résolvant 
1 etpiation  (a).  Mais  ceci  a peu  d'importance;  car,  lors 
même  que  nous  donnerions  à S sa  véritable  valeur,  l’équa- 
tion (2)  ne  pourrait  pas  nous  fournir  un  résultat  exact, 
puisque  elle  suppose  la  terre  bomogène. 

D’après  la  valeur  observée  de  l’aplatissement  et  les 
expressions  de  S et  de  M données  au  counuenccment  de 
cet  article,  l’équation  (2)  devient 

(3)  + = 

2 ffJAO  \ 298  / 

Pour  calculer  arup,  nous  nous  servirons  d’une  propo- 
sition démontrée  précédemment  (page  3o2  ) , ,iraprès 
laquelle  on  a 

3 G 

• 21Tttp  = » 

y,  r 


r désignant  la  distance  du  ceulre  de  la  terre  au  parallèle 

ilont  la  latitude  est  / = arc  sin-^_  , et  G représentant  l’at- 

V3 

traction  de  la  terre  sur  un  point  de  ce  parallèle. 

Les  mesures  géodésitjues  donnent  pour  l’ellipsoïilc 
terrestre 


A = G 356  080“' , B = G 377  3c)8'"  ; 


on  en  tire,  en  négligeant  le  carré  de  raplatresement , 

r = \ A’  sin  ’/  -t-  li’  cos’/  ~ B f J — sin’/ 1 

\ 2 B’  ' 

~ B — (B  — A ) sin ’ / = 6 370  292'" . 


L’allraclion  G est  la  somme  algébrique  de  la  pesanteur 
et  de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge.  La 
pesanteur  s'obsei  ve  à l'aide  dti  pendule  ; runité  de  lon- 
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guciir  étant  Ic  métré,  et  l'nnilé  de  temps  la  seconde  do 
temps  solaire  moyen,  elle  est  représentée  à une  latitude 
«[iielconque  par  la  formule 

g = q, 80557  (i  — 0,002588  cos?,/). 

La  force  centrifuge  se  calcule;  sa  composante  verticale 
a pour  valeur 

. -, 

Faisant  l = arc  siii  il  vient 
y/3 

Ct  = <),8ii)G8. 


La  vitesse  o)  de  la  rotation  de  la  terre  est  égale  à . , • 

80 1 64 

D’après  ces  valeurs,  il  est  facile  de  calculer  le  second 
ynemhrc  de  l’équation  (3), 

Comme  la  valeur  de  X doit  être  une  petite  fraction,  on 
peut  développer  le  premiei;  membre  de  ré-rpiation  (3);_ 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  X,  et  ne  conserver 
que  les  [)remiers  termes.  F.n  s’arrêtant  aux  sixiènws  pnis- 
, sauces  de  l'inconnue,  on  obtient  l’équation 

X’ ■ — ^ -t- — i' = 0,008  662  63. 

21  63  J 

P'.lle  se.  résout  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
ro5Sivt?s.  ^ 

Une  première  valeur  est 

),J  =^0,008  Wi?  63  ; ' • ' 

nue  seconde  valeur  est 


a)  = à)  -+-  i = 0,008  676  çpi  1 


IL 


^9 
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une  troisième  valeur  csi 


gg  = o,ooB  6^6 95. 


Telle  serait  donc,  dans  notre  hyjiothèsc,  la  valeur  de 
pour  l’ellipse  méridienne  de  la  terre. 

On  en  conclut  la  valeur  de  l’aplatissement, 


® — A I 1.3  5 

. =0 ,004  3io  44  = — — 

23 1,99 

Celte  valeur  est  un  peu  supérieure  à celle  que  donnent 


les  mesures  géodésiques,  La  plus  grande  densité  de  la 

-99 

terre  au  centre  qu’à  la  surface  suflit  pour  rendre  compte 
de  cette  dillérence. 

Corollaire  I.  — 1 erminons  en  calculant  la  pesanteur 
à la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Soit  g la  pesanteur  au  point  {x,y,  z ) de  la  surface.  Les 
compasantes  de  cette  force  suivant  les  axes  sont 


■ Q.y  “f*  » — Qs  -f-  üi’z. 

Aous  avons  donc 

f!  = , 

ou  bien  , d’après  la  relation  = Q to% 

Pour  exprimer  cette  valeur  en  fonction  de  la  latitude  l 
du  point  considéré  sur  la  surface,  nous  pouvons  supposer 
que  ce  point  soit  situé  dans  le  pian  méridien  des  jj. 
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Alors  l'équation  de  l'ellipse  méridienne, 


(,  + r’=  B’, 


nous  donne 


X I -t-  X’ 
sin  l 


( OS  l \ i -h  X’ 


^ I -t-  X’  cos'  l 


et,  par  suite. 


— PA 
V”  I -t-  X’  cos’  I 


Développant  suivant  le.s  puissances  a.scemlanies  de  ).*,  et 
néglig(;aiit  il  vient,  pour  le  cas  il' un  ellipsoïde  très- 
peu  aplat!, 

S"  = PA  ^ X’^  -t-  ^ PA  X’  siu’  /. 

D’après  cette  formule,  la  pesanteur  varie  propotliou- 
nellement  au  sinus  carré  de  la  latitude  {’).  L'observa- 
tlou  du  pendule  montre  que  pê  résultat  est  applicable  à 
la  terre! 

La  formule  précédente  peut  s’écrire 
;»  = K ( t — K'  fos  a / ) , 

K et  K'.étaiit  deux  constantes,  dont  la  piéniièix'  mesure  la 
pesanteur  à la  latitude  de  45  degrés,  et  dout  la  seconde 
est  le  quotient  que  l’on  obtient  en  divisant  la  diffé-- 
rence  entre  la  pesanteur  à 45  degrés  et  la  pesanteur  à 
l’équateur  par  la  pesanteur  à 45  degrés.  L’observation 
du  pendule  fait  connaître  les  valeurs  de  ces  constantes  pour 
la  terre'  et  J’oii  obtient  ainsi  la  formule  déjà  citi-e, 

g = 80557(1  — 0,009.588  cos  2/).  • 

Corollaire  11.  — On  peut  encore  observer  ((ue  les  com- 
posantes (le  la  pesanteur  au  point  (x,j,  z)  de  la  surface,  di-' 

(')  ^o^s  .ivons  vil  3üô)  qii  j>  en  est  rtc  meme  pmir J'attradion-, 
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rigéessuivaiit  les  axes  eoordoiiués,  soiil,  à un  facteur  con- 
stant près  , les  dérivées  partielles  de  la  fonction  de  .r,  y,  z 
«pii,  égalée  à runité,  représente  l'ellipsoïde.  11  s’ensuit  «pie 
la  p«;santeur  elle-inéine  est  égale,  sauf  un  facteur  constant, 
à la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrésdes  trois  dérivées 
partielles.  Or  cette  racine  est  préei.sément  l’inverse  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  pl.in  langent  à la 
surface  au  point  (x,y,  z).  Par  conséquent  fia  pesanteur  à 
la  sut  face  tle  T ellipsoïde  est  inversement  proportion- 
nelle à la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  surje plan 
tangent  à la  surface  nu  point  considéré.  Cette  remarque 
est  de  M.  Liouville  (Journ.  de  Math..,  t.  Mil,  p.  36o; 
i843). 

Si  l'on  nomme  p cette  perpendiculaire  , on  a 


const. 


d’ailleurs,  à r«'-(jualeur  p =:  H et  ^ = 1$  ( Q — w’)  ; donc 
la  cQnstante  est  égale  à !>’  (Q  — a>’),  et,  par  suite, 

' ■ - ■ - 


3.  ^Joniror  tpi' un  ellipsoïde  a trois  axes  inégmix  peut 
être  la  Jigure  d'éqnihhre  d'une  masse  Jluide  homogène  , 
■tlont  le.s  molèéules  s’attirent  suivant  la  loi  de  la  nature, 
et  qui  est  animée  d'une  rotation  uniforme  autour  de  l’un 
lies  axes  de  r ellipsoïde . • 


Stienl  .M,  U,  p,  «>>  les  mêmes  «piautiiés  i^ue  dans  le  pro- 
blème pri;«édenl,  et  A,  15,  C les  longueurs  des  demi-axes 
de  l ellipsoïde.  le  premier  ét-aiit  l'axe  de  rotation.. 

Posons  ' ' t ' * ‘ 


-,  I -f-  * , 


= I H- 


À'  et  y-  pourront  être  positifs  ou  négatils;  mai.i^,  d.ins  ce 
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dernier  cas , leurs  valeurs  nuuiériques  seronl  nécessairc- 
„ . . X X' 

ment  inféneures  a 1 unité,  puisque  -7=  t-'t  -7=  seront 

sj-i  si— i,  ^ 

alors  les  excentricités  de  deux  sections  principales.  L’é- 
quation de  rellijisoidescra 


(■) 


Posons  encore  ( page  299  ) 


P'=  4 tfFP  (1  *<-  X’}’  (i  -t-  X'’) 


; A'  , » «V/ 


u^ilu 

-f-X'>«’f 


Q = 4 ’^.“P  ^ 


^ j"  , II' du 

I i “ 1 ’ 


)’(' 

idfiii 


-V,  “ ' - tdd/i 

R r=  4 T7jip  (1  -H  X’)’  ( I X'*)^  / , 1 — , — 

Jo  '{t+vuf  (i+y^u^y 

-Nous  trouverons,  de  la  même  tnanière  qu’au  pro- 
blème précédent,  pour  l’équation  de  l’éqttililire  de  la 
masse  Iluide,  ' 

— ilp  = — Pxf/x  — — <.>’)yily  — ( R — , 

P 

et  jiour.réquatioii  de  la  surface  libre, 

Px’-f-(Q  — (R  — w’)  i»=  coiisl. 

Cette  dernière  é<|uation  devant  coïncider  avec  l’équa- 
liüM  (i),  il  en  résulte  les  conditions 

(Q  VJ  = P, 

(R  — w"(i -t-X")=  P, 


que  l'on  pi’iit  remplacer  par  les  deux  relations  éipiiva- 
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lentes 

(2)  (Q_R)(,+X>)(,+V')=:P(V=-i>), 

(3} 


Admettons  que  l'on  se  donne,  comme  dans  le  problème 
précédent,  non  la  vitesse  angulaire,  mais  la  somme  S des 
moinciits  des  quanti  lés  de  mouvement  autour  de  l'axe  de 
rotation. 

Nous  aurons 

s = ( B.+  C.)  = î?‘'-’(.  + >■+  . + V).. 


d’où 


7.5  S’  /'4 ,tp  \ • (t  -P  X’)’  (i  + X'’)*  * 

“ M»  \3M';/  (ih- X*-p“h-X'’)>  ■ 

* * 

Remplaçant  P,  Q , R,  (•»’  par  leurs  valeurs,  les  équa- 
tions {2)  et  (d)  deviennent  " ' t 


(4)  I 


® »j4  // •/ 

(H-X>)(,+V’)(X”— x>r  / 


-t-  X'>«')’ 


= CX'«-X>) 


Jo  (■ 


/<’  tiu 


5o  S’  /4_^p\  ’ 

T ^\3ïi7 


(2  4-  X>-4-  V>)’  r ' u\  I -H>)[X'-*-X'>+2X’  X'>-s-(2.+-X’  -4-X'’)X’-X"«=)  d« 


f'+v)V+x'rJ„  7, 


-t-X*«>)’(H-X'’«’)* 


Cette  équation  (5)  nous  donnera  une  valeur  réelle  de  S 
pour  tout  système  de  valeurs  positives  attribuées  à et  à 
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À'’;  car  riiitcgrale  (|ui  iigurc  uu  second  membre  aura 
tous  ses  cléments  positifs.  Ainsi,  pour  démontrer  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue,  il  nous  reste  à faire  voir 
que  l’é<juation  (4)  peut  être  satisfaite  par  deux  valeurs 
positives  et  diirérentcs  l’une  de  l’autre  attribuées  res- 
j>eetivement  à À’  et  à 

Inéquation  (4)  admet  la  solution  À*  = À’,  qui  répond 
à l’ellipsoïde  de  révolution  discuté  dans  l’article  précé- 
dent. Supprimant  le  facteur  /.'* — X*,  l'équation  j)eul  s’é- 
cri  re 

(6)  I — -V=0' 

Celte  ♦•cjuaiion  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  va- 
leurs de  X’  et  lie  ).'*  toutes  deux  positives;  car,  si  etX'’ 
étaient  désignés  contraires,  le  facteur  (i  — X’/.'*u’)  serait 
positif,  et  tous  les  éléments  de  l’intégrale  seraiiuit  positifs. 
La  même  chose  aurait  lieu , si  À’  et  X'*  étaient  tous  deux 
négatifs,  car  alors  leurs  valeurs  numériques  seraient 
inférieures  à l’imité,  en  sorte  que  le  facteur  (1  — X’X'*«*) 
resterait  positif  dans  les  limites  de  l’intégration.  Nous 
voyons  par  là  que  l'axe  de  rolalion  est  nécessairement 
le  plus  petit  des  trois' axes  principaux  , si  toutéfoisd’el- 
lipsoïde  est  une  figure  d’équilibre  quand  la  rotation  s’ef- 
fectue autour  de  l’un  des  trois  axes. 

Donnons  à X*  une  valeur  positive  et  finie,  mais  quel- 
conque. Pour  toute  valeur  de  X'*  jKisitive  et  inféiTçure  à 

tous  les  éléments  de  l'intégrale  seront  positifs  et  finis; 

cette  intégrale  ne  sera  |>as  nulle.  Donc  l’équation  ne  peut 
être  satisfaite  à moins  que  l’une  des  ipianlités  X*,X'*  ne  soit 
su|iéricure  .à  l’unité.  On  l’ii  eoncluCque  dans  la  figure  d'é- 

I I 1-  1 

quililire  I un  des  ra|iporls  -1  - est  supeneur  a y a.  Ainsi, 
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I cllipsoïdc  à trois  axes  inégaux  doit  différer  sensible- 
ment d'une  sphère,  et,  par  suite,  on  ne/ieiit  pas  admettre 
(jue  sa  figure  soit  celle  de  la  terre. 

Araintenant,  X’  rcstanl  toujours  positif,  fini,  mais  qufl- 
< onquü,  laisous  converger  ?/’  vers  rinfiui.  L’intégrale  de- 
viendra négative  pour  une  valeur  suflisamment  grande  de 

/*.  On  .s’en  assure  en  développant  le  rapport  — ' — - 

(i  -H 

suivant  les  puissances  décroissantes  <le  /'*;  car  aloi'S  l’in- 
tégrale devient 


I 

ï 

Vu’)' 


(■ 


et  sous  cette  forme  on  voit  clairement  «lue  pour  des  valeurs 
très-gi'andcs  de  ?/*,  tous  les  éléments  dans  lesquels//  n’est 
pas  très-petit  sont  négatifs,  11  en  résulte  que  V ellipsoïde  à 
trois  axes  inégaux  peut  être  une  figure  d'éipiilibre. 

.Ce  théorème  remarquable  a été  annoncé  par  ^dcobi , 
en  1 81145  dans  une  lettre  à l’Académie  des  Sciences  de 
Paris.  M.  Liouville  (')  en  a aussitôt  présenté  une  démons- 
tralion  /(ui  a été  publiée  dans  le  XXllI'  / allier  ûu  Jour- 
nal de  l’École  Polytechniipie. 

Plus  tar/1,  M.  Meyer,  de  Kœnigsberg  (’),  a tiré  plu- 
sieurs résultats  intéressants  de  la  discussion  attentive  des 
formules.  Ainsi,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  l’on 
augmente  indéfiniment  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  en  même  temps  que  l’on  diminue  in- 


M.  Lionvilie  » écrit  sur  lu  iiiéiac  sujet  <luu\  antres  Mémoires,  qui 
ont  utè  publics  dans  tes  Additions  à la  Connaissance  des.Temps  pour  i8|6 
et  pour  iK55.  l.n  dernier  est  relatif  ti  la  stabilité  dé  Téqnilibro  de  In  masst* 
lluidc.  Ces  deux  Mémoires  ont  cK'  rpprodatts  dans  le  Journal  dr  Maiht  - 
matiques,  !.  \\  I cl 

'^1  Jaurnitl  d^  M.  Crolle,  l.  \\U,  p.  )(;  i8(i. 
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définimcnt  la  vitesse  do  rotation,  l’ ellipsoïde  à trois  axes 
inégaux  de  .Jacobi  devient  une  aiguille  très-allongée; 
tandis  que,  dans  la  même  hypothèse,  l’ellipsoïde  de  révo-  ' 
lution  dé  iMaelaurin  devient  un  disipie  très-étendu;  dans 
les  deux  ligures,  l’axe  de  rotation  est  le  plus  petit  des 
trois  axes  principaux,  (iomme  la  rotation  est  nulle  à la 
limite,  il  s’ensuit  que  la  sphère  n’cst  pas  fa  seule  figure 
et' équilibre  d’une  masse  fluîelc  en  repos.  Le  même  géo- 
mètre a démontré  que,  pour  un  mouvement  donné,  il 
n’est  jamais  plusieurs  ellipsoïdes  à trois  axes  inégaux  qui 
soient  ligures  d’équilibre;  et  même,  si  la  somme  dos  mo- 
ments des  quanti  tés  de  mouvement  devient  inférieure  à une 
certaine  limite,  rolliftsoïde  à trois  axes  inégaux  cosse  de 
convenir  comme  ligure  d’équilibre.  L’ellipsoïde  i|ui  était 
possible  au  delà  de  la  limite  l'st  venu  se  confondre  a\cc 
l’ellipsoïde  de  .Maclaurin,  quand  la  somme  des  moments  - 
des  quatitilés  de  mouvement  a diminue  jusqii!à  la  limite 
qu’elle  ne  peut  dépasser. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  aisément  des  formules 
auxquelles  nous  sommes  parvenus.  En  elVet , si  l’on  sq 
rappelle  que  X*  et  X'*  sont  nécessairemctit  positifs  et  (jue  _ ‘■ 

l’une  de  ces  quantités  est  supérieure  à l’unité,  on  voit  de 
suite  (jue  le  sei  ond  membre  de  l’équation  (5)  admet  un 
minimum  relativement  aux  variables  X’  et  X'*,  lesquelles 
sont  assujetties  à vérilier  la  relation  (6).  F.n  outre,  ce 
minimum  répond  à des  valeurs  égales  des  deux  variabh's; 
car  la  relation  (G)  et  la  fonc.tioti  qu’il  s’agit  de  rendre  un 
minimum  ne  sont  point  altérées  par  la  permutation  des 
lettres  X’  et  X”.  Ces  valeurs  communes  sont  les  racines 
supérieures  à l’unité  de  l’éijuatioii  que  l’on  obtient  en  po- 
sant X'*=  X’ dans  la  relation  (b). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

V,{3 -+*t3).’)  — (3 -t- i4'’-t- 3/')arc  tang).  — O. 
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Elle  a’aJiiici  ijiruiu!  seule  racine  supérieure  à riiniic, 
savoir, 

t >.=1,3946. 


II  s’ensuit  que  rdlipsoïde  n trois  axes  inégaux  devient 
un  ellipsoïde  de  révolution  , où  l'exeentricité  de  l’el- 
lipse méridienne  est  0,8126,  .à  l’instant  où  la  quantité 


S’ 

fiM’ 


tteint  en  croissant  la  valeur  0,0922;  au  delà 


l’ellipsoïde  à trois  axes  inégaux  est  impos.silde. 

Terminons  en  observant  que  sur  l’eUipsoïde  à trois  axes 
inégaux  comme  sur  l’ollipsoïde  de  révolution  (page  45a), 
la  pesanteur  est  inversement  proportionnelle  à la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  .à  la  sur- 
face au  point  c onsidéré.  La  démonstration  est  la  même 
|»our  les  deux  cas. 


4.  f//i  tu/w  coudé  à angle  droit  conliciit  une  colonne 
liquide  qui  no  peut  se  diuiser.  JJne  des  branches  étant 
horizontale  et  l’autre  verticale,  on  fait  tourner  le  tube 
avec  une  vitesse  constante  autour  d’un  axe  vertical 
qui  passe  à V extrémité  de  la  branche  horizontale,  et  l'é- 
quilibre s'établit.  Trouver  la  relation  quf existe  entre  lu 
vitesse  angulaire  o),  la  hauteur  h <lc  la  colotine  l'erti- 
cnle , la  longueur  l de  la  colonne  horizontale  et  la 
longueur  a de  la  branche  horizontale  du  tube. 

On  trouve  ■ 

_ 2c/r-*/«  , 

//  = ac. 

2g 


HecREST  , Essais  sur  les  Machines  hydrauliques , p.  229;  i"77 

» • 

5.  Une  demi-sphère  creuse  et  homogène,  renversée  sur 
un  plan  horizontal,  est  exactement  remplie  d'un  liquide 
homogène,  de  densité  connue  p.  Tout  le  .système  tourne 
autour  de  l'arc  de  la  demi-sphère  avec,  unl^  vitesse  an- 
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gulaire  constante  et  donnée  to.  Déterminer  le  plus  petit 
poids  (juü  puisse  auoir  le  vase,  sans  que  le  liquide  s’é- 
chappe en  le  soulevant . 

îVommani  a le  rayon  intérieur  de  la  deini-sphérc,  on 
trouve  (]ue  le  poids  doit  être  au  moins  égal  à 

w.  w. 

6.  Un  cylindj'e  circulaire  et  vertical,  exactement  rem- 
pli d'un  liquide  homogène  de  densité  connue  p , est  fermé 
par  un  disque,  homogène,  égal  à la  base  de  la  siirjace  in- 
terne, et  mobile  autour  d'une  charnière  fixée  à la  paroi. 
Le  système  tourne  autour  de  l'axe  du  7>ase  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  et  donnée  o).  Déterminer  le 
plus  petit  poids  que  puisse  avoir,  le  couvercle , sans  que 
le  liquide  s'échappe  en  le  soulevant 

rSotuinaiU  a le  rayon  intérieur  du  cylindre,  on  trouve 
i|ue  le  poids  du  disqite  doit  être  au  moins  égal  à 

I • 

-7  TTo  «’  n'. 

4 ' 

. • . W.  W. 

7.  Un  cylindt'c  circulaire  et  vertical , contenant  une 
quantité  de  liquide  dont  le  poids  joint  à celui  du  vase 

'est  égal  d Q,  est  lié  à un  poids  mobile  P par  l'intermé- 
diaire cl  un  cordon  sans  masse  qui  pas.se  sur  une  poulie 
fi.ee.  Le  système  monte  ou  descend  sous  l'action  île  la 
pesanteur,  pendant  que  le  vase  tourne  autour  de  son 
axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  m.  On  sup-, 
pose  le  liquide  parvenu  à l'état  d'équilibre  dans  lequel 
sa  figure  est  invariable,  et  l'on  demande,  de  déterminer 
la  forme  de  la  surface  libre. 

Celte  surface  est  un  paraboloule  de  révolution  autour  de 


> • 

4fio  MÉCAMyl'E  ratjon.nelle. 

l’axe  du  vase;  lu  paramètre  de  la  parabole géuéralrice  est 


£ 

P + Q w>’ 

W.  W. 


8.  Un  vase  tie  dimensions  connues , qui  a la  forme 
d’un  cône  droit,  ouvert  par  sa  hase,  tourne  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  w autour  de  son  axe  qui  est 
vertical.  On  demande  quel  est  le  volume  du  liquide  qu'il 
peut  contenir  dans  cet  état  de  rotation,  et  quelle  est  la 
plus  petite  vitesse  de  rotation  qui  ne  permette  à aucune 
molécule  du  fluide  de  rester  dans  le  vase. 

Soient  h la  hauteur  du  cône  cl  a le  rayon  de  la  base. 

Pour  une  vitesse  de  rotation  quelconque  w,  le  volume 
du  liquide  contenu  dans  le  vase  est  au,plus  égal  au  vo- 
lume qui  remplirait  le' vase,  diminué  de 

La  plus  petite  vitesse  w qui  chasse  néeessai renient  tout 
le  liijuide  hors  du  vase,  est 

_2  \fP‘. 

^/3  a ■ W.  W. 


P.  Une  sphère  creuse,  exactement  remplie  d’dn  li- 
ijuide,  et  percée  (h un  petit  orifice  à soii'e.xtrémité  infé- 
rieure, tourne  uniformément  autour  de  son' diamètre 
vertical.  On  demande  quelle  est  la  7'ites.se  de' rotation 
nécessaire  pour  empêcher  le  liquide  de  s'écouler  tout  en- 
tier par  l'orijice. 

Si  l’on  nomme  «le  rayon  de  la  sphère,  on  trouve  qi4‘ 


la  vitesse  angulaire  elierehée  est  égaljiu  rap[>orl 


û. 

\fh 


w.'w. 

IP.  1 n cylindre  de  révolution  qui  contient  une  masse 
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d'air  connue,  tourne  uniformément  autour  de  son  axe 
ai'cc  le  fluide  qu'il  renferme.  Déterminer  la  dc/isité  de 
l’air  en  un  point  donné,  et  la  pression  totale  exercée 
sur  la  surface  latérale  du  cylindre,  en  négligeant  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  sur  le  fluide.  . 

Soient  M la  masse  du  fluide,  A' le  rapport  constant  de 
la  pression  à la  densité,  a le  rayon  inlcri'eur  du  cylindre, 
h la  hauteur  du  cylindre  et  w la  vitesse  de  rotation. 

La  densité  du  fluide  à une  distance  de  l’axe  égale  à r 
est 

- . • '"1'’ 

2 TZ  hH  SI*  n'  ' 


et,  par. suite,  la  pression  totale  exercée  sur  la  surlace 
courbe  est*  . 


' a, 


5 A 


1 k 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MÜUVKMENT  PEHMAÎiF.JiT  IlES  ILUIDtS. 


On  (lit  que  le  niouveinenl  d un  üuide  est  pennauent, 
lors»jue  la  pression  reste  constamment  la  mêine-en  (ont 
jioint  fixe  de  l’espace  occupé  par  la  masse  Iluide,  et  qu’en 
outre  les  molécules  qui  passent  successivemeni  à cç  point 
ont  toutes  la  même  vitesse  et  la  mènie direction. 

SECTION  I 

MOl•VEME^T  PEn.MANE>T  DES  UQCIDES  ET  UES  GA7, 

S.V.XS  FHOTTEME^T.  ' “ 

• * 

Considérons  un  point  fixe  de  l’espace  occujié  par  la 
masse  üuide  cîi  mouvement. 

Soient 

x,j,  Z les  coordonnées  de  ce  point; 

P la  pression  rap|>ortée  à l’unité  de  surface  au  même 
))oint; 

pla  densité  du  üuide  ; 

i'  sa  vitesse  ; 

X,  Y,  7. les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  extérieure  qui  sollicite  les  molécules  du 
Üuide  à l'instant  où  elles  passent  au  point  considéré. 
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On  a l’éqnalion 

( A ) * ilp  = 6 ^ X rfx  4-  Y tfy  + 7.  Hz  — 2 

d’où  l’on  voit  qm-  le  mouvement  permanent  serait  impos- 
sible, si  X//.r-+-^  (ly-\-Z,dz  n’était  pas  la  dill'érentiellc 
exacte  d’une  fonction  des  coordonnées  T, y,  2,  considérées 
comme  variables  indépendantes. 

Supposons  qu’il  s’aijisse  d’un  iluide  sollicité  par  la  seule 
force  de  la  pesanteur,  dont  toutes  les  molécules  traver- 
sent successivement  deux  plans  borizontaux,  dans  des  di- 
rections normales  et  avec  mie  même  vitesse.  Si  l’on 
nomme  w l’aire  de  la  section  faite  dans  la  masse  Iluide  par 
l’un  des  deux  plans  , e la  vitesse  et  p la  densité  corres- 
pondantes, Wo,  »'o  et  les  quantités  analogues  pour  la 
.section  faite  par  le  second  plan,  on  aura  l’équation 

-WfC  = W,po<’,  , 

(pii,  jointe  .à  la  formule  (A)  et  à la  relation  ([ui  lie  entre 
elles  la  densité  et  la  piession,  snliira  pour  déterminer 
toutes  les  circonstances  de  récoulement  à travers  une 
.section,  lors(]ue.  l’état  du  Iluide  sur  l’autre  section  sera 
connu. 

S’il  s’agit  iï un^liquide , nommant  j>  et  p»  les  pres- 
sions correspondantes  aux  deux  sections,  et  z la  distance 
de  la  section  o)  au-des.souS  du  plan  de  l’autre  section,  on 
aura 

2 (/-'■.  — /^)  H-  2gp:_ 


l.a  qna'ntité  z ^ "omine  /«  c/iaip;e  sous  la- 

(pielle  a lieu  riTOulemcnt . 
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Celle  lormulepeul,  sans  erreur  notable,  s’appliquer  au 
.cas  où  les  sections  wet  'a,  ne  sont  pas  liorizonlalcs,^pourvu 
(pie  dans  cliacunc  d’elles  l(*s  dillerenees  de  niveau  entre 
les  diftércnts  points  soient  toutes  très-petites;  car  alors  il 
n’y  a pas  grande  erreur  à supposer  (juc  la  pression  et  la 
vitesse  soient  les  mêmes  en  tout  point  de  chaque  section.  . > 

Quand  la  section  Wo  est  horizontale  et  hcaucoup  plus 
grande  que  la  se<  tien  w,  on  peut  négliger  le  rapport 

* 

— alors  la  formule  expriim;  le  théorème  de 'rorricelli  ' • 

* Lorsqu'un  liquide,  maintenu  dans  un  vase  à un  ni- 
veau constant,  s’écoule  par  un  petit  onjice  dans  un  mi- 
lieu où  la  pression  est  la  même  qu’à  la  surface  de  ni- 
veau, la  vitesse  du  liquide  à sa  sortie  est  èf'ule  à celle 

qui  serait  due  à la  hauteur  du  niveau. 

* ’ 

Ce  théorème  SC  vérifie  facilemeiil  par  rex'périeuec.  Kn 
elléi,  supposons  qu’on  ait  placé  sur  un  plan  horizontal  un 

vase  prismati(|ue,  où  le  liquide  soit  maintenu  à un  niveau  . - 

constant,  tandis  ([u’il  s’échappe  par  un  petit  oriliceperié  . ' 

dans  runc  des  fac(!s  v erticales.  Soient  z la  hauteur  du  ni-  . . ' ' ' ' 

veau  au-dessus  de  l’orifice,  r,  la  hauteur  de  l’orifice  au-  ' 

dessus  du  plan  horizontal,  et  in  la  distance  de  la  face  du  . ' ,■ 
prisme  au  jioint  oi’i  la  veine  tombe  sur  le  plan  horizontal  . ■ 

([uand  le  mouvement  permanent  est  ctahli.  ' . 

Si  le  ihéoi'ème  de^Torricelli  est  applicable,  le  carré  .•  ’ . ■ . 

construit  sur  la  ligue  n doit  être  égal  au  rectangle  con-  ..  ." 

slruit  sur  les  lignes  z et  z,.  (iar  chaque  niolécnlc  de  la  *■  - ' 

veine  liquide  peut  être  considérée  comme  un  projet  tile,  • ' . . 

lance  de  l’orliice  dans  une  direction  horizontale  avec  la  , . . 

vitesse  Par  suite,  en  négligeant  la  résislancede  . ■ 

l’air,  (jui  a peu  d'inlluencc  dans  un  petit  parcours,  la  mes-  • 

2/1  ' ' 
lécule  liipiide  emploie  le  temps  — pour  parcourir  la  ' • • • > 

" . ■ ■ i V'2'g-.  ■ ‘ 

II.-  . ..  ^ 3o 


Z - 


.‘..w 
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(lislaiicc  lioi'i/.untalc  'j.n,  t-t  le  tenijis  y/ |kiiii  jiaremi- 

rir  la  distance  verticale  z,  sons  l’influence  <le  la  pesaiitoni . 
Kgalani  cesdenx  temps,  il  vient 


Un  trouve  (pie  cette  relation  se  vérilie  quand  l’orifice 
est  pen  é en  mince  paroi,  e'est-à-diiv  , (|iiand  l’épaisseur 
de  la  pai;oi  est  moindre  (]ue  la  moitié  de  la  plus  petite  di- 
mension de  l’ouverture.  .Si,  pour  dt's  pantis  plus  (“paisses, 

. on  avait  n*  = ( c — t)  > la  vitesse  de  sortie  serait  égale 
à — s),  et,  par  suite,  la  perte  d(>  l’orce  vive  ini- 

tiale |>ar  unité  de  poids  dcliqnide  (‘coulé  serait  égale  à 3t. 

Dans  le  cas  d’un  orifice  percé  en  mince  paroi,  le 
■ volume  V du  liquide  écoulé  petidant  le  temps  t serait 
O)  t,  si  l’on  pouvait  supposer,  comme  nous  l’avons 

fait  , (pie  la  vitesse  d(!s  molécules  est  exactement  per- 
. pcndiculaire  au  plan  de  l’orilice.  .Mais  on  conçoit  (pie  l(*s 
molécules  liqiiid(“s,  se  rendant  à l’orifice  de  tous  les  points 
du  vase,  y arrivent  eu  gémirai  avec  nne* direction  indiiu'e, 
en  dt‘crivanl  une  ligue  courbe;  do  là  naissent  des  forces 
centrifuges  (pii  augmentent  la  pr(‘ssion  à l’orifice  de  dcliors 
en  dedans  et,  par  suit(!,  diminuent  la  (juantitéde  liquide 
(jui  s’écoule.  Kn  ell’et,  ou  reconnaît  (pie  le  volume  du  li- 
(juide  écoulé  pendant  le  temps  t n’est  (pi’une  fraction  de 
la  (piantitc  w^3gz  t,  égale  sensiblement  à o,Ca,  tant  (pie 
le  diaim’ître  de  l’ouverture  n’excède  pas  lo  milliiuèlrcs. 
D’un  autre  côté,  on  obsiu-ve  (pie  la  veine  liquide  se  con- 
iracle  â une  petite  distance  de  l’orifice,  ('gale  à peu  près 
au  diamètre  de  l'ouverture,  et  conserve  au  d(,‘là  une 
section  constante,  dont  l’aire  est  à peu  pri's  l(!s  o,(î4  de 
l'aire  de  l’ouverture.  D'après  cela,  on  peut  substituer 
’ l’aire  de  la  section  contractée  à celle  de  l'orifice  dans  la 
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formule  V = m \Jigzt  \ ou  bien  conserver  l’aire  de  l'ori- 
lice,  ei  miihiplier  le  volume  du  liquide  calcule  dans  celle 
liyjxnlièse  par  le  coefficicnl  0,62  : dans  les  deux  ras  on 
arrivera'â  des  résultals  sensiblement  conformes  à ecux  de 
l’i'xpérience. 

Torrieelli  énonça  la  loi  de  récoulemeiil  des  liquides  à la 
fin  de  son  Trailé  De  motu  gravium  natnraUler  accele- 
ralo,  publié  en  i643;  elle  n’élait  pour  lui  qu’un  résultat 
de  l’observation.  ISevrton,  dans  ses  Principes  (liv.  II, 
pr.  36),  et  Varignon  , dans  les  Mémoires  de  V Académie 
des  Scieiices  <!e  Paris  pour  l’année  1^03  (p.  238),  s’ef- 
forcèrent de  tirer  eette  loi  des  principes  admis  en  méca- 
nique-, mais  leurs  raisonnements  ne  furent  point  à l'abri 
d’objection  s,  graves. 

Toutefois,  les  recherches  de  ÎS'ewlon  ne  furent  point 
infructueusi-s  j elles  ramenèrent  à découvrir  le  phéno- 
mène’de  la  contraction  de  la  veine.  Ses  observations  à re 
sujet  lui  fournirent  Une  valeur  du  eoeflicient  de  con- 
traction , peu  difl’érenle  de  relie  qu’on  adopte  aujourd’hui. 

Ce  fut  Ilaiiiel  lîernoiilli  qui  le  premier  démontra  le  ,, 
théorème  de  Torrieelli  d’une  manière  tout  à fait  satisfai- 
sante; et  même  il  établit  la  formule  citée  précédemment, 
qui  est  plus  générale.  Sa  démonstration  n’est  qu’une 
simple  I application  du  principe  des  forces  vives.  Elle 
‘ parut  d’abord  dans  les  Commentaires  de  Saint-Péters- 
bourg, en  1727  (p.  iii),  et  fut  développée  plus  tard  . 
dans  Y Hydrodynamique  du  même  auteur.  • 

Considérons  maintenant  un  fluide  élastique. 

Posant  p = h p;  et  conservant  d’ailleurs  la  même  nota- 
tion, on  arrive  à la  formule  . 


V 


/ s- 


■ 'h 

v 


W p' 
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lAMMpii:  L iliiianre  z tl<  s deux  sections  ii  Csl  jias  liê>- 
considérable,  on  peut  iH-yliger  le  terme  a gz , à cause  d.- 
s 

la  ]K-titesse  du  rapport 

.(’elte  formule  s’applique  au  cas,  ou  les  sei  lions  ne  sont 
j*oinl  horizontales,  pourvn  que  leurs  dinien.sioiis  verti- 
eales  ne  soient  pas  ( onsidérables. 

Si  déplus  le  rapport^  est  très-petit,  la  formule  peut 

se  Kxluire  à celle-ci  ; > , 

/ ■ , /'• 

"=V  v"  - 


I.  On  suppose  un  J'asc  dont  la  surface  intérieure  est 
un  demi-edlipsoïde  ouvert  suivant  un  plan  principal. 
L'ouverture  est  horizontale,  et  la  concavité  tournée  vers 
le  haut.  On  demande  de  couper  le  vase  par  un  second 
plan  horizontal,  de  manière  qu’en  maintenant  le  vase 
toujours  rempli  d un  liquide,  la  vitesse  du  liquide  qui 
s'écoule  par  l'ouverture  inférieure  soit  un  minimum.  On 
demande  encore  de  déterminer  le  plan  sécant  par  la 
condition  que  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  un 
temps  donné  soit  un  maximum. 

Soient  a,  h,  c les  dcuii-axes  de  relllpsoïdc,  le  dernier 
de  ces  axes  étant  vertical , et  2 la  distance  du  plan  sécant 

au  niveau  eonstant  du  liquide. 

La  vitesse  du  litiuide,  à sa  sortie  par  rouveriure  infé- 
rieure , est  


Cette  vitesse  sera  un  ininiinum  quand  le  binènu- 
gc’z  — ;■'  sera  un  maximum,  c’est-à-dire  qtiand  on  aura 
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l.c  Volume  ilii  li(|ui(J(*  t|iii  s’écoule  ilaiis  ruiiiié  «le 
leiii[)s  es! 

rt  ab  ( I ; 


('e  volume  sera  un  niaximuiii  en  même  temps  «jiie  la 
fraction 

. ‘ (<•’ — i’)’ 

Xc'i  — ï'’  . ■ 


e'esl-à-tlire  (|uaiul  ou  aura 


■z=  c> 


v: 


Moselby’s  llytlroslatics  ,1^5  v\  iI>T>. 

, 2.  Dêlerminer  le  volume  du  lùjuidc  <jui  s'écoule  dans 
un  temps  donné,  par  une  oiiyerlure  circulaire  de  dimen- 
sions finies,  pratiquée  dans  la  paroi  verticale  (T un  vase 
où  le  niveau  est  maintenu  constamment  à la  meme  hau- 
teur. 

Soient/’  le  rayon  de  l’ouverture  circulaire,  ///'la  dis- 
tance du  centre  de  ce  cercle  au  niveau  du  liiptidc,  et  0 
l’angle  d’un  rayon  qiuîlcon«|ue  avec  la  verticale  qui  est 
dirigée  de  bas  en  liant. 

Décomposons  l’aire  de  l’ouverture  eu  tranclies  lioi'i/.on- 
lalcs  inriiiiiiient  minces.  L’aire  d’une  tranebe  sera 

2 r sin  9 X — <l.r  cos  0 = 2/'’  sin’  0 «/  ô , 
et  sa  distance  au  niveau, 

nr — r cosO. 

Le  volume  de  li«|uidcqui  s’écoule  pendant  le  temps  /, 
à travers  runc  de  ces  tranches,  est 


t ’Jlt;  {nr  — r rns 0 j 1.  r'  siir  9 d fi  ; 
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et,  |»ar  suiu-,  le  volume  V du  fiijuide  qui  s «koule 
dans  le  même  temps  par  l’ouverture  entière  est  égal  à 

* J 

its/Zngr^J"  sin*fi|^i  — j 
Or,  d’une  part , 

I 

/ l'osOX  ’ 1 cos 6 I . I cos‘0  I . I .3  cos’O 

n J 1 2«  l.'i.3  2‘fl- 

I . I . 3.5  cns‘  0 


I 2.3.4  *'  "* 


d’autre  pai  t , 

J'  sin'Oeos'9</0=  •: j cos' 


<UlH 


l 1.3.5  . . (f  — 1)  ir 

I 2,  .4.G.  . . I I -t-  2 


i est  pair  ; 

U,  si  1 est  impair. 

I 3.5  3 I I 

2 4 2.3.4  ^ 6 2* 

1.3  5.7.0  3.5  I I 
2. 3. 4-5. 6 4-G  B 2‘/i" 

Dans  le  cas  particulier  où  le  niveau  du  liquide  affleure 
le  sommet  de  l’orifice,  l’intégration  peut  s’effectuer  en 
quantités  finies,  et  l’on  trouve 

64  / 

V = -g 


Bossex,  Traité  (VHjdrodynaniiijUf , t.  1,  p.  2(16. 

3.  Démontrai'  que  les  paraboles  décrites  par  Icsji/ets 
liquides  qui  s' échappent  à traders  de  petits  orifices,  prati- 
qués dans  la  paroi  d'un  cylindre  vertical  où  le  liquide 
est  maintenu  à un  niveau  constant,  sont  toutes  tangentes 
à un  nuhne  cône , dont  les  génératrices  font  avec  la  ver- 
ticale un  angle  rte  degrés.  \\.  W 
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4.  Trois  vases  A,  B,  C,  à /nrf'cs  sections,  ouverts  à 
leur  partie  supérieure , sont  placés  l'un  à côté  de  l'autre. 
Le  vase  A communique  avec  le  vase  lî  par  un  petit  ori- 
fice dont  l’aire  est  &);  le  vase  13  communique  avec  le  vase 
C par  un  petit  orifice  dont  l'aire  est  w'  5 ettfin  le  vase  C 
communique  avec  l'extérieur  par  un  petit  orifice  dont 
l’aire  est  us".  Ces  trois  orifices  sont  situés  dans  un  môme 
plan  horizontal.  L’arrivée  continuelle  d'une  veine  li- 
quide dans  le  vase  A y maintient  le  niveau  du  liquide  à 
une  hauteur  constante,  h,  au-dessus  du  plan  des  trois  ori- 
, Jiccs ; et  l’on  stqiposc  que  le  mouvement  permanent  soit 
établi.  Il  f’agit  de  déterminer  le  volume  du  liquide  qui 
traverse  l'un  quelconque  des  trois  orifices  pendant  l’u- 
nité de  temps. 

I.e  volume  rherché  est 


Bossut, p,  2Gy. 

3.  Trouver  la  quantité  d’eau  qui  s'écoule  dans  l'unité 
de  teni/is  à travers  une  ouverture  rectangulaire,  dont 
deux  côtés  sont  verticaux , et  qui  est  pratiquée  dans  la 
paroid’tin  vase  où  le  niveau  est  maintenu  constamment  à 
la  même  hauteur. 

Soient  a la  largeur  «le  rouvt'i  lurc,  h et  A' les  tlisiam  es 
du  bord  siipcrirur  et  du  bord  inférieur  au  niveau  du  li- 
«juide. 

I.e  volume  ( berebé  est 

Bossut,  ibid.,  p.  261. 

1).  lin  l’asc  qui  n la  forme  d'un  paraholoïde  de  révo- 
lution, ouvert  suivant  deux  sections  horizontales  per- 


4'^'i  MÊCAMIQUË  KATIO.NNELLL. 

pendiculaircs  à l'axe,  laisse  échapper  le  liquide  qu'il 
contient , tandis  qu’une  égale  quantité  de  liquide  arrive 
à l'ouverture  supérieure , et  maintient  le  vase  constam- 
ment rempli.  On  admet  que  le  mouvement  soit  perma- 
nent; et  l'on  propose  de  trouver  la  relation  qui  existe 
entre  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  l’unité  de 
temps  et  les  distances  du  sommet  du  paraboloïde  aux 
plans  des  deux  ouvertures . 

Si  l’on  nomme  p le  paramètre  de  la  parabole  méri- 
dienne, X et  x'  les  distances  du  sommet  du.  paraboloïde  à 
l’ouverture  supéritmre  et  à l’ouverture  inférieure.,  et  V 
le  volume  du  liquide  qui  s’écoule  dans  runitc  de  temps, 
ou  trouve  la  relation 

I 7t  pcx'  \ ’ X -r-  x' 

■ ■ . • \ 

Uqsn.T.x'i  I/j-drostfitics,  p.  i65. 
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1 . Effet  d’un  élar- 
gissement brusque 
de  section  dans  une 
conduite  d'eau.  — 
Effet  d'un  coude. 
— Considérons  un 
liquide  arrivant 
par  l’orifice  AH 
dans  uue  ronduile 
CDU' A’  d'un  pins 
grand  diamètre. 
Aons  supposerons 
que  les  sections  AH, 


4'H'  sont  as.^ci  petites,  on  du  moins,  ijuc  In  charge  sons 
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laquelle  le  liquide  s’écoule  est  assez  grande  relalivemeut 
à l’aii  e des  sections,  pour  (ju’on  puisse  considérer  eoiuine 
égales  les  vitesses  correspondantes  à tous  les  points  d'une 
incine  section,  lors  incuie  fpie  son  plan  ne  serait  pas  ho- 
rizontal. Nous  admettrons  lutcore  que  le  li(juide  traverse 
pcrpcndiculaireinent  les  deux  plans  Alî,  A'B';  cl  nous 
ne  tiendrons  point  («mpte  ici  dti  frottement  qui  s’exerce 
contre  les  parois.^ 

Soient 

P la  densité  du  liquide; 

'ü  l’aire  de  la  section  AB; 

e la  vitesse  et  p la  pression  moyenne  (‘)  sur  la  même 
, section; 

w',  e'  et  p'  les  qu.antités  analogues  pour  la  section 

;a'b'; 

s la  distance  du  centre  de  gravité  de  l’aire  &)'  au-des- 
sous du  plan  horizontal  qui  pas.se  par  le  centre  de  gravité 
de  l’aire  w; 

*AB/»a  la  colonne  liquide  (pii  traverse  l’ouveriure  AB 
pendant  le  temps  très-court  tlt\ 

A'B'fe'a'  la  colonne  liquide  (jui  traverse  la  section 
A'  IV  dans  le  même  temps. 

La  loi  de  l’écoulement  nous  sera  donnée  par  l’équation 
des  forces  vives,  jointe  à la  relation 

L’accroissement  de  force  vive  que  reçoit  pendant  l'in- 
stant fit  la  niasse  liquide  (jiii  au  commeneenienl  de  cet  in- 
stant occupait  l'espace  CDlV  A',  se  compo.se  delà  force  vive 
ijue  possède  le  liquide  A' IV //a'  à la  (in  de  l’instant  c/r, 
savoir  p'i)' e'c/; . e'*,  moins  la  force  vive  que  possédait  le 
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li(|uide  au  commeiicemcnl  de  i’iuülaiit  <//,  savuir 

plus  la  dill’érence  entre  la  force  vive  du 
liquide  qui  occupe  l’espace  CAuMiDB'  A'  à la  Gn  de 
l'instant  c/f,  et  la  force  vive  du  litpiide  qui  occupait  le 
même  espace  au  commencement  de  T instant  r/t;  or  cette 
difl’érenee  est  nulle  en  vertu  de  la  permanence  du  mou- 
vement. Ainsi,  l’accroissement  total  de  force  vive  pendant 
l’insiaiit  dt  est 

pwre/t  (c’’  — v’). 

Les  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  même  masse 
liquide  pendant  l’instant  dt  sont 

i".  Le  travail  de  la  pression  savoir  ap.t^dl-, 

2°.  Le  travail  résistant  de  la  pression  p'y  savoir 
— p' .v' dt  ou  — utp'.vdt-, 

3“.  Le  travail  de  la  pesanteur.  Ce  travail  est  la  ditle- 
l'ence  entre  la  somme  des  produits  que  l’on  obtient  en 
multipliant  le  poids  de  chaque  molécule  de  la  masse  li- 
quide CUB' A'  par  la  hauteur  de  cette  molécule  au-dessus 
d’un  plan  horizontal,  et  la  somme  semblable  relative  .à  la 
masse  liquide  CA  ah  BD  h'  a'  et  au  meme  plan  horizontal. 
Or  cette  difiTércnce  est  évidemment  ég.ile  au  produit  du 
poids  de  la  masse  liquide  ABiu  par  la  hauteur  de  son 
«•entre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal , moins  le 
produit  du  poids  de  la  masse  liquide  A'  B'  h'  a'  par  la  hau- 
teur de  son  centre  de  gravité,  au-dessus  du  mémo  plan 
horizontal.  Ces  deux  masses  liquides  étant  des  tranches 
infiniment  minces  et  de  même  poids,  le  travail  dont  il 
s’agit  est 

gpM’  dt . Z. 

4’’.  Le  travail  résistant  des  réactions  mutuelles  «|ui  s«' 
produisent  entre  les  molécules  liquides.  Dans  l’ignorance 
où  nous  sommes  relativement  à la  loi  des  acGoiis  molé- 
culaires, il  110U.S  est  iiéç'cssairc,  pour  calculer  cc  travail. 

• • 
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d'introduire  quelque  hv|'o(lièse  en  liariuonie  avec  les  rii- 
sultals  de  l’expérienee.  Ailinetlons  d’abord  «jue  les  mo- 
lécules liquides  puissent  être  assimilées  à de  petites  billes 
dépourvues  d’élasticité,  qui  se  choquent  sans  froiteinent. 
Alors  la  masse  liquide  qui  occupe  l’espace  CÜIVA'  au 
commencement  de  l’instant  dl , éprouvera  pendant  cet 
instant,  par  l’eiret  des  chocs  mutuels  de  scs  molécules, 
une  perte  de  force  vive  dont  la  mesure,  donnée  par  le 
théorème  de  Carnot,  est  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues,  savoir  — e')’.  Le  travail  résistant  dù 

aux  réactions  inutnellcs  des  molécules  sera  donc 

' . ùb>vdl.[v  

Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  par  d’autres 
considérations.  Pour  cela,  observons  d’abord  que  les  réac- 
tions mutuelles  des  molécules  ne  seraient  point  tbangées, 
si  tout  le  système  était  animé  d’uiic  vitesse  uniforme, 
égale  et  contraire  à la  vitesse  delà  tranche  A' B',  en  sorte 
que  les  molécules  situées  sur  cette  tronche  soient  dans 
un  état  de  repos  absolu.  Ainsi,  nous  pouvons  admettre 
que  tout  se  passe  dans  la  colonne  liquide  CDB' A'  à peu 
près  comme  dans  un  vase  en  repos , à large  section , con- 
tenant une  certaine  quantité  de  liquide,  et  qui  reçoit  à 
sa  surface  une  petite  veine  liquide  animée  d’une  vitesse 
égale  i — v' . Or,  dans  ce  cas , on  observe  que  le  liquide 
reste  sensiblement  immobile  dans  l’intérieur  du  vase  ^ 
d’où  il  résulte  que  la  force  vive  détruite  dans  un  temps 
donné  ^r  les  réactions  moléculaires  est  sensiblement 
égale  à la  force  vive  du  liquide  qui  arrive  dans  le  même 
temps. 

D’après  cela,  K-s  actions  moléculaires  (jui  s’exercent 
dans  la  masse  lit|uide  (il)H' A'  lui  font  peitire  une  force 
vive  égale  à crocf// . (c  — et  le  travail  correspondant 
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est 


— r-.—  pu  P<//  . (('  

2 * ' 


comme  nous  l’avous  déjà  trouvé. 

Ajoutant  tous  les  travaux  obtenus,  et  égalant  Je  double 
de  cette  somme  à la  force  vive  perdue,  il  vient  l’équation 
chcrcliée , 

{2)  !■'’  — v'  — If.  ^ — — 4-  a g * — 


Le  terme  j , qui  provient  seul  des  réactions 

moléfulaires,  est  égal  à la  hauteur  duc  à la  vitesse  t' — v'. 
11  en  résulte  ce  théorème  important  : Z«  pa.^sage  brusque 
de  la  vitesse  v à la  vitesse  plus  petite  v'  produit  une 
perte  de  charge  égale  à la  hauteur  due  à la  différence  de 
ces  vitesses.  • ' • *■ 

L’étjuatiou  précédente,  jointe  à la  relation  ^i)  , 
connaître  la  vitesse  o'  en  fonction  des  pressions  />,  p' : 


Nous  avons  supposé  que  les  molécules  liquides  trawr- 
sent  l’ouverture  AB  avec  une  vitesse  perpendiculaire  au 
plan  de  cette  section.  Si  le  liquide  est  conduit  vers  cette 
ouverture  par  une  paroi  continue,  cette  siipjKjsition  sera 
vérifiée;  mais,  si  la  forme  de  la  paroi  est  discontinue, 
comme  dans  le  cas  de  la  ligure,  alors  la  veine* liquide 
se  contractera  au  delà  de  l’ouverture,  et  la  supjmsition 
de  la  perpendicularité  des  vitesses  ne  sera,  plus  vérifiée 
ju)ur  la  section  AB , mais  bien  pour  la  section  de  la 
veine  contractée. 

Dans  ce  r.as.  on  imaginera  (pte  la  veine_^  liquide  soit 
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eiilomce  iriiiic  [laioi  liés- lui  no»-,  oinorle  suivant  la  sev- 
lion  lie  la  veine  coniraclée,  cl  l’on  snhsiiiucra  rette  sec- 
tion à la*  section  AB  dans  tous  les  raisonneineuls  qui 
jirécèilenl.  Les  formules  resicroni  les  mômes,  si  ce  n’est 
que  les  quantités  />,  z,  e se  rapporteront  à la  section  con- 
tractée et  que  l’aire  ?•)  de  rouverinre  AB  sera  remplacée 
parcelle  de  la  section  contrariée  X désignant  le  coelli- 
< ient  de  contraction. 

- La  pressioup'  peut  se  mesurer  facilement,  en  ajustant  un 
Iqbc  de  verre  vertical  sur  le  contour  de  la  section  A' B',  et 
mesurant  la  liauteur  à laijuclle  le  Ii<{uide  s’élève  dans  ce 
tube.  11  n’est  pas  aussi  facile  de  mesurer  la  pression  p qui 
s'exerce  dans  la  veine  contractée^  niais  il  est  aisé  d’ob- 
tenir une  fornuile  où  celle  pression  soit  remplacée  par 
celle  qui  s’exerce  dans  une  section  c|uelconque  AjBo  , si- 
tuée en  amont  de  rouverinre  AB. 

Soient 

o)„  l’aire  de  la  section  Ao  B„;  -i  ..  . , 
t’o  la  vitesse  et  la  pression  moycnùc-sur  la  même  sec- 
lion  -,  " f-, 

Zo  la  bau'ieur  du  centre  de  gravité  de  celle  section  au- 
dessus  du  plan  borizontal  qui  passe  par  le  xscnlre  de  gra- 
vité de  la  section  de  la  veine  coniraclée.  ’ > . . 

Appliquant  le  tliéorème  des  forces  vives  à la 'masse  li- 
quide comprise  entre  la  section  A<,Bo  et  la  scoüon  de  bi 
veine  contractée,  on  trouve  l’équation 

— P 

*>’  — V,'~1  

9 

qui,  ajoutée  à l'équation  (a),  donne 

■(3)  c"—  !■,>  = 2 ■ ^--f-  2^  (l  -t-  S,)  — (t-  — I'')’. 

P 

Si  l’on  élimine  e et  l'o  à l'aide  des  relations 

fcï,  1'^  SS  P V*  y 
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-t-s.). 


où  il  ne  figure  plus  que  «les  quantités  farilcmenl  mesu- 
rables. 

l.a  formule  principale  (2)  a été  donnée  en  premier 
lieu  j>ar  borda,  dans  les  Mémoires  <le.  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  1766,  page  090.  Elle  s’applique  à tous 
les  ras  où  quebpie  étranglement  dans  la  colonne  liquide 
proiluil  des  mouvements  irréguliers  et  tumultueux.  On 
voit  [)ar  l.à  avec  quel  soin  il  faut  éviter  les  cliatigemenls 
brnsffues  île  section  dans  les  tuyaux  de  conduite,  si  l’oii 
ne  veut  pas  diminuer  rapidement  la  dépense. 

Pins  généralement,  toute  cause  <|ui  produit  une  agita- 
tion irrégulière  dans  la  colonne  liquide,  diminue  sa  force 
’ vive  et,  par  suite,  diminue  sa  vitesse.  Les  coudes  binsques 
produisent  cet  effet  à un  liant  degré  p ii  faut  donc  les  évi- 
ter avec  le  même  soin  que  les  étranglements.  Toutefois  on 
n’a  pas  encore  appliqué  le  calcul  avec  .sueecs  à la  déter- 
mination de  la  perte  de  charge  occasionnée  par  un  coude. 

Des  expériences  de  Oubliât  ont  conduit  IVavier  au  ré- 
• sultat  suivant:  si  le  coude  est  arrondi,  et  que  l’on  nomme 
c la  longueur  de  Parc  de  cercle  qui  est  tangent  aux  ex- 
trémités des  deux  parties  droites  de  Taxe  du  tuyau,  r le 
rayon  du  cercle,  w Paire  de  la  section  du  tulie  coudé 
supposée  constante  et  e la  vitesse  moyenne  sur  cette  sec- 
tion, la  perte  de  cliarge  occasionnée  par  le  coude  sera 
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le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde 
pour  unité  de  Icmjis. 

{Jette  formule  n’a  certainement  pas  loulè  la  généralité 
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liôsiralilo , |>u)s(ju’elle  t‘sl  iiuli'[H'n(lanif  <lii  (liaiiièlre  du 
luyjui.  I>’rx|u'riciiie  iiioiilro  cjiic  la  jiorie  dr  cliargu  est 
nôgligeahle,  Ktrsque  le  coude  csl  bien  arrondi,  et  <juc  le 
rayon  du  cercle  est  (dus  grand  que  dix  fois  le  diarnèlre  de 
la  conduite. 


2.  Influence  d'un  nju- 
tage  cylindrique  sur  la 
dépense  d'un  orifice.  — 
E xpèriencc  de  V en  tari. 
— (^uand  le  liqui<ie  coin- 
menc«“  à couler  dans  un 
ajutageevliudrique,il  ai- 
rive  en  renqilissaut  tout 
le  cylindre,  ()arcc  queles 
ptTiniércs  molécules  qui 
se  pré'enlent  ont  peu  de 
vitesse,  et  par  suite  |ieu 
de  force  centrifuge  len- 


dan  là  cou  tracter  la  veine. 
Mais,  .à  mesure  que  la  vilesse  augmente,  les  molécules 
liquiilcs  arrivant  dans  l’.-ijntage  se  |)res,si'nt  plus  vivement 
vers  Taxe  du  cylindre,,  et  il  tend  à sé  former  un  vide  au- 
tour de  la  .section  contractée.  Ku  même  temps,  la  pression 
atinospbéi  ique  qui  s’exerce  à la  sortie,  refoule  le  liquide 
et  le  force  à remplir  encore  tout  r.ajutagc.  De  ces  deux  ac- 
tions combinétîs,  il  résulte  tjuc  la  veine,  se  contraclanl 
à une  petite  distance  de  reinboucburc,  s’y  trouve  entou- 
rée. d’un  anneau  de  liquide  à l'état  de  remous  sous  une 
pression  inférieure  à la  pression  atmos()héri(juo,  et  sort 
en  remplissant  tout  le  cylindre.  Comme  d'ailleurs  il  doit 
passer  dans  le  mémo  tem])s  une  même  quantité  de  liquide 
à travers  chaque  section,  il  y a nécessairement  change- 
incut  rapide  de  vitesse  dans  l’ajutage,  acconi()agné  de 
mouvemcnls  irréguliers,  et  il  en  résulte  une  (Ktrle  de 
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forci!  vivo,  (jui  sc  calcule  à l’aide  du  lliéorème  déiuoiilré 
au  numéro  précédent. 

AdmcUous,  pour  simplifier,  que  le  liquide  arrive  d'un 
vase  h large  section,  ouvert  dans  l’atmosphère;  et  soient 
ûj  l'aire  de  la  section  de  l'ajutage; 

w„  l’aire  de  la  section  horiz.oiitalè  du  vase  faite  au  ni- 
veau du  liifuide; 

• Zd  la  hauteur  du  niveau  dans  le  réservoir  au-dessus  du 
centre  de  gravité  de  l’ouverture  par  laquelle  le  liquide  dé- 
bouche dans  l’atmosphère; 

X le  coefficient  de  contraction  de  la  veine  dans  l'a- 
jutage;  . - 

e' la  vitesse  du  liquiile  à sa  sortie. 

Appliquant  la  formule  (4)  du  numéro  préréilent  au  li-' 
qiiide  qui  est  contenu  dans  le  réservoir  et  dans  l’ajutage, 

et  négligeant  le  rapjiort  — » il  vient 

(')  ['  ■*■  (-7  ~ ‘ ■ 

Si  l’on  pose  X = 0,62,  on  obtient  pour  la’  vitesse  du  li- 
quide à sa  sortie  de  l’ajutage 

p' = o,ü5 

I.c  volume  du  liquide  ijui  .s’éitoule  pendant  ruiiilédc 
temps,  ou  la  lU'qtense  de  l’orifice  , est 

V = 0,85w\^2g2,. 


Sans  ajutage  on  aurait  eu 

p'  = \jlgz,,  et  V =o,6?.«V'’/ï^î 

la  vitesse  eût  été  plus  grande,  mais  la  dépense  eût  clé  plus 
[H'tite  dans  le  rapport  de  62  à 85. 

Si  le  frottement  du  liquide  contre  la  parpi  de  l’ajutage 
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j>oul  se  négliger,  tes  lésullals  suhsislenl  ([uelle  <jue  soit 
la  longueur  du  tuj'au,  pourvu  <[u’elle  soit  au  moins  égale 
au  df)ul)Iedu  diamèlie.  Nous  verrons  plus  loin  eommenl 
on  peut  tenir  coiupte  du  froUeinenl  contre  la  paroi  du 
tuyau  quand  sa  longueur  est  considérabli*. 

Los  expériences  donnent  en  moyenne  pour  la  dépense 
des  ajutages  cylindriques 

V = o,8ïuv^2»ï,. 

La  petite  difréreiice  qui  existe  entre  eetle  formule  et 
celle  que  le  calcul  nous  a fournie,  peut  être  atlriliuée 
aux  frottements  eoiitre  les  parois  et  aux  petites  inégali- 
tés entre  les  vitesses  des  filets  liquides  qui  composent  la 
veine  ('). 

('  ) 11  est  aisé  <lc  voir  que  la  supposition  d'unn  vitesse  coiHttïfec  à tous 
les  points  d'une  même  section , égale  au  quotient  de  la  dépCfO^^^r  Taire  . 
de  la  section,  donne  toujours  une  force  vivo  inférieure  a ceijfejwi  existe 
réellement  qiiaivl  les  vitesses  sont  inégales. 

En  effet,  soient  v la  vitesse  Active  commune  à tous  sec- 

tion Si,  U la  vitesse  réelle  correspondante  & Télémcnt 
U — U,  La  force  vive  réelle  et  la  force  vive  calculée  dads-l^j^jMRirae  d'une 
vitesse  commune  seront  respectivement  proportionnélÿ^a^^SS? 

y «•  et  V*  (,*. 

Or,  on  0 ' . 

y"  U*  d w = y ( I*  4-  ! )•  di;  »*•  6»  H-  il  I'*  y » d <w  H-  y c’  ( 3 e -f-  f ) do*  ; 
d’ailleurs 

ci  Tintégrolc  / «du  est  nulle  puisque  la  dépense  calculée  d’après  les  vi-  ■ 
tinsses  réelles,  f udo»,  est  égale  h la  dépense  calculée  dans  Thypothésc 
'"de  la  vitesse  commune,  y edw.  Donc  il  reste 

y tt*  d =s  i»*  ftj  4-  J «*  ( '1  e 4-  U ) d w 

comme  2i*4>u  est  une  quantité  csseoticllcmont  posiliyq,'  il  s’ensuit 
^uc  la  différence  J"  n’dfr»-.  s'exprime  imc  intégi'nlo  dont  tous 
les  cléments  sont  positifs. 

U en  résulte  que  dans  l'équation  (i)  le  <nK*fliéî6i)t.  de  e’^^Cpt  un  peu 
trop  faible  quand  on  se  place  dans  Thypolhésc  «Tune  yitu>se  commune  a 
'toutes  les  molécules  «Tune  mémc'scclii'U.  Tarsmb^.i;^  \alyiii-  de*  v'  tirée 
de  celle  équation  «?st  un  peu  tn»p  couHidvraldo,.  . , ' ••  • .*  <V 

Telle  rcraarqia*  est  «le  M.  P«uicclel;  elle  s ap)^lil^ue  ,u  umies  les  formules 
obtenues  dans  cette  Section  «le  Touvrago.  ‘ -2' 


■ 

■ ' 


by  Coogk 


.j8a  MI'C  ^JSIOl  K RJMIONiNKf.l.K.  ' 

Ia's  fxpérifiufs  les  plus  célt‘l)rcs  sur  1rs  ajuin’gi's  soûl 
relies  de  Vi'iiluri.  Ce  pliysîrieii  a constaté  que  l'augiuen- 
latiou  de  dépense  produite  parjcs  ajutages  cylindri<{Ues  est 
dueà  ladiffcrencedcspi'Pssionsquis’exerreutsur  la  section 
contractée  de  la  veine  liipiide  <'t  sur  la  section  de  sortie, 
lin  eflét,  il  a reconnu,  d’une  part,  que  raugmcutation  de 
la  dépense  cesse  quand  on  pratique  une  i>etite  ouverture 
dans  la  paroi  de  l’ajutage  (jui  entoure  la  veine  contractée  5- 
et  d’autre  part,  ipic  si  l’on  adapte  sur  l’ajutage  un  tube 
de  verre  recouibr,  déboucliant  "dans  la  cavité  annulaire 
qui  entoure  la  veine  conlraclér , et  plongeant  son  extré- 
mité inférieure  dans  une  cuve  d’rau  colorée,  l’eau  de  la 
cuve  s’élève  dans  le  tube  et  s’y  maintient  à une  certaine 
hauteur.  • i 

Dans  l’une  de  ses  exjrériences , où  la  hauteur  du  niveau 
au-dessus  de  l’ajutage  était  de  o'"  ,88,  l’eau  colorée  s’est 
éloée à o"',G5.  . * . « 

Cette  hauteur  est  précisément  celle  qu’indique  le  cal- 
i'iil.  Car,  si  l’on  nomme  ' * ■ . 

la  pression  atmosphérique; 
e'  la  vitesse  à la  sortie  de  l’ajutage; 
j!  la  pression  sur  la  section  de  la  veine  contractée;  ' 
e la  vitesse  sur  cette  même  section  ; 
z„  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité 
Me  la  même  section  ; 

On  a,  d’après  le  principe  des  forces  vives,  - 


-t-  2 


D’un  autre  côté,  on  a 


ou  bien,  posant  ?.  = 0,62  et  remplaçant  y par  la  valeur 
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iliservéc  o,82.Vag2o, 

: 

Celle  valeur,  reportée  dans  lY'qua  lion  précédenie,  donne 


0,82  , 

I"  =;  — ^ V 2ez,- 
0,b2  ''  ^ 


S? 

d’où  l’on  voit  que  la  liaiiteur  de  la  colonne  d’eau  soulevée 

dans  le  tube  sera  o,yS  z^.  Or,  si  l’on  fait  = o'“,88  , on 

'trouve  la  hauteur  o™, 66,  qui  s*areorde  très-bien  avec 
. • « * * 
l’expérience  de  Venturi. 

d.  Influence  d'un  aju- 
tage conique  divergent  sur 
la  dépense  d'un  orijice.  — 
^ous  supposons  un  ajutage 
divergent  ABB' A',  dont  la 
plus  jieiite  section  AB  est 
raccordée  avec  les  parois  du 
vase  par  une  surface  continue.  L’exjiérience  montre  que 
le  liquide  ne  sc  sépare  point  de  la  paroi  del  ajuiage,  quand 
il  mouille  la  substance  dont  cette  paroi  est  formée,  à 
moins  que  l’évasement  ne, soit  très-considérable.  Ainsi, 
nous  admettrons  que  la  veine  liquide  remplit  exactement 
l’ajutage,  et  nous  nous  plaeerons  dans  les  mêmes  circon- 
stances que  (Juand  il  s’agissait  d’uu  ajutage  cylindrique, 
l.a  notation  restera  la  même  ; les  quantités  w,  p,  v se  rap- 
porteront à la  plus  petite  section  , et  les  c]uantités  w',  d sc 
rapporteront  à l’ouverture  de  sortie. 

Quoiqu’il  y ait  un  chaiigemcut  de  vitesse  assez  rapide 
entre  les  sections  AB,  A^B',  néanmoins,  comme  la  veine 
coule  sans  agitatiou,  il  n’y  a pas  lieu  de  tenir  compte  des 
actions  moléculaires. 

3 1 . 
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L:i  viu-ssf  à hi  .soi  lie  tlf  l’ajuia^c  sera  doue 


e =\^7.gz^, 

cl  le  Aolmnedu  li{|iiide  écfmié  dans  runilé  de  temps  soia 
V — t,l'  7 g Z,. 

ha  dépense  N de  rajiilage  augmente  ipland  on  acnoil 
roiiverlure  de  sortie  w';  mais  elle  ne  peut  pas  augnienlér 
indéliniment,  si  la  cliarge  et  la  plus  petite  section  (,f 
resti  nt  constantes.  En  ell’el,  la  pression  j>  devant  rester 
.positive,  la  relation 


2gz,^ 


? 


montre  <pie  la  vitesse  e ne  peut  surpasser  v/ 

par  suite,  la  dé))ense  mo  ne  peut_  pas  être  supéiienre  à 

I 'fi  * 

la  ipianiite  o)  y/  -, 

l.a  dépeir^  atteint  Cetti“  limite,  quand  les  sections  e\- 

tièmes  Aér'»i(>éiWla  relation  - 

■ - ■ 

— / ^/'*- 

o/ Vagi.  = " W 2g'-t  -hr  — » 

OU  bien  ' 


i-H 


-=\/' 

si  le  rapport  - était  supérieur  au  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  la  veine  Tupiide  se  briserait  ou 
cesserait  de  remplir  rajutage. 

‘J/ajutage  di\ergi‘iU  jouit  de  cette  propriété  remar- 
quable, fpi'il  peut  l’oiirnir  uiiO  dépense  sujH'rieure  à celle 
qui  aurait  lieu  par  l'ouverture  de  la  plus  petite  section,  si 
la  veine  liquide  traversait  rette  ouverture  sans  contrac- 
tion sous  la  cliarge  donnée.  Ce  résultat  s’explique  en  ob- 
serxanl  que  la  pression  movninC  j>.  rlans  la  plus  petite 
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M't'iioii  (le  r.ijui.ii;!' , jieiil  t'ii  e iiifiTieme  ù la  j»r<!SNi(»ii  al- 
iiiospliéricjiif 

On  a peu  d expérienees  sur  les  ajutages  di\ergenls  à 
forme  eoiilinue;  de  sorte  (ju’ou  ne  saurait  dire  avec  qucl- 
i[ue  certitude,  de  combien  la  limite  rt'clle  de  la  dépense 
est  inférieure  à celle  que  donne  le  calcul  en  négligeant  les 
frottements  etsupimsant  tous  les  filets  de  la  veine  Tupiide 
animés  d’une  mèm(;  vitesse.  . 

■t.  Effet  (lu  frottement  dans  les  ti^  aux  d'une  gratule 
longueur. — On  peut  se  figurer  la  colonne  lifjuide  qui 
coule  dans  un  luvau,  comme  foi-hiée  de  couches  concen- 
triques. La  couche  extérieure  est  ralentie  par  son  frotte- 
ment contre  la  paroi  du  tuvau;  cette  coin  hc  r.dentit  à 
son  tour  la  couche  intérieure  qui  lui  est  contiguë,  et  celle- 
ci  la  coin  he  suivante,  en  sorte  que  chaipie  couche  est 
ralentie  parla  couche  extérieure  et  accélérée  par  la  couche 
•intérieure.  Ainsi,  la  vitesse  n’est  point  la  même  sur  tous 
les  poiuts  d'une  meme  section.  iNéanmoins,  dans  les  cah  uls 
((lie  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons  supjioserà  tonies 
les  molécules  situées  sur  une  même  section  uue  vitesse 
commune  v,  égale  au  c(Uoticnt  du  volume  d’eau  qui  tra- 
verse la  section  dans  l’unité  de  temps  jiar  l’aire  de  celte 
section,  l’our  diherminer  cette  vitesse,. dans  le  ras  où  le 
luyau  a une  section  constante  et  n’est  point  coudé  brus- 
(juement,  on  peut  considérer  la  colonne  liipiide  comme 
une  lige  llexible,  glissant  dans  l’inléiieurdu  tube,  et  re- 
tardée sans  C(‘sse  jiar  le  frottement  des  parois;  mais  l’in- 
lensiléde  cette  force  de  frottement  ne  sera  jias  régie  pâl- 
ies im-mes  lois  (|ue  dans  le  cas  de  deux  cor(>s  solides  glis- 
sant run  sur  l’autre. 

Pron-y  (')  a fait  voir  (|u’on  arrive  h des  résultats  salis- 

. ^‘)  r.etlo  Joitlu  rroUoiiuMit  Utpiiiies  iivai!  oto  par 

«l»‘s  raiim*f  r<^oo  , dniis  IfS  Mriuoirt  s dv  l AcaHt'niie  drs  Srteners,  l.  Ili 
" mai:»  «•('  |i)(v«irt(‘i>  ’ïi'avait  poinl  UH'iilr»* 

•■O  fiiirr  a )**M  inilrnHînl  «1^’* 
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faisants,  si  l’on  suppose  relie  force  é^ale  au  produit  de  la 
densité  du  liquide,  de  la  surface  du  tuyau  baignée  par  le 
liquide’,  et  d’une  certaine  fonction  de  la  vitesse.  Cette 
fonction  est  de  la  forme  « et  ^ représentent 

des  coefiicienls  dépendants  de  la  nature  du  liquide,  mais 
indépendants  de  la  vitesse,  indépendants  delà  scbiion  du 
tuyau  et  même  de  la  nature  des  parois,  du  moins  pour 
les  substances  communément  employées. 

Lorsque  le  liquide  considéré  est  de  l’eau,  si  l’on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps, *on  a,  suivant  Prony, 

* = 0,000170,  P = 0,003^16. 

Soient  _ t- 

P la  densité  du  liquide-,  *.  , 

M l’aire  de  la  section  constante  du  tuyau,  tjue  nous 
supposerons  circulaire; 

D le  diamètre  de  cette  section; 

/la  longueur  du  tuyau;  . ’ ' 

P la  pression  moyenne  qui  s’éxerce  sur  la  section  supé- 
rieure; 

p'  la  pression  moyenne  qui  s’exerce  sur  la  section  in- 
férieure; 

X la  distance  du  centre  de  gravité  de  celte  dernière  sec- 
tion au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section  supérieure. 

La  vitesse  étant  la  même  sur  toutes  les  sccliotis,  la 
somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  colonue 
liquide  considérée  est  nulle  pendant  un  instant  inliniment 
petit  r/t.  Or  celle  somme  se  compose  du  travail  des  pres- 
sions sur  les  sections  extièmes  , we  rlr.(p-p');dn  tra- 
vail de  la  pesanteur,  MVfft . ffp z x et  enfin  du  travail  de  l.i 

force  (le  frottement , — («e-f-  p*'’). 
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D’.iju'ès  cela,  si  l’on  pose 

(1)  J = A 

ou  a ré<jualion 

P — /''  + gp(i  — /J)  = o. 

La  quanlité  J mesure  la  perte  île  charge  due  au  froUe- 
nicnt  par  unité  de  longueur. 

Comme  application  de  cette  théorie,  nous  résoudrons 
le  problème  suivant  : - • 

Un  réseivoif  à large  section , où  le  liquidem^st  main- 
tenu à un  niveau  constant , se  décharge  par  un  tuyau 
cylindrique  et  sans  coudes,  dans  un  râseivoir  inférieur 
qui  contient  une  certaine  quantité  de  liquide  également 
maintenu  à un  niveau  constant.  La  surface  lihre  du  li- 
quide est  soumise  de  part  et  d'autre  à la  pression  atmo- 
sphérique'. On  demande  de  'déterminer  le  volume  du 
liquide  qui  arrive  dans  le  icsen'oir  inferieur  pendant 
r unité  de  temps. 


^ous  partagerons  la  masse  liquide  en  trois  parties  : la 
première  sera  le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  siqié- 
rieur  et  dans  une  petite  lojigueur  du  tuyau  égale  à deux 
fois  le  diamètre;  la  seconde  sera  le  liquide  renfermé  dans 
le  tuyau,  sauf  la  petite  jKtrtion  déjà  considérée  et  une 
portion  égale  pri.se  à l'autre  extrémité;  la  troisième  sera 
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le  liquide  contcim  tlajis  le  réservoir  inférieui  cl  dans  la 
petite  longueur  du  tuyau  égale  à deux  fois  le  diamètre  qui 
lui  est  adjacente. 

La  iiotaiion  précédente  sera  conservée  pour  ce  <|ui  re- 
gaivle  la  colonne  liquide  renfermée  dans  le'  tuyau  et  qui 
forme  la  seconde  partie  du  liquide  considéré.  De  plus, 
nous  tiommerons 

la  distance  dn  centre  de  gravité  de  la  section  supé- 
rieure de  celte  colonne  liquide  au-dessous  du  niveau  du 
réservoir  supérieur; 

la  qtfajitité  analogue  pour  la  section  inféiieure  cl  le 
niveau  «lu  seojiid  résenoir; 

w',  l’aire  de  la  surface  de  hiVeau  dausce second  réservoir; 
la  vitesse  verticale  du  liquide  sur  cette  sut  face; 

1''  la  vitesse  du  lii|uide  sur  la  section  contractée  de  la 
veine  <|ui  arrive  dn  tuyau  dans  le  réservoir  inférieur; 

^ le  eocîflicieut  de  contraction  ; 
la  pression  atmosphérique. 

Pour  le  mouvement  de  la  première  partie  du  liquide, 
nous  avons,  d’après  le  n"  2, 


p, — /' 

•> 2gZ,—  0. 


Pour  la  seconde  partie  du  licpiide,  nous  avons,  d’aprè.s 
la  tliéorie  actuelle, 

(3)  /.-//-+- gf  (z —/.!)  = O. 


Knün  , pour  la  troisiètiie  partie  du-  liquide,  notis  avons, 
d’après  le  n”  1 , équation  (3), 

(4)  — «',')’  — a ^ 2^1,'  = O. 

P 

Lu  outre, 


(5) 


Ajoutant  les  é«|ualions  (a)  et  (4 ) , rcU ancliani  du  lé- 
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y 

sultal  le  iirmliiit  Uc  r*!(|nai Ion  (*l  avam  «janl- 

aux  valfiirs  (i)  el  (3).  il  vient  riiialeiiieiil 

r / 1 \’  /i  w \’  6i’  8/fi'l 


H l a 

”0' 


— 2g  I— Vj  = O. 


•1  Telle  csl  l'équalioii  qui  donne  la  vitesse  e cl , par  suite, 
1»  «lépensc  '«>  i>. 

t Dans  les  cas  onlinaires  de  la  pratique,  la  section  du 
Ecsor.voir  inférieur  est  très-grande  par  rajtpori  h la  section 

dit  t'iWau.  Alors  on  peut  négliger  le  rapj)ort  i el  l’équa- 
tion se  simplifie.  • • 

Si  le  tnvau  dc])onche  dans  l'atmosphère,  on  n'a  pas  à 
considérer  ré(|ualio.n  (4) , et  l’on  a f/=:  p^-  réqnalion 
qui  détermine  v est  alors 

• ' r /'  \’  Sl-JL 

h désignant  la  distance  Zn-t-z  du  centre  de  gravité  de 
l’ouverture  de  sortie  au-dessous  du  niveau  du  réservoir. 

Quand  la  longueur  du  tuyau  est  très-grande  jiar  rap- 
port au  diamètre  , la  fpiantité  i -I-  ~ devient  négli- 
geable vis-à-vis  de  et  Ton  a sensihlemenl 


6 «•’  -H  3t  I'  s 


q \y/t 

~v 


Cette  d«-rnière  formule  t^sl  celle  dont  PrOny  s'est  servi 
jMiur  déterminer  cxpérimcntaleineni  les  valeurs  des  coef- 
ficienis  * el  |3.  , . 

.ü.  Alouvemciil  ilc  F vau  dans  /es  ranatix  dèi-oin’ci  Is. 


Afoyc/is  pralirjiivs  de 


s. 


Anus  nous  !>m  ne- 
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roiis  à considérer  un  raual  où,  dans  dans  une  ]oii(;ueur 
considérable , tout  est  idenlicjue  sur  diaque  scclion.  C'est 
ce  qu’on  exprime  d’un  seul  mot,  en  disant  que  le  régime' 
est  établi  dans  l’étendue  que  l’on  considère.  Ceci  suppose 
que  la  section  et  la  pente  du  lit  sont  invariables,  ainsi  que 
la  direction  et  la  vitesse  de  chaque  filet  liquide. 

La  vitesse  varie  d’un  point  à un  autre  sur  chaque  sec-^ 
lion , à cause  du  frottement  des  parois  qui  retarde  les 
couches  adjacentes  et , par  elles , influe  sur  le  mouvement 
des  couches  plus  éloignées.  Néanmoins,  dans  les  calculs 
que  nous  avons  en  vue,  il  sera  permis  de  supposer  à 
tous  les  points  d'une  même  section  une  vitesse  com- 
mune, égale  au  quotient  que  l’on  obtient  en  divisant  le 
volume  d’eau  qui  traverse  la  section  dans  l’unité  de  temps 
par  l’aire  de  là  scclion. 

La  vitesse  fictive  ainsi  définie  se  nomme  la  vitesse 
du  canal. 

Considérons,  .à  une  époque  quelconque,  la  colonne 
liquide  qui  est  comprise  entre  les  deux  sections  extrêmes 
de  la  portion  du  cantil  où  le  régime  est  établi. 

Soient  l la  longueur  de  celte  colonne; 

h la  difl’érence  de  niveau  du  liquide  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne; 

M l’aire  delà  section; 

c la  longueur  développée  du  contour  de  la  section  qui 
est  baigné  par  le  liquide  ; 

f la  vitesse  moyenne. 

La  somme  des  travaux  des  foires  qui  agissent  sur  cette 
masse  liquide  pendant  l’instant  infiniment  jM-lit  dt , doit 
être  nulle,  puisque  l’accroissement  de  force  vive  est 
nul  pendant  le  même  temps.  Or  celle  somme  contient  le 
- travail  de  la  pesanteur,  « vdt.gç,h  j et  en  outre  le  travail 
résistant  de  la  foret!  de  frottement.  Si  nous  admettons  avec 
Prony  que,  dans  le  cas  aelUel , la  foiTe  de  frottement  soit 
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riigin  j)ar  les  lois  qui  coiivienuciil  au  fruUeineni  des 
tuyaux  de  conduite,  celle  force  aura  pour  expression 
p/f  (a  ('  -4-  3 »'  ), 

et  son  travail  sera 

— vdt.flr  (a  f-f-  P 

Il  eu  résulte  l’équation  suivante,  donnée  par  Prony, 

h ci> 

{')  . ^ ar  — ^ = o. 

Cet  ingénieur  s’est  servi  de  cette  formule  pour  déter- 
miner les  coefTicients  a et  |3.  Il  a reconnu  par  plusieurs 
expériences  que,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  si  l’on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a 

a =0,000436,  p = o,oo3o34- 
Ces  valeurs  étant  diflrércn tes  de  celles  »jui  conviennent 
au  frottement  dans  les  tuyaux,  on  doit  en  conclure  que 
les  coeflicients  « et  /3  ne  sont  point  tout  à fait  indépen- 
dants de  la  grandeur  de  la  section  et  peut-être  même  de 
sa  forme;  mais  les  expériences  manquent  pour  assigner  la 
loi  de  leurs  variations. 

Pour  jauger  un  canal,  on  mesurera  les  (juantités  w,  cet 
le  rapport  J)  qui  n’est  autre  que  la  pente  par  mètre  cou- 
rant; puis  on  calculera  e par  la  formule  (i)  :1e  produit  a>v' 
sera  le  volume  d’eau  qui  traverse  la  section  dans  une  se- 
conde, ou  le  du  canal. 

..  On  peut  encore  calculer  la  vitesse  moyenne  e et , par 
suite,  le  débit  du  canal  œ i’,  .à  l’aide  d’une  foi'mule  déduite 
par  Prony  d’expériences  faites  par  Dubuai  sur  de  petits 
canaux  en  bois,  tels  que  ceux  qui  alimentent  les  usines. 
Si  l’on  nomme  t’'la  vitesse  de  l’eau  mesurée  h la  sur- 

f ^ 

face  au  milieu  du  courant , on  a sensiblement 

t-3,.53"  . ■ . • 
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(!(*Ue  rormnle  domio  dvs  résullaLs  nssrz  Salisfalsaiils, 
inctiio  })our  des  canaux  do  grandes  dimensions.  La  viless<- 
i''  SC  mesure  sans  peine  à l’aide  d’un  petit  llottcur  olVrant 
jieu  do  prise  à la  résistance  de  l’air. 

l'.nlin  un  troisième  moyen  de  jaugeage,  (jui  s’applique 
spécialement  aux  cours  d'eaii  peu  considérables,  consiste 
à faire  déboueber  le  canal  par  un  orifice  régulier,  dont  on 
puisse  calculer  la  dépense  par  quelqu’une  des  formules 
les  mieux  véri liées. 

On  pourra,  par  cxemjile,  construire  un  bariage  en 
travers  «In  canal  , et  faire  jiasser  l’eau  sous  une  vanne, 
ou  bien  la  forcer  à couler  par-dessus  la  cicte  du  barrage, 
qui  alors  prend  fc  nom  de  </éeerso/r. 

Dans  le  cas  d'une  vanne  dont  la  levée  excède  i déci- 
mètre, ou  obtiendra  assez  exactement  le  débit  du  canal, 
<•11  multipliant  l'aire  de  rouvcrlure  par  la  vitesse  due  à la 
hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  graviléde  l'ou- 
verture, et  prenant  les  o,6o  du  résultat. 

Dans  le  eas<run  déversoir,  on  mesur<*ra  la  surface  <iu 
re<'langle  qui  a pour  base  la  longueur  <lu  déversoir  et  pour 
hauteur  la  hauteur  du  niveau  du  canal  eti  amont  du  dé- 
versoir au-dessus  de  la  crête  du  barrage^  on  multipliera 
cette  surface  par  la  vitesse  due  à la  hauteur  du  rectangle, 
et  on  prendra  les  o,4<>5  du  résultat.  Le  nondire  ainsi  ob- 
tenu mesurera  approximativement  le  débit  du  canal. 

On  trouvera  ilans  le  lonii’  XIII  du  Jiccueil das S<n>anis 
••trangers  ( Académie  des  Sciences;  prix  de  i85o)  le  dé- 
tail de  nombreuses  expériences  f.n te.s  jiar  M.  l.e.dn  os  sur 
la  dépi'use  des  grands  orilii.es;  c'est  peut-être  le  travail  le 
plus  eomplel  et  le  plus  important  (jui  ait  été  fait  sur  cette 
<piestion. 
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I.os  i-ijiiations  géïK-rales  du  niouvi'iucm  des  lltiides, 
telles  fiu’elles  smU  tloiinées  dans  tous  les  'l'raités  ili;  Mé- 
eaiii({ue,  oui  été  trouvées  par  Kuler  (').  On  ne  saii  les 
inlérrer  que  dans  un  très-petit  nombre  de  eas  partieuliei>. 

sixrnoM  1. 

KeOl'LF-MF.NT  DKS  l.lQl  IDES  DANS  L IIVPOTIlkSE  Ut 
'•  PAnAl.l.kl  lSME  UES  TRA^CUES. 

l.orsqu'ui)  liqnide  renfermé  dans  un  vase  s'éeoult!  par 
un  jietil  oriliee,  on  admet  souvent  (|uC  les  molécules  (jui 
se  trouvent  sur  une  même  iranrlie  liori/.ontale  y restent 
pendant  toute  la  ilutée  du  momemctit.  tant  (jue  la  tran- 
'elie  n’est  pas  très-voisine  île  rorifice;  de  plus,  on  néglige 
'les  vitesses  hori'/.ontales  des  moléeules,  quand  In  section 
horizontale  du  vase  vai  ie  jk-u  avec  la  hauteur  iln  plan  sé- 
cant. 

Ces  suppositions  constituent  Y hj pothcsc  t/n  pnrallv- 
/isnic  fies  tranches.  lillcs  conduisent  à des  formules  qui, 
pour  toute  époque  tant  soit  peu  éloigtiée  de  celle  où  l’écou- 
lemcnt  eoinmeuce,  se  réduisent  aux  formules  du  mouve- 
ment permanent,  avec  celle  dilTérencc  toutefois,  que  la 


W/7M.  !' Acott.  df  Vft'ttêi,  » |>.  ol 
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liaulcur  lin  nivi-un  au-tlessus  ilr  l'orilicc  l-.ai  variable  a\ec 
lu  temps. 

Ainsi,  nommant  w l’aire  de  l'orifii-e,  e la  vitesse  de. 
sortie,  p la  pression  qui  s’exeree  à l’orifiee  du  dehors  au 
dedans  sur  l’unité  de  surface,  w»)  ‘'oi  Po  Ips  quantités 
analogues  pour  la  surface  de  niveau,  z la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l’orifice,  p la  densité  du  liquide,  et 


I U • , • , 

supposant  le  rapport  — assez  petit  pour  qu  on  puisse  ne- 

gligor  son  carré  dans  le  calcul  de  la  vitcssi-  r’,’on  obtient 
les  forimilcs 


lA) 


fi 

•’=  1/  f.  -f-agi, 


(B) 


w r = w,  I',  on  l)icn  <Avtltz=  — 


l.’hyjKithèse  du  parallélisme  des  tranches  a été  intro- 
duite dans  la  théorie  des  tluides  par  Daniel  Bernoulli  ('). 

1 . Un  vase  contenant  un  liquiiie  est  uni  à un  poids  P 
par  un  Jil  sans  masse  qui  passe  sur  une  poulie  Jixe; 
tout  le  système  est  en  mouvement  sous  l'action  de 
la  pesanteur,  pendant  que  le  liquide  s'écoule  à travers 
un  petit  orifice  pratiqué  dans  la  paroi  du  vase.  On  con- 
naît la  forme  du  vase,  et  la  somme  Q,  de  son  propre 
poids  et  du  poids  du  liquide  qu'il  contient  à une  époque 
donnée  i^.  Déterminer,  dans  ces  circonstances,  la  loi  de 
récoulemcnt . 

On  jieut  considérer  le  vase  comme  immohilc,  pourvu 
que  l'ou  regarde  chaque  molécule  liquide  comme  solli- 
citée, non-seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par 
■une  force  accélératrice  égale  et  contraire  à l’accéléra- 


Uf  drodj  tumiiqur i*38. 
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tioii  (lu  syslèino.  Si  l’on  iiuiiiiik’  ()  la  ^omlll^!  du  poids  • ■ 

du  >asi“  ol  du  poids  du  liquide  (jii'il  conlicnt  à une  époque 
(juelconque  / , la  l'orce  aecéléralrice  additionnelle,  pour 
celte  épo([ue,  estimée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  sera 
sensiblement  • ' ■ 

. P-Q  . . 

“p  + q’  • - . 

On  remplacera  donc  dans  la  lormule  (A) , l’atiéléra-  ‘ . 

lion  par  la  somme  . ' ’ 


Q 


Alors,  si  les  pressions  p et  sont  égales,  il  vient 


(') 

et,  par  suite,  (lî) 

'(a)  01,  (/î 


Q 


/ P SZ 


D’ailleurs,  si  l'on  nomme  Zq  la  valeui'  de  z à l'époque 


/»,  on  a 


(3) 


Q=Q^^à' 


•X'"- 


(iz. 


Les  équations  (i),  (a),  (3),  jointes  à l’équalioii  de  la 
surface  du  vase  qui  fait  connaître  oio  en  fonction  de  z,  . 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  eireonstances  de  l’é- 
couleinciit. 

lorsque  Q =■  P,  on  a 

*'=  V'ag’z; 

en  sorte  que  récouleinent  est  le  même  à cet  instant  que  si 
le  vase  était  fminobile.  T 


Digitized  by  Google 


4;>()  ' MÉC.AiMyi  E RA'UO.N  NKLLE.  ..  " 

ïii  l'oii  aMiil  P = o,  1.1  viu-ssc  r serait  tiiille,  le  li(|aide 
ne  s’éroulerait  [wiiii. 

Si  l’on  suppo.sc  P = a:  , il  vient 


2 ; 


■e’est-à-(lirc  tpiP  la  vitesse  (l’éeoulemeiU  est  .à  celle  qui  an- 
■ rait  lieu  à l’étal  de  repos  dans  le  rapport  de  à l’iinité. 


Daniei.  Uernoulli  , Hrtlrndynantique , sect.  XI  , § iq. 


ti.  Démontrer  qu'un  X’ase  cylindrique ,,  rempli  de  li- 
quide et  percé  à sa  hase  d’un  petit  orifice,  emploie  pour 
se  'l’idrr  un  temps  douldc  de  celui  qui  suj/irait  à V écoule- 
ment du  liquide  renfermé  priniilirenient  dans  le  vase , 
si  le  niveau  était  maintenu  constamment  à la  même 
hauteur  par  l'introduclion  d'un  liquide  de  même  densité. 

On  suppose  que  le  liquide  éprouve  une  même,  pression 
. du  dehors  au  dedans  au  niveau  supérieur  et  à l'orifice. 

.’l.  Trouver  tous  les  vases  de  révolution  où  le  niveau 
s' abaisse  de  quantités  égales  dans  des  temps  égaux, 
lorsque  le  liquide  s'échappe  par  un  petit  orifice  et  que. 
l'a.Te  de  ligure  est  yertical. 

Si  l’on  prend  l’axe  des  z dirifjé  suivant  l’axe  de  lévo- 
lution  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  TtHpiation  de 
la  courbe  méridienne  en  cooidonnécs  reeiangulaires  csi 
de  la  forme 

V*  = Z db  h', 

a et  /■'  étant  deux  constantes,  dont  la  dernier»:  est  nulle 
quand  les  pressions  qui  s exercent  du  dehors  au  deilatis 
au  niveau  supérieur  et  à l’orifice  sont  égales. 

Jean  IfrnNoeui  , Oprrn,  I.  IV  , p.  i^8o. 

i Dn  vase  formé  d'upe  demis fhète  et  d'un  pian 
diamétrtil  est  percé  de  di.u.r  petits  orijiecs  égaux , I tin 
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situe  au  sommet  de  la  surface,  courbe,  l’autre  situé  sur 
la  base.  Ce  vase,  étant  exactement  rempli  d’un  liquide 
et  placé  dans  l'atmosphère , peut  se  vider  entièrement, 
soit  parle  premier  orifice,  soit  parle  second,  suâ’ant 
la  position  fixe  qu'on  lui  lionne.  On  demande  le  rap- 
port des  temps  nécessaires  à f écoulement  complet  dans 
CCS  deux  hypothèses. 

Soient  A le  temps  nécessaire  à l’écoulement  complet 
par  l’orifice  pratiqué  au  sommet , et  B le'  temps  nécessaire 
à l’écoulement  complet  par  l'orifice  pratiqué  dans  la  base. 

On  trouve  . . , . 


• Kncycl.  Metrop.  Mix.  Sc.,  t.  I , p.  7.0 f 


SECTION  II.  • 

OSCILI.ATIOHS  d'cN  liquide  RENFEltMÉ  DA^S  UN  TUBE. 

Nous  négligerons  ici  le  froitemenl  du  iluidc  contre  les 
parois  du  tube,  et  nous  supposerons  que  le  mouvement  a 
lieu  par  tranches  perpendiculaires  à l’axe  du  tube,  de 
manière  que  chaque  tranche  reste  composée  des  mêmes 
molécules  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

1 . Tmuver  la  loi  des  oscillations  d’une  colonne  liquide 
pesante,  qui  est  renfermée  dans  un  siphon  formé  de 
deux  tubes  verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de 
même  diamètre . ' , ^ 

Soient  P la  densité  du  liquide,  w Faire  de  la  section  du 
» tube,  l la  longueur  de  la  colonne  oscillante,  et  z la  hau- 
teur du  liquide  dans  l’une  des_ branches  verticales  au- 
dessus  du  niveau  qui  convient  à l'équilibre. 

La  force  motrice  clVeciive  est  oto  l—r~'>  la  force  motrice 

‘ fin 

II.  • • .32 
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appliquée  est  — apcogz.  Donc 


rl'z 

'tir 


* = Aros  (^y/îi,  + By 


A et  B désignant  deux  conslanles  arbitraires. 

Si  1 on  comj)tè  le  temps  à partir  de  l'instant  où  une 
oscillation  commence,  et  <juc  Ion  nomme  la  valeur 
imtialc  de  z vient  • " 


5 = COS 


La  durée  de  roscillaiion  est 


; elle  est  la  même 


‘ ” v/"' 

V 2g- 

que  pour  un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  égale 
à la  demi -longueur  de  la  colonne  liquide. 

Newton  donne'  cette  loi  dans  ses  Principes  (lib.  II, 
prop.  44  ? 4-t  ot  46)  : puis,  assimilant  les  oscillations  de  la 
mer  à celles  de  I eau  l enf’ermee  dans  un  siphon*  il  en  con- 
clut qu’une  vague  parcourt  la  distam  e qui  la  sépare  de  la 
vague  sui^ante,  à peu  près  dans  le  même  temps  tpi’un 
pendule  d une  longueur  égale  à«elte  distance  accomplit 
une  oscillation  ; d où  il  suit  que,  si  l'on  nomme  / la  dis- 
tance de  deux  vagues  consécutives,  la  ^vitesse  des  vagues 

est  sensiblement  - \j'g(.  * • 

2.  Troià  cr  la  loi  des  oscillations  d' un  liqùide’pesanl 
renfermé  dans  un  tube  de  section  variable. 

.Soient 

P la  densité  du  liipiidO;  • . 

P la  pression  rapportée  à l'unitéde  surlace  sur  une  sec- 
tion de  la  colonne  liipiide^ 
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0)  l’aire  de  cette  section  ; 

A*  la  vitesse  du  liquide  suivant  la  normale  à cette  sec- 
tion : 

s l’arc  de  la  courbe  que  forme  l’atcedu  tube,  compté  de» 
puis  un  point  fixe  jusqu’à  la  section  considérée; 

Z la  hauteur  de  l’extrémité  de  l'are  s au-dessus  d’un 
plan  horizontal  fixe. 

Considérons  la<pclite  portion  du  liquide  qui  est  com- 
prise entre  les  sectiqns  faites  aux  extrémités  des  ares  s 
et  s -f-  fis.  J ' . 

Les  forces  appliquées  doivent  faire  étjuilibre  aux  forces 
cfl’ectives  prises  en  sens  contraire.  Or  la  somme  des  forces 

appliquées,  projctécs'sur  la  tangente  à l’axe,  est 
« .> 

• dp  , dt  . 

, ' ' t *■ 

la  force  elïective,  estimée  suivant  la  même  direction,, 
est  le  produit  de  la  masse  puxis  par  la  dérivée  totale  de 
la  vitesse  prise  relativement  au  temps,  savoir 


(iv  f/s  fiv 

fts  fit  fit 


f/y 

t/s 


c/v 

Jt' 


Nous  avons  donc  l’équation 


V 

- -î 


du  dz  dv  dv 


= O.  . 


Si  nous  intégrons  dans  l'étendue  de  toute  lu  colonue  li- 
quide, ctrnommaiit  /)',  z \ »>',  5',  o)'  et  p" , z",  e",  s", 
les  valeurs  des  (]uautités/>,  z,  s,  w aux  deux  exiréniilés 
tie  la  colonne,  il  vient  ^ 

//  g — z")  c’’ -?  { = 0 . 

• ' ’ ' • • 4 t/ 1" 

32  . 
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OU  bien,  d’après  lès  relations 


uiV  V =:  w‘  (• 


et  r = — 


ds* 

di' 


/>'  -Z’"  + ^P(  ^ P ^ - ^.) 

' ,d’s\r'ds 

« . * 

* 

Les  presslous  extrêmes  p\  p",  la  forme  du  lObe  et  le  vo- 
lume du  liquide  étant  connus,  les  quantités  z',  z”,  w',  u" 
r'  ds  * *,  ’ 

et  l’intégrale  j ^ pourront  s’exprimcren  fon_ction  de  la 

seul^  variable  / ; alors  l’équation  difTérenticlle  ne  con- 
tiendra plus  que  les  variables  / et  t ; il  sulbra  de  l'inté- 
grer pour  connaître  le  mouvement.  * .•  ,* 

Supposons,  comme  exemple,  qu’il  s'agisse  des  oscilla- 
tions du  mercure  dans  un  baromètre  à siphon.  Prenons 
l'origine  des  distances  z et  des  arcs  r , à la  hauteur  où  s’é- 
lève lemercure  dans  le  tube  scellé  quand  l’équilibre  a lieu, 
ces  distances  et  ces  arcs  étant  comptés  positifs  loi-S(ju’on 
s’élève  sur  ce  tube.  Nommons  l' la  longueur  de  la  colcfnnc 
à petit  diamètre  et  l”  celle  de  la^colonueà  grand  diamètre 
dans  l’état  d’équilibre,  et  supposons  en  général  que  les 
lettres  simplement  aceentuées  se  rapportent  au^  niveau 
supérieur  et  les  lettres  doublement  accentuées  au  niveau 
inférieur.  •.  • 

Uviefvt  ' * . 


P = 0| 


s'  I J 


Y*"'-— ‘ 
Y.;  " ~ 


('  - '4.  *' 
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d'üù  résulte  rénûalioiî 


5oi 


w'  \ ' , ^ > ■ • •'  ’ ■ 

— ü-  . 

W y ■ 


Si  les  oscillations  sont  très-petites,  nous  pouvons  né- 
gliger les  termes  du  second  degré  par  rapport  à 2'  et  à ses 
dérivées;  l’intégrale  est  alors  " » ,.  • • . • 

2'’=Acos[y/f/;;^|/-f-B], 

. ^ . 

A,  B désignant  des  constantes  arbitraires.  ^ 

Si,  de  plus,  la  section  w'  est  beaucoup  plus  petite  que 
la  section  'j)",  la  valeur  de.  z'  se  réduit  approximative- 
ment à 


1 — cos 


Dans  ce  Qas,  la  durée  des  oscillations  est  sensiblement  la 
raême<iue  pour  un  pendule  simple  de  même  longueur  que 
la  twlomie  au  petit  diamètre. 

Celle  deniière  formule  convient  encore  au  cas  où  le 
tube  aurait  partout  même  section,  quelle  que  soit  d’ail- 
leurs l’amplitude  des  nscniations.  : 

^ » 

Edleb,  îiovi  Comment.  Acad.  Petrop.,  1770,  p.  219. 

3.  Trouver  la  loi  des  petites  oscillations  de  la  colonne 
lUndde,  dans  la  therinoinètre  diU'érentiel  de  Lfisliextt  dans 
le  tlierinoscope  de  Rumford. 

Soient  < , ‘ » • . 

fl)  l’aire  de  la  section  du  tube;  * • ■ 

l la  longueur  de  la  colonne  oscillante; . , • 

V le  volume  d'air  renfermé  dans  l'appareil  de'chaque 
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côté  de  la  colonne  liquide , quand  cette  colonne  est  en 
équilibr*';  • • 

h la  hauteur  de  la  colonne  liquide  qui  produirait  une 
pression  égale  à celle  qu’exerce  l’air  intérieur  dans  l’état 
d’équilibre  ; « , ' * ‘ 

s le  chemin  parcouru  par  la  colonne  licpiidc  à partir  de 
sa  position  d’équilibre. 

Pour  le  thermomètre  de  Leslie,  on  a l’équation 

rfr*  ^ ^ \ V wi  V — wi 

Si  l’on  suppose  les  oscillations  très-petits,  leur  durée 
est  celle  des  oscillations  du  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait 

H- V)' 

* “ * . 

Pour  le  thermoscope  de  Ruinford,-on  a l’équation 


JV _V \ 

dfi  ^ V — us) 

• - • . 

Si  l’on  suppose  les  oscillations  très-petites,  on  trouve 
que  la  longueur  du  pendule  synchrone  est 

• . 

y /V  / . 

- •>  S • •* 

■ . . ' a/i« 

• ' • A ^ ■ W.  W. 
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CHAPITRE  III. 

ACTION  DES  IT.flDES  EN  MOUVEMENT. 


SECTION  T, 

. PHESSIOA.  t • * 

•% 

*0(1  atImiT  ordin.iiiemenl  que  la  j)rcssimi  normale  qui  ' 
s’exerce  entre  un  fluide  et  un  corps  dan.s  leur  niôuve-  . 
tuent  relatif  est  égale,  sur  cha(|ue  élément  de  la  surface* 
choquét;  directement  parle  Iluide,  au  produit  de  cct  élé- 
ment, par'  une  constante  A,  par  la  densité  du  fluide,  et 
par  le  carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  nor- 
male .à  l’élément  considéré. 

Si  l’on  prend  respectivement  pour  unités  de  temps,'de' 
longueur  et  de  forcc,-la-seconde,  le  métré  et  le  kilogramme, 
en  sorte  que  la  densité  du  fluide  soit  le  (juotient  que  Ton 
obtient  en  divisant  |)ar  le  nombre  g le  poids  d’un  mètre 
cube  de  cc  fluide  exprimé  eu  kilogrammes,  les  expé- 
riences faites  sur  les  projectiles  donnent  en  moyenne 

X=0,72. 

Nous  appli<{uerons  'cette  loi  ; et  de  plu»  nous  cherche- 
rons h déterminer  directement  la  pression  dans  quelques 
cas  simples,  à l'aide^dc  principes  incontestables. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  a vivement 
préoccupé  les  géomètres  du  dernier  siècle.  Newton  le 
premier,  , puis  les  liernoulli , d’Alcinbert  et  d'autres  ont 
.beadcOu|i  travaillé  sur 'cette  tjuestion  ; mais  leurs  edorts 
ont  eu  peu  de  succès.  La  théorie  reste  encore  presque 
tout  entière  à trouver.  .• 

1 . Dc/crinmcr  (c  sommet  du  cône  droit  auquel  doit 
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appartenir  un  tronc  dont  on  connait  la  hauteur  et  la 

grande  base,  pour  (pic  la  pression  exercée  sur  la  petite 

base  et  sur  la  surface  convexe,  dans  le  sens  de  l'axe,  par 
lin  fluide  qui  se  meut  dans  la  m<"me  direction,  soit  un 
minimum.  ‘ 

* t * ' 

Soient  V la  vitesse  du  fluide,  p sa  densité,  h la  hauteur 
du  tronc  de  cône,  a le  rayon  de  la  grande  base,  h celui 
•de  la  petite  base  et  « l’angle  des  génératrices  avec  l’axe. 

La  pression  exercée  sur  la  petite  b;ise  est 

. • Xfc'.jrô’.  ’ * 

t ^ ^ • 

• La  pression  normale  exereçe  sur  la  surface  convexe  est 

le  produit  de  l p e*  sin’a  par  l’aire  de  la  surface;  par  ton- 
séi)ueiit,'  la  composante’ parallèle  .à  l’axe  est  le*produit  de 
kfjV^  sin*3£  par  la  projeelioû  de  la  surfact;. courbe  sur  le 
plan  de  la  base,  c’cst-.à-dirc  ^ • • 

• 1 , / P c’ sin’ â .it  (a’ — b']. 

La  somme  de  ces  deux  pressions  est  le  produit  d'une 
([uanlité  donnée  et  du  binôuie 

' u'sin'  a 4-  6’  cos’  a 

• * 

Il  s’agit  de  déterminer  x par  la  condition  que  ce  binôme 
soit  lin  maximum. 

Remplaçant  h cosa  par  sa  valcdr  a cosa  — h sin  a , et 
égalant  cà  zéro  la  dérivée  relative  à «,  on  trouve 


a cot  « = - /i  -f- 

• • 2 

Cette  éijuation  exprime  que  le  sommet  du  cône  et  le 
contour  de  la  grande  base  sont  à. égale  distance  du  point 
milieu  de  la  droite  qui  joint  lès  centres  des  deux  bases. 
.Newtos  , Ptiiiripiii,  lib.  11  , prop.  34  > scliol. 

2.  Trouver  toutes  les'  surfaces  /Te  l'évolution  qui 
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jouissent  fie  cette  proprictè , qu’un  fluide  animé  d'une 
^\itesse  parallèle  à l’axe  de  figurb , exerce  dans  la  même 
direction , sur  la  portion  de  surface  comprise  entre  dcwr 
parallèles  quelconques , une  pression  qui  soit  un  mi- 
nimum. 

L’axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x,  la  pres- 
sion exercée  dans  le  sens  de  l’axe  est  proportionnelle  à 
l’intégrale 


eljr> 


prise  entre  des  limites  constantes. 

Il  s’agit  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre' 
y et  X pour  que  cette  intégrale  soit  un  jniuiuuini«^ 

Ce  problèum  se  résout  par  ’lc  calcul  des  variations*, 
^lous  considérerons  x et  y commij  des  fonctions  d’une 
variable  indépendante  choisie  à volonté.  Nous  u’aurons 
rien  <à_  changer  daus  la  fonction  comprise  sous  le  signe 

/>  puisqu’elle  ne  contient  que  des  différentielles  pre- 

mières.  St)ienl  L,  U,  M et  .M'  les  dérivées  partielles  de, 
cette  fouclion  prise  par  rapport  à xfy,  dx  et  dy. 

• 'î.ics  équations  do  la  courbe  génératricctscroul  ^ 


(0 

t2) 


I.  — rfM=o,  , 

V—  <m'=o. 

• • 


<r 


Or,  si  l’on  pose  ■=  p,  on  trouve 
dx 


L = o, 


2 rp' 


L': 


tlx , 


H 

(•  +p’Y 


«o6  MÉCANIQUE  JVATI ON  NF.LLE. 

D’après  CCS  valeurs,  la  formule  (i)  donne  immédialenieiit 

(3)  2^7»' = <7  { 

a désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  nouvelle  étjuation  permet  d’éliminer  y de  la  va- 
leur de  M',  en-  sorte  <jue  l’on  a 


2 P 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  L'  dans  la'for- 
inule,(2) , il^vieut  - ' . ' • 


• Cette  équation  est  vérifiée,  soit  par  p — o , ce  qui  re- 
présente un  cylindre,  soit  par 


‘(4)  = i + + 

••  a - ^ 

b désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

0(viqions-nous  de  cette  dernière  solution  seule  iiilé- 
i-essaiiie.  - * 

Si  l'on  éliminait  />  entre  les  équations  (3)  et  (4),  on 
aurait  l’équation  finie  de  .la  courbe  génératrice  j mais 
c(;lte  éliinination'*u’ est  point  nécessaij-e  j)our  trouver  la  , 
forme  de  la  courbe. 


Remarquons  d’abord  que 
l’on  peut  supposer  la  con- 
stante a posilis/;^  sans  nuire 
à là  généralité  de  la  solution; 
car  le  signe  de  cette  constante 
ne  dépeud  ({ue  du sctis  suivant 
lc(|uel  on  compte  les  coinalon- 
nées  positives.  La  constante  b 
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dépend  du  point  de  l’axe  de  révolution  qui  est  pris  pour 
origine  des  coordonnées  ; on  peut  donner  à celte  constante 
telle  valeur  que  l’on  voudra , sans  que  la  forme  de  la 
courlK'  soit  changée.  . 

Ceci  posé,  l’é<[ualion  (3)  peut  s’écrire 


(5) 


r 

p'  — 2 + + I = O. 

a 


Pour  une  valeur  positive  de  ~ celte  équation  ne  peut 

pas  être  satisfaite  par  des  valeurs  négatives  de  p.  Lorsque 

- est  supérieur  à 2,  la  valeur  p =zi,  substituée  dans  le 

premier  membre,  donne  un  'résultat  négatif;  donc  il 
est  alors  doux  valeurs  positives  de  p qui  vérilient  l’équa- 
tion. La  règle  de  D<‘scartes  montre  qu’il  n’y- en  a jamais 
un  plus  grand  nombre.  Les  valeurs  de  x qui  correspon- 
dent à ces  deux  valeurs  de  p sont  réelles,  d’après  l’étjua- 
tion  (4)-  Donc  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  in- 
iinies.  ♦ . ^ . , ' • 

Lorsque  ^ est  très-grand,  les  valeurs  p p = y/j 

rendent  négatif  le  premier  membre  de  l’équation  (5);  on 
^çn  conclut  (pie  les  d(;ux  valeurs  correspondantes  de  p sont 
l’une  très-grande,  l’autre  très-petite.  C’est-à-dire  que  les 
dcuxbranches,  à mesure  qu’elles  s'éloignent,  tendent  à 
devenir  parallèles , l’une  à l’axe  des  / , l’autre  à l’axe  des 
X.  Elles  n’admettent  point  d’asymptotes  , car  x converge 
• vers  l’inBni  lorsque  p augmente  ou  diminue  indéfiniment. 

Chacune  des  dérivées  n’est  annulée  que  par 

une  seule  valeur  positive  de  p~,  'et  cette  valeur  est  la 
même  pour  les  deux  dérivées,  savoir  p — - v^3.  La  valeur 


4 


j8 


" V 8 

correspondante  de  - est  — p 
* « 3 ^3 


MÉCAMgVE  HATIOKMELLE.  I 

Celle  valeur  rend  égales  les 


deux  racines  réelles  de  l’ équation  (5).  Comme  alors  il  ne 
répond  aux  deux  racines  qu’une  seule  valeur  de  x,  il  s’en- 
suit que  les  deux  branclies  delà  courbe  viennent  se  toucher 
l’une  l’autre  en  un  point  A ; à ce  point  leur  inclinaison 
sur  l’axe  des  x est  de  6o  degrés.  En  outre,  la  courbç  n’a 
jtas  de  points  d’inflexion.  Le  point  A est  un  j>oint  de  re- 
broussement, car  l’équation  (5)  n’est  vérifiée  par  aucune 

y . ' . 8 

valeur  réelle  de  p lorstiue  - est  inférieur  à — — • Ce  poiut 

« 3 v^3  ■ 

de  rebroussement  est  du  preinÛT  genre,  puisque,  .à  partir 
de  ce  point,  p croit  sur  l’Une  des  branches  et  décroit  sur 
l’autre.  » ' ^ * • 

La  plus  petite  valeur  de  y,  ne  peut  être  Uulle^ 

car,  si  l’on  fait  n = o , la  surface  se  réduit  a un  plan  jKîr- 
pcndiculaire  <à  l’axe,  et  alors  la  pression  est  évidemment 
un  maximum,,  et  non  un  minimtim.  Il  suit  de  là  <]ue  la 
surface,  de  moindre  pression *-ne  peut  jamais  ^recouvrir 
entièrement  le  cercle  <]u’ou  obtient  en  la  coupant  par 
un  plan  perpendiculaire  à l’axe..  Mais  on  peitl  faire 
en  sorte  que  l’ouverture  centrale  soit  aussi  petite  "que  l’on 
veut.  Il  suffit  pour  cela  de  donner  à la  constante  a une 
valeur  très-petite.  Celle  faible  jt'alcur  de  la  constànle 
n’crapèche  pas  la  surface  de  s'étendre  indéfiniment  eij 
longueur  cl.  Cn  largeur;  car  quelque  petite  que  soit 
cette  constante,  pourvu  qu'elle  ne  soit  point  nulle,  on  j- 
peut  toujours  assigner  une  valeur  de  p suffisamment 
gràndc  pour  que  x et  / dépassent  toute  quantité 
donnée. 

Ce  problème  est  l’un  des  premiers  exemples  du  calcul 
d»'s  variations  (|iie  l’on  reiicoiilrc  dans  les  écrits  des  géo- 
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/nètrfs  du  deriii»:r  siècle.  C’est  à Newton  (')  que  l’on  .en 
doit  la  première  solution;  il  énonça,  sans  la  démontrer, 
la  propriété  des  tangentes  représentée  par  l’équation  (3). 
Plus  tard  Falio  Duiller.(’j  donna  une  démonstration  ana- 
lytique,, mais  elle  est  fort  compliquée.  L’ilùpilal  (*)  la 
simplifia  beaucoup.  Jean  Bernoulli  (‘j  se  consola  de  n’a- 
voir pas  été  Je  premier  à résnuA-e  cette  intéçessante  ques- 
tion, en  se  récriant  sur  la  facilité  du  problème,  qu'il  dit 
avoir  trouvé  sans  plume  ni  papier  pendant  qu’il  reposait 
sur  .son  lit.  ^ * - , 

On  trouve  dans  lé  Traité  rfu.i>ae/Ve,  de  Bouguer,  et 
aussi  dans  les  Mémoires  de  T Académie  des  Sciences  de 
Paris , pour  l’annép  »733  , la  solution  d’un  problème  du 
itÿime  genre  que  celui  qui  nous  qccupc  Une  hase  qui 
çft  eitposée  au  choc  d'un  fluide  étant  donnée,  trom^r  le 
conoïde  dont  il  faut  la  couvrir  pou^quê  l’impulsion  soit 
la  moindre  qu’il  est  possible.  Bouguer  «nl!énd  Irî  par 
conoïde  une  surfice  telle,  qtic  les  sections  parallèles  à la 
Ijase  soient  sembrables,  cl  soient  percées  eu  des  points  ho- 
mologues par  une  môme  perpendiculaire  à la  base;  cette 
^dijgilc  est  celle  qu’â  uoninie  l’«^  du  conoïde.  Il  alTive  à 
ce  résultat  digne  de  rema^ue,  que  le'conoïdc  de  moindre 
* résistance  au  mouTemènt  Suivant  l’axe,  est'Sussi  «elui 
pour  lequel' la  insistance  suivant  l’axe  est  un  iniuiinum 
quand  le  mouvemenfast  oblique;  et^ spécialement,  si  la 
base  est  un  dcinwercle  et  que  l'aie  passe  au  centre,  la 
résis|Lance  totale  eSt  un  minimum  quel  que  soit  le  nlou- 


>cmenf. 


(')  l'rincipia,\i\>.  II,  proj).  3.'|,  schtJ. 

(*)  l)p jnu! o^um  incUnaiion^^/ructiferas  ad  arbores  susttaeiylas;  Londres, 
^ . * • 
(*)  Wrw.  de  l'Aead.  des  Sc.  de  Paris,  p.  107. 

J rruditorum,  1^99,  p.  1700,  p,  70S. — Oprro^  l..|,  p.  307 
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3.  Déterminer  la  J i gare 
d'équilibre  que  prend  une 

masse  liquide  placée  entre 

un  P loti  horizontal  H , un 
plan  vertical  V et  deux 
‘ I ^7  * jdans  M,  M' pcrpendicu- 

xl  ^ • l aires  aux  premiers,  lors- 

qu elle  est  soumise  à l’action  d'un  courant  d’air  dirigé 
perpendiculairement  au  plan  ^ . 

Il  nous  sufiit  de  déterminer  la  section  AP  faite  dans 
la  surface  libre  de  la  masse  liquide  par  un  plan  parallèle 
au\  deux  plans 'îM,  M'.  Prenons  l’origine  des  coordon- 
nées au  sommet  A,  l’aie  des  x dirigé  dans  le  sens  de  la 

pesanteur  l’axe  des  jr  dirigé  en  sens  contraire  du 
» ». 
courant.  ^ 

Soient  s l’are  de  la  courbe  AP  compté  à partir  du 
point  A,  a la  densité  dulitpiide,  P sa  pression,  e la  x ilesse  ' 
du  courant,  p la  densité  de  l’air  et  A la  constanto  définje 
dans  les  préliminaires.  * '' 

La  pression  étant  nulle  au  sommet  A,  on  a,  sur, un 
point'  qnelcon(|ue  P de  la  courTxe,  en  vertnidela  jicsan- 
*teur  du  li(iuide, 

p=gex.  , 

<• 

Au  même  point,  la  pression  exercée  par  le  courant  d’air  est 

. kJ/ii]'.  : .. 

• \ ds  / - ^ 

• • 

Figalant  ces  deux  prèssions,  et  posant,  pour  abréger. 


il  X ient 


, d.r' 


Digitized  by  Google 


HYUROIlYNAMIQtlE.  5ll 

OU  bien 

: ' <lr  = 

Celte  wjuatioii  a pour  inlétirale,  comme  l’on  sail , 

I a — X 

y ■=  V 2fijr  — .r’  -f-  « arcoos 

On  n’a  joute  pas  de  constante , parce  que  la  courbe 
passe  à l'origine.  ^ 

La  surface  libre  du  liquide  est  donc  une  surfaee  cylin- 
drique qui  a pour  base  une  cycloïde  ; le  rayon  du  < ercle  . 

générateur  de  la  cycloïde  est 

Euler,  h qui  nous  empruntons  ce  problème,  a consi-<i 
(1ère  le  cas  où  le  courant  d’air  est  incliné  à l’horizon. 

Euler,  Acla  Jedd.  Petrop  1777,  part.I,  p.  190. 

■4.  Dctcniiiner  la  forme  et  le  mouvement  d’une  bulle 
qui  s'élève  à travers  un  liquide. 

'■  (J  Soient  QQ'  le  niveau  du  Kquidc, 
j AB.V  un  demirméridien  de  la  bulle.- 

i Prenons  pour  axe  des  x l’borizon- 

‘j  taie  OX  qui  passe  au  point  B oiï 

I * la  tangente  au  méridien  est  ver- 

r lieale.  Nommons 

“p;;  ÿ'f  Ÿ J' la  hauteur  au-dessus  de  èct  axe 
e d’un  point  P apparlenai>t  à la  bran- 

i-be  supérieure  de  la  courbe  méridienne; 

y'  la  distance  au  même  ave  d'un  point  P' de  la  branche 
inférieure; 

A la  distance  OA  ; 

A'  la  distance  OA'  ; 

5 l’a  IC  A!'; 
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Z k distance  du  jioiiU  O au-dessous  du  niveau  QQ'  ; 

e la  vitesse  du  point  O ou  — — ^ ■■ 

P la  densité  du  liquide  ambiant; 
a celle  de  la  bulle. 

iVous  admettrons  que  la  pression  exercée  par  le  liquide 
ambiant  sur  chacun  des  éléments  de  la  surface*de  la  bulle, 
est  égale  à la  pression  qui  aurait  lieu  si  la  bulle  était  en 
repos,  plus  la  pression  due  à la  vitesse  relative.  Nous 
supposerons,  comme  à l’ordinaire,  cette  seconde  partie 
de  la  pression  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
De  plus,  comme  la  bulle  se  déforme  lentement,  nous 
pourrons  admettre,  sans  grande  erreur,  que  chaque  point 
de  la  surface  est  animé  de  la  jnôme  vitesse  que  le 
■point  O.  * 

Ceci  posé,  nommant  A la  constante  dé^nie  dans  les 
préliminaires,  les  pressions  normales  exercée#  aux  points 
B,» A,  P;  rapportées  à l’unité  de  surface,  seront  resjÆcti- 
vement 

r4c* 

gp^>  ep(^—  1’]  + — 

Or  la  pression  au  point  P est  égale  à la  pression  au 
poiut  A,  plus  la  pression  duc  à une  colonne  fluide  de 
tiièmc  nature  (jue  la  bulle  et  d’une  hauteur  égale  h la  dif- 
férence de  niveau  b — y.  On  a donc 

4 ^ 

gp(i  —y)  P'’\jj,  = gp(^—  b}-h  ç’-t-  ge(b  — r)- 

De  mime,  en  comparant  les  pressions  exercées  aux  points 
P et  B,  on  trouve 

(.')  gp[-  — r)-^^p<-''jj,  = gp*  — s<’y-  ' 
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'Ces  équatîoiJS  clonnenl  les  suivanics  ; 


, dx'  . 

La  dernière  moiiire  que  la  branche  supérieure  APBcst 
line  dcini-cycloïde,  engendrée  pac  un  cercle  de  diamètre  h 
roulant  sur  niorizoutale  OR. 

Considérons  dans  la  bulle  un  lîlet  vertical  PP'tle  tres- 
pelite  section  o).  Le  poids  de  ce  lilcl  est  [y  +/")» 
la  pression  <|u’il  supporte  au  point  P dans  le  sens  de  la 
pesanteur  est  (i)  '’l  pression  verticale 

qu’il  supporte  au  point  P' est  o)gp  ; donc  la  force 

accélératrice  qui  tend  à le  soulever  a pour  valeur 

O — * 


On  trouverait  de  même,  pour  l’expression  de  la  force 
accélératrice  qui  tend  à soulever  le  filet  central  AA', 


0 ^ ff  h' 


T Ù h' 


Les  accélérations 'verticales  des  diverses  moléenles  de 
la  bulle  étant  peu  différentes  les  unes  de.s  autres,  on  petit 
égaler  les  forces  accélératrices  des  deux  filets.  11  en  résulte 
l’éqnation  du  mouvement,  , 


rfc 

dt 


et  aussi 


■L 

Y 


■J7 

■ h -+■  (/' 

_//  ■ ■ 

~ V 


On  voit  par  cette  dernière  relation  <pic  la  branche  inf 
II.  . . 33 


5l4  ■ MÉCAHIQL'E  H\TIO?iNELLE. 

rit’urc  A'I^B  est  une  (Jomi-ry<  loulc  dont  les  ordonnées 
verlieales  ont  été  diminuées  dans  un  inèmc  rapport. 

Il  reste  à déterminer  la  fpanlité  h' . On  y parviendra 
en  égalant  la  m.issc  connue  do  la  bulle,  M,  au  produit  de 
la  densité  o et  du  volume*calculé  en  fonction  de  h'  à l'aide 
lies  éipiaiions  de  la  eniirbe  méridienne.  L'équation  est 

ni  . ^ 

{y  + y)xdx. 

I 

Remplaçant  par  y J,  y pic  -(i-+-cosw),  x par 

- (ù)  + sin'i)),  et  intégrant  par  rapport  à w entre  les  li- 
mites o et  7t , on  trouve 

M “ + 6')  ^ , 

et , par  suite,  - . ' ' . 


D’après  cette  valeur  et  celle  de  b , l'équation  du  iiiou- 
vemeut  devient 

â 

dv P — a icÿ  k'  / 3 n’  ‘ \ c 

dt  ^ 1 Mg’(p  — t;’\  i6  3/ ' ■ 


Si  la  bulle  est  liquide,  l’équation  est  de  la  forme 


dv 


A et  15  désignant  des  constantes.  On  sait  l'intégrer  une 
première  fois  en  quantités  finies. 

Si  la  bulle  est  gazeuse , on  devra  po.ser  ï = hz,  h étant 
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Hz 


une  eonst.iule,  puis  reinplfieer  i'  par  — alors  on  aura 

une  «pialion  <lii  second  ordre,  où  ne  ligureronl  que  les 
variables  z e^  t. 

■ Maupi'riuis  (*)  atlvieriiiiné  le  mouvement  d’une  bulle 
d’air  en  la  supposant  sphérique.  Celle  hypothèse  élanl 
certainement  bien  éloiguth;  de  la  vérilé,  l'Académie  de 
. Bruxelles  considéi-a  le  problème  comme  non  résolu  , et  h; 
mit  au  concours  p(jur  rannée  1 8a8. 

Pacani,  yon/77rt/de  M trelle,  t XI,  p.  384»  i834- 

5.  On  siifjpo.ie  un  Iit^uiriv  OH  ÎUahl  soiix  l'action  tic  la 
pesantew,  dans  un  siphon  (jui  est  formé  de  deux  tubes 
' verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de  môme  dia- 
mètre. Il  s’agit  de  démontrer  que  la  pression  moyenne 
exercée,  jtendant  chaque  oscillation  J sur  un  élément  de 
la  paroi  du  tube  constamment  en  contact  at>ec  le  liquide, 
est  inférieure  à celle  qui  s’exercerait  sur  le  môme  élément 
si  la  colonne  liquide  était  en  repos. 

On  entend  par  pression  moyenne  exercée  pendant 
une  oscillation,  le  rapport 


,.T 

I ' 


pdt 


T • 


OÙ  P rcpivsente  la  pression  à l'époque  t,  et  T la  durée 
d’une  oscillation . • 

Soient  p la  densité  du  liquide; 

/ la  longueur  de  la  colonne; 

Z la  hauteur  du  li(|uide  dans  l’uDe  des  branches  vcrli- 
<‘alcs  au-dessus  du  niveau  fjui  convient  à récjuilibre; 
h la  distance  de  l’élcim'iU  considéré  an  même  niveau 


Métr,  de  llAciuL  des  Sc.  de  Paris,  1733,  p.  '«.Su. 
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(l’éijuilibre , cotte  distance  étant  comptée  positive  au- 
dessous  du  niveau;  ' ' 

Co  la  valeur  de  z au  coinmencenicnt  de  chaque  oscilla- 
tion. ' 

D’après  le  |)rincipe  de  d’Alembcrt,  et  on  supposant  que 
le  niouvomont  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires  à 
l’axe  du  tube,  la  porlion  de  la  colonne  liquide  (pii  se  ter- 
mine vers  l’éléimuit  considéré  doit^ètre  on  équilibre  sous 
les  actions  réunies  do  la  pression  p ipii  s'exerce  sur  la  base, 
du  poids  de  la  redonne  verticale  située  au-dessus  de  1 élé- 
ment (/a,  et  d’une  force  égale  et  contraire  à la  lorec  ac- 
célératrice do  la  inCmc  colonne  vm'iicalc.  • 

On  a donc  réqtialioii  * 

P = s?  {>>  + ^) -+■  .. . • 


En  outre,  on  a trouvé  précédemment  (page  ) , 


Si  le  lii[uido  était  en  repos,  la  prt'ssion  moyenne  serait 
donc,  par  le  fait  même  dus  oscillations,  la  pression 
moyenne  est  diminuée  de 
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M.  Anatole  de  Calipny  (')  a eoiistruit  sur  ce' principe 
un  appareil  très-simple,  composé  de  deux  tubes  seule- 
meni,  (|ui  est  capable  d’élever  l’eau  à une  petite  hauteur, 
par  l’ellet  d une  agitation  irrégulière  produite  dans  le  li- 
■<(uidi!  du  réservoir  supérieur.  C’est  l'iicore  dans  ectie  di- 
ininulion  de  pression  occasionnée  par  le  mouvement  du 
lii)uide,  ijue  M.  de  Caligny  trouve  l’explicalioii  de  ce  fait 
singulier,  (|Uü  certains  cours  d’eau  du  littoral  se  jettent 
dans  la  mer,  selon  toutes  les  apparences,  bien  (|ue  leur 
niveau  soit  moins  élevé  f[u’clle. 

CoMBKS, /o«r/?rt/ de  M.  Lioiiville,  t.  VllI,  p.  rjo  ; i843. 

B.  Calculer  directement  la  pression  totale  exercée 
contre  les  parois  d'un  luhe,  dans  lequel  se  meut  un  li-  ^ 
quide  sous  l’action  de  forces  quelconques , en  supposant 
que  le  mouvement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires 
à Taxe  du  tube. 

Rapportons  le  systent»;  :i  trois  axes  rectangulaires. 

. Soient 

X,  y,  Z les  coordonnées  d’un  point  de  la  courbe  qui 
forme  l’axe  du  tube-, 

s l’arc  de  celle  courbe  (|ui  se  termine  au  point  (x,  y,  z)  ; 

a l’angle  que  la  tangente  à la  courbe  au  même  point 
fait  avec  l’axe  des  X ; 

w l’aire  de  la  section  du  tube  faite  nu  même  point; 

c la  vitesse  du  liipiide  qui  traverse  celte -section  ; 

X,  Y,  Z les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
ai-célératrice  <pii  est  appli(piée  aux  molécules  situées  sur 
cette  même  section  ; 

p^ds,  p,  ds,  p,ds  les  cfmiposanies  parallèles  aux  axes 
de  la  pression  <|uc  la  tr:uuhc  liquide  comprise  entre  les 
sections  faites  aux  cxtréiuilés  des  arcs  .?  et  5 -f-  ds  exerce 
contre  la  paroi  du  tube; 


(*  ) Journal  tfo  M.  LiOuville,  l.  Vtll , p.  l3. 
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I’,  la  pression  totale  (pie  le  liquide  exerce  sur  le  tube 
dans  la  direction  de  l’axe  des  x;  . 

0 la  densité  du  liquide; 

x„,  î„,  a„,  w„,  i’„,  et  Xu  s,,  oc,,  oi,,  w,,  les  valeurs  do 
X,  s,  3t,  «,  t»  correspondantes  aux  extrémités  du  tube. 

Si  l’on  exprime  ipie  les  forces  perdues  se  font  ciptilibre 
sur  la  tranche  considérée,  il  vient 

\ - 

= -j,  — .. 

'11  en  résulte,  en  particulier,  <|ue  la  pression  totale 
exercée  dans  la  direction  de  l’axe  des  x est  exprimée  par 
la  formule 

JC'  ■ . /''■(/■X  , 

I Xw(/(  — P j 

».  •'». 

. fi‘x  • • ‘ , • (/.PCOS  a 

_ L accélération  peut  se  rtqirescnter  par  — > , 

mais  il  faut  observer  que  e est  une  fonction  de  t cl  de  s,  « 
une  fonction  de  s seulement,  cl  que  la  dérivée  est  ici 
une  dérivéïC  totale.  On  a donc  . 

rf’.r  ■ rfe  (/.(’cosx  i/s 

di‘  Ht  d%  dt 

•lesdérixées  qui  ligurent  au  second  membre  étant  des  déri- 
vées partielles. 

De  plus,  on  a les  relations  • . 


(h 

~dt 


=r  V , d$  <*OS  OLz:z  djr  y 


(h 


(iv^ 


MO  (OgVa 


w T — -7r‘ 

dt  dt 


Substiluant  ces  valears  dans  Texpression  de  oh 
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X ft>  (Is  — P 61,  — ^ JT,  — X,) 


— l-'^O  «<,  i >’(  l'f  S 2,  — COS  2.  ). 


Dos  Ibrmiiles  soml)lal)lt‘S  (hiimornioiil  la  vaU-ur  do  la 
pression  totale  «jui  s'exerce  suivant  l’axe  des  j-  et  suivant 
l’a  se  des  «.  . 

Le  terme  qui  contient  la  dérivée  — ' disparait  ijuand  le 

mouvement  est  permanent.  > 

Si  les  forces  appliquées  au  liquide  se  réduisent  à la  pe- 
santeur, alors , nomniant  II  le  poids  du  li<piide  cout<-nu 
dans  le  tulieet  a l’angle  <|ue  fait  l’axe  des  x avec  la  ver- 
ticale, ou  aura  * 

Xs)  bï  :=  n cos<t; 


et,  si  l’on  se  borne  à considérer  le  mouvement  lors(|u’il 
est  devenu  permanent,  la  pression  totale  ne  sera  point 
cliangée,  de  quelipie  manière  <[iu'  l'on  courbe  le  tube, 
j>ourv  U que  les  extrémités  conservent  la  même  difl'éience 
de  niveau  et  des  dirot lions  parallèles  à.  leurs  directions 
premières;  il  faut  néanntoins  exclure  les  coudes  brusques 
qui  cliaiigeraient  la  nature  du  mouvement. 

Ces  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois  par 
Failer.  La  démonsti'ation  qui  précède  est  de  Coriolis 
[Journul  de  W.  Liouville,  t.  II,  p.  i3o;  1837). 

7.  Dcnionircr  (liri-clciwiit,  par  II! /n'i/tci/iii  rfrs  forces  ’■  ’ 

vices,  ffu’unc  veine  liquide,  tombant  sur  un  plan  (pi’elle 
ne  quitte  qu  après  avoir  perdu  toute  sa  vitesse  perpen- 
diculaire au  plan,  exerce  sur  celte  surface  une  pression 
normale  proportionnelle  au  carré  de  lu  vitesse  tela- 
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tivc  de  la  veine  et  du  idan  , eslinièe  suivant  la  normale 
an  jylan. 

Jean  Bernoulli,  Commtnt.  l’etrnp.,  l'jSy.p. 

— Opera,  t.  IV,  |).  4''^2. 

8.  Hevenons  à l’iiypoilièsc  d’après  laquelle  lu  pre.ssiou 
qui  s’exerte  cuire  un  fluide  cl  une  surface  solide,  dans 
leur  mouvement  relatif,  e.st  proporlioniielle  au  carré  de 
la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale,  et  propo-, 
soMS-uous  les  problèmes  suivants. 

Trouver  le  centre  de  pression  d'un  demi-cercle  qui 
tourne  autour  de  sa  hase  dans  un  Jluide  homogène. 

Le  centre  de  pression  est  si^lué  sur  le  rayon  qui  partage 
lu  surl'aceon  deux  parties  symétriques,  à'une  distance  de  la 

3^  * 

base  égale  à la  fraction  r-ij—  du  rayon.  . ‘ 

liiT  •'  ‘AV.  W. 

0.  Un  tylihdre  de  révolution,  homogè/w,  placé  debout 
sur  un  plan  horizontal,  est  ea'posé  au  choc  d'un  vent  qui 
soujflc  dans  une  direction  parallèle  au  plan.  On  de- 
mande quelle  est  la  vitesse  du  Vent  nécessaire  pour  ren- 
verser le  cylindre,  en  supposant  la  surface  du  plats  de 
telle  nature,  que  le  ç)  lindre  ne  puisse  pas  glisser. 

Si  l’on  nomme  P le  poids  du  cylindre,  l sa  liauieur, 
O la  densité  de  l'air,  A la  constante  définie  dans  le-s  pré- 
limânaireset  e la  v i tesse  chercliée , on  trouve 

‘ 3P 

' “a/fpP'  AV.  W. 

iO.  Déterminer  la  fonite  d'équilibre  d'une  voile  rec- 
langulàire,  dont  deux  côtés  opposés  sont  maintenus  dans 
tics  directions  parallèles  entre,  elles  et  perpendiculaires 
à la  direction  du  vent, 

La  surfacc-clicrchée  est  évidemment  une  surface  cvliu- 
drique;  ... 


. HYDRODYNAMIQUE.  D2I 

,^On  trouve  que  la  section  droite  est  une  chaînette.  ^ 
■Si.  l’on  iioinuie  a la  rapport  de  la  tension  de  la  voile 
dans  le  sens  pin-pendieulaiie  .■mx'génératrices,  avec  la 
pression  que  le  vent  cxci'cerait  sur  une  surface  plane  égale 
à l’unité  et  qui  lui  serait  directement  opposée,  la  courbe 
peut  se  représenter  par  l'équation 


Ce  problème  fut  le  sujet  d’une  lutte  intéressante  entre 
les  deux  frères  Jacques  et  Jean  lîornoulli  (').  Le  premier 
trouva  la  solution  du  problème  dès  l’année  iGpi,  et  le 
second  peu  de  temps  après. 

1 1 . On  suppose  une  lame  rectangulaire,  rigide,  extrê- 
mement mince,  tout  entière  exposée  au  courant  d'un 
fluide  homogène  qtd  la  frappe  perpendiculairement . 
Cette  lame  est  d' abord  maintenue  immobile , puis  tout  a 
coup  on  la  laisse  libre  de  tourner  autour  de  l'une  de  ses 
arêtes  qtd  reste  fixe.  U s'agit  /le  trouver  à quelle  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation  sont  situés  les  points  qui,  au 
■*  premier  instant,  ont  une  aulessa  égale  à celle  du  fluide, 
le  poids  et  le  moment  d’inertie  de  la  lame  étant  négli- 
geables. ’■ 

IVommant  x le  rapport  de  la  distance  cherchée  à la 
longueur  de  la  lame  dans  le  sens  perpendiculaire  à l’axe 
de  rotation , on  arrive  à l’équation  * 

3 

'jê — 3x*-p 

d’où  l’ou  tire 

X = 0,65. . . . 

Docbkst,  Essais  sur  les  machines  hrdrauliques,  p.  267  ; 

’ <777-  . . . 

(')  Voir  I hisUiiro  ilc  ce  pmblèino  dami  les  Acta  cruditorum , 169S, 
p.  Ô46,  ou  bien  dans  les  CEmeres  de  Jac4;[ncs  Bernoulli,  t.  I,  p.  (iS3.  , 
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‘SECTION  11..  - ■ - 

MACHINES  MISES  E.\  MOUVEMENT  PAR  LES  FLUIDES. 

1 . Équation  de  la  transmission  du  travail  appliquée 
aux  roues  hydrauliques  en  général.  — Nous  nous  pro- 
posons ici  do  l'aïeule!'  le  travail  inolour  que  l’eau  transmet 
aux  principales  roues  hydrauliques,  lorsque  le  mouve- 
-ment  de  la  machine  peut  être  considéré  comme  uniforme, 
et  celui  du  liquide  comme  permanent.  Ce  calcul  nous 
donnera  des  indicaiion.s  précieuses  sur  la  valeur  dyna- 
mique et  la  disposition  la  plus  convenable  de  ces  récep- 
teurs. Commençons  par  établir  l’éijuatiou  générale. 

Imaginons  dans  la  colonne  d'eau  deux  sections  jierpen- 
dirulaires  au  courant  et  très-voisines  île  la  roue,  runeen 
amont,  l’autre  en-aval.  C’est  à la  masse  liquide  comprise 
entre  ces  deux  sections,  à une  époque  donnée,  que  nous 
allons  appliquer  le  princijie  de  la  transmission  du  travail. 

Soient 

V la  vitesse  moyenne’  du  liquide  dans  la  sçclion  en 
amont  ; 

■ v'  la  vitesse  moyenne  dans  la  section  en  aval; 

. /i  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  deuxième  section 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
première  section  ; 

Q le  volume  du  liquide  qui  traverse  chacune  des  sec- 
tions pendant  l’unité  (le  temps; 

. 'P  la  densité  du  licjuide,  ou  le  poids  de  l’unité  de  vo- 
lume divisé  par  le  nombre  g; 

Tf  le  travail  produit  pendant  l’unité  de  temps  |>ar  les 
frottements  et  actions  mutuelles  du  liquide  agité; 

T,„  le  travail  dû  à la  pression  de  la  roüe  sur  le  li(juide 
ptmdant  ruiiité  de  temps,  h^quel  est  égal  au  travail  moteur 
transmis  par  le  li(|uide,^  la  roue. 
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L aerroissement  de  force  vive  de  la  masse  lifjuide,  pen- 
dant l’insiaiit  inriniiueiit  polit  r/t  qui  suit  l’époque  con- 
sidérée, est  0(^(1^* — r-’)  clt.  Le  travail  des  forces  qui 

agissent  sur  celte  même  niasse  liquide  comprend  le  tra- 
vail de  la  pesanteur  gpi^hrit,  le  travail  — T,dl  elle 
travail  — On  a doue 

^ f Q — •’’) = tÇ’pQ/'*  —'ïfdt—  T„ (U, 
et,  par  suite,  ^ 

'(A)  T»=,fpQA-f-ipQ(e’-e")-Tr. 

Quand  il  s’agit  d’établir  une  roue  hydraulique,  les 
quantités  données  sont  ordinairement  la  dépense  Q et  la 
hauteur  de  la  chute,  c’est-à-dire  la  dillérence  de  niveau 
entre  deux  réservoirs  situés  l’un  en  amont  de  la  roue, 
l’autre  en  aval , dans  lesquels  la  vitesse  de  l’eüu  est  nulle 
ou  très-petite. 

Nous  désignerons  celte  hauteur  de  chute  par  II. 

On  devra  eniplovcr  une  partie  /i„  de  la  hauteur  H 
à faire  acquérir  à la  colonne  liquide  la  vitesse  e avec 
laquelle  elle  doit  arriver  sur  la  rou5;  l’autre  partie  de 
la  hauteur  de  chute  sera  employée  tout  ènlière  à faire 
agir  l’eau  sur  le  récepteur,  autrement  on  n’uliliserait 
point  toute  la  chute.  De  plus,’  on  évitera  autant  «jue 
possible  les  pertes  de  force  vive  dans  le  canal  d’amenée , 
afin  de  procurer  la  vitesse  v avec  la  plus  petite  hauteur 
possible  Ao- 

Admettons  qu’on  soit  parvenu  à éviter  ces  pertes. 
Alors  on  aura  . •• 

vz=sl-i-gh,=  — h), 

et  (A) 

T„=gpQH-ipQc'>-T,.  : 
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Celte  formule  nous  montre  que  le  travail  utile  T„  ne 
peut  jamais  surpasser  la  quantité  g/oQH,  et  s’en  ap- 
proche d’autant  plus  que  r»' et  Tesont  plus  petits,  üc  là 
résulte. celte  double  condition  du  bon  rendeincut  des  roues 
hydrauliques  , que  Venu  arrive  sur  la  roue  sans  choc,  et 
la  quitte  sans  vitesse.  • . ' 

La  quantité  ^pQH  , qui  mesure  le  travail  de  la  pesan- 
liTir  dans  le  passage  de  l’eau  du  bief  supérieur  ail  bief 
inférieur.,  est  ce  qu’on  nomme  la  puissance  absolue  rie  la 
chute.  . • • • ■■ 


„ ^ 2.  Roue  a au- 
^ets.  — On  peut 
• admettre,  avec  une 

f'  ' 

approximation 
' sullisante  , que 
l’eau  rcxije  dans 
' les  aiigels  prend  la 
A 'vitesse  «le  la  roue, 
.^'ci  en  sort  avec  la 

: J6-.  même  vitesse. 

• - . 

L eau  arrivant 

sur  la  roue  avec 
la  vitesse  e,  chan- 
ge donc  rapide  - 
ment  cette  vitesse 
contre  la  vitesse 
V de  la  circonfé- 


rence extérieure  de  la  roue.  Ce  changement  de  vitesse 
accuse  un  travail  résistant  T/-,  égal  à la  demi-somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  (voie/,  p.  47>'’)- 
Si  l'on  nomme  tv  la  vitesse  perdue,  qui  n’est  autre  que 
la  vitesse  de  l’eau  allluente  T-clali veinent  à la  circonfé- 
rence extérieure  de  la  roue,  on  aura 


i»e  = (>■-)-  e'’ . — a ve  cos  ( <’,e'  ) ,' 
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Cl,  ])ai' tonsé(ju«‘iU , 

1 , 

. . T/=  - pQ[p’-+- v ’ — 2(>/ cos 

,Si  l’on  pouvait  adinctUe  que  l«-s  augcls  sc  vident  in- 
stantaiicuirnt,  lorsqu’ils  ariivnit  à rcxtrrniilé  de  la  roue 
(]uj  louche  la  surface  du  bief  inférieur,  le  travail  de  la 
pi'saiiteur  serait  g (iQ , et  l’on  aurait  (A) 

(i)  T„=  g-pQA  4- pQi''[cros(p,i'')  — p'). 

Celte  formule  n’estcipplicahlc  «ju’aux  roues  leutes  dont 
les  aiigels  ne  sont  point  remplis  ciuièrenienl;  encore, [tour 
la  faiie  toiicorder  avec  les  résultats  de  l’expéiience,  faut- 
il  multiplier  le  terme  gpQh  par  un  coefficient  de  correc- 
tion égal  à o,j8  si  les  augets  sont  remplis  à moitié,  égal 
à 0,65  si  les  augets  sont  remplis  aux  deux  tiers. 

Pour  construire  une  formule  plus  exacte,  il  est  néces- 
saire dé  connaître  la  quantité  d’eau  que  renferme  chaque 
augel  dans  une  positioii  donnée.  , 

, Considérons  u|ie  molécule  ]NI,  située  à la  surface  du  li- 
quide (jui  e.st  renfermé  dans  l’auget.  La  pesanteur  g et  les 
forces  égales  cl  contraires  aux  forces  accélératrices  qui 
produiraient  le  mouvement  de  la  molécule,  si  elle  était 
libre,  doivent  se  faire  équilibre  sur  cette  molécule  eu 
vertu  des  liaisons,  et,  par  conséquent,  doivent  avoir  une 
résultante  normale  à la  surface  du  liquide.  Or  le  raou- 
vcmeniVéel  delà  molécule  dilfère  peu  d’un  mouvement 
circulaire  uniforme,  égal  h celui  de  la  roue,  en  sorte  que 
les  secondes  forces  se  réduisent  à peu  près  à la  force  cen- 
trifuge. * . 

Soient  o)  la  vitesse  angulaire  de  la  roue,  r la  distance- 
de  l’axe  à la  molécule  considérée,  R la  résultante  de  la 
pesanteur  g et  de  la  force  centrifuge  'ji’r,  et  l le  point  où 
la  dircctîop  de  celte  résultante  rencontre  le  ravoii  verli- 
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cal  OI  {|iii  (*st  situé  avec  la. molécule  M dans  un  même 
plan  pcrjwMidiculaire  à'I'axc  de  la  roue. 

Il  est  aisé  de  \oir,  par  la  c'oiisidéralion  de  deux  trian- 
gles senililables,  que  l’on  a l'égalité 


OI 

r 


wV’ 


a’où  ' OI  = 


_ g_ 


La  position  du  jjoiiit  I déicrniinée  par  celte  dernière  re- 
lation étant  indépendante  de  la  distance  r,  il  s’ensuit 
que  les  normales  aux  dilVérents  points  de  la  surlace  du 
liquide  s’appuient  toutes  scusihlenient  sur  nue  même 
droite  horizontale  I,  située  avec  l’axe  de  la  roue  daus 
un  même  plan  vertical.  La  surface  tic  l’eau  dans  chaque, 
auget  est.  donc  à peu  près  celle  tV un  cylindre  circulaire, 
dont  l’axe  est  parallèle  à l’axe  de  la  roue,  et  situé  dans 
le  même  plan  vertical,  à une  hauteur  au-dessus  de  celte 


droite  ésnle  à —• 

^ (fjr 

D’après  cela,  il  est  facile  de  déterminer  la  jxisition  de 
l’auget  où  le  déversemont  commence.  A cet  eWét,  oVi  tra- 
cera le  proül  de  la  roue  et  les  profils  circulaires  des 
surfaces  de  niveau  qui  passent  au  bord  de  chaijue ’aiiget; 
on  aura,  par  cette  construction ,.  le  profil  du  plus  grand 
volume  d'eau  que  chaque  auget  puisse  contenir;  ce 
volume  pourra  se  calculer  approximativement  par  la 
méthode  des  (quadratures.  Après  quelques  tâtonnements, 
ou  trouvera  la  position  de  l'auget  où  ce  volume  est  sensi- 
blemcut  égal  au  volume  d’eau  reçu , lequel  est  égal  au 
([uolicui  du  volume  Q par  le  nombix-  des  augetx  qui 
passent  dans  runilé  de  temps.  Celle  position  sera  la  posi- 
tion cherchée. 

Soient  h'  la  hauteur  du  bord  de  l’auget  où  le  déver- 
sement commence  au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur, 
q le  volume  vaijabje  de  l’eau  <|ui  reste  dans  l'auget  loi-s- 
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qu’il  ilescciid  au  bas  de  la  roue,  et  n Ic^ nombre  des  au- 
gets  qui  passent  <lans  l’iiuité  de  temps. 

Pendant  qui*  la  roue  tniiniedc  rintervallecompris  entre 
dons,  aug<*ls  eonsécutifs,  l’eau  contenue  dans  les  auijels 
(jui  ont  comnieiué  à se  vider,  pioduit  par  son  poids  un 
travail  égal  à celui  que  pro<luit  l’eau  eoutemie  dans  un 
seul  auget,  pendant  tout  le  temps  que  cet  angei  met  à 
se  vider.  L«‘  travail  de  la  pesanteur  pendant  l’unité  de 
temps  est  donc 

+ g’p«  r q'H‘- 

Jo 


L’intégrale  qdh  se  calculera  par  la  formule  de  Tho- 
mas Simpson.  On  mesurera  sur  le  profil  le  volume  d'eau 
qui  reste  dans^l’augel  pour  cinq  positions,  correspon- 
dantes aux  hauteurs  du  bord  | h',  - h',  \ h'.  Noin- 

4 2 4 

mant  ^0,  q, , </»,  <7»  ces  volumes,  on  aura  , avec  nue 

approximation  suffisante, 


,r/A  = — 

Jo.  • , . 


['/•  + 2 îi-h  4 [q>+'h)  + ■/•]• 


Ainsi,  quand  on  ti(;nt  compte  du  temps  que  les  augets 
mettent  à se  vider,  la  formule  qui  exprime  le  travail 
moteur  est 

(2)  T„=gpQ(A  — h')  + + 

XX 

-(-pQi’'[t' Cos(e,  «>')  — !>'], 


Si  l'on  suppose  qo  1 qi  exprimés  en  mètres 

cubes,  fl  et  h'  eu  mètres,  e et  e'  en  mètrcr.  par  seconde 
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et  T„  en  kilograinmètrcs . la  formule  dcviciii 

T„  = I oooQ  (h  — A') H — + 2 17, 4- 4(^1  -t-  </))  -t- yi] 

. . 

4- 102Q /[p  cos(p,  «>')  — p']. 

Le  quotient  de  ce  nombre  par  est  le  nombre  de 

chevaux  qtii  mesure  la  force  de  la  roue. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  d’accord  avec  ■ 

« 

les  résultats  d'expériences  faites  dans  des  circonstances 
très-variées.  Elle  est  due  à M.  Poncelet.  » 

On  voit  que,  toutes  choses  égales,  le  travail  utile  aug- 
mente à mesure  que  l’angle  (*S^)  diminue;  mais  cet 
angle  ne  sera  jamais  nul , sinon  l’eau  n’entrerait  pas  dans 
les  augets.  Il  faudra  toujours  donner  aux  augets  une  dis- 
position convenable  pour  que  l’eau  s’inü-odmse  facile- 
ment, sans  qu’aucune  partie  soit  rejetée  au  dehors. 

Si  l’on  admet  la  relation  t' = v^a  g/i» , la  formule  (2) 
peut  s’écrire 

(H  — + — [7o  + 2y,-t-4  (?i  + yj)+yi] 


Sous  (tette  forme  , on  voit  que  le  travail  résistant  repré- 
senté par  le  dernier  terme  décroît  à mesure  que  les  vi- 
tesses e et  té  diminuent;  de  jtlus,  à mesure  que  la  vitesse 
de  la  roue  diminue,  la  somme  des  deux  prémices  termes 
s-’approche  d'éUe  égale  h la  puissance  vive  de  la  chute. 
Donc  il  y a de  l’avantage  à amener  l’eau  avec;  une  petite 
vitesse  et  à faire  tourner  la  roue  lentement.  La  vile.sse 
de  I mètre  à la  eirctnd’ércnce  donne  en  général  les  meil- 
leurs résultats. 

d.  liouede  côté  à aubes  planes  emboVées  dans  un  coui^ 
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ci-lle  de  la  roue  à autels.  Les  es|«ees  fermés,  compris 
entre  les  aubes,  cl  le  coursier,  tierinmit  lieu,  des  augels; 
mais,  comme  l’eau  ne  s'écliappe  qu’au  bas  de  la  roue,  on 
doit  s’eu  tenir  à la  prcmièn^  formule 

Q + P Q 


sicr  circulaire 


ii\ uROl>v^.\.\llQ^Jt'.  ' jay 

La  tliéorie  de  celte  roue  est  semblable  à 


Les  mêmes  considérations  relatives  aux  vitesses  et  à 

l’angle  (tf,  v')  s’ap])liqnent  ici.  Il  convieutdonc  que  l’aiiple 

(r»,  v')  soit  le  plus  petit  possible,  et  que  lj‘s  vitesses  e et  e 
soient  peuconsitlérablcs. Ou  observera, (‘ii  outre, quel  ori 
lice  par  ler[ucl  l’eau  débourlie  du  bief  supérieur,  étant  pé 
riodiipiemciit  obstrué  par  le  jKissai;e  des  aubes,  il  eu  ré.sulte 
une  perte  de  force  vive  qu’il  importe  de  diminuer  autant 
que  possible.  Ou  atteindra  ce  but  eu  dirigeant  la  viless*- 
relative  vers  le  centre  de  la  roue  paralléleniciit  atix 
aubes. 

Le  JC  uâjùi-existe  toujours  entre  les  aubes  cl  le  coursier, 
et  le  .fruM(<Kicn^  du  liquUleyxmt^e  les  paroi.sdii  coursier, 
II  ■ 34 
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toul  t(iK'  l.i  r<>niuil(i  jiiri-ôili'iiU*  iloniH'  un  travail  itoji  cmi-, 
si(I(-ralil<-.  Pour  la  faire,  coiirorder  aver  les  résultats  de 
rexpérieiice,  il  faut  multiplier  le  second  menxlire  par  uii 
roellicienl  de  eorrcction  qui , dans  le  cas  d’un  orilicc  cii 
déversoir,  est  égal  à 0,^99. 

Ainsi,  quand  on  exprime  Q en  mètres  eidies,  h eu 
inèlres,  e et  en  mètres  par  setoiidti  el  'l'»,  en  kilogram- 
luètres  , 011  a si'nsililimient  • • • 


y ■ ■ • j 

/tH ü-  [reos (.■,<•' )_p']  . 

' 1)*°'  J 

■t.  Houe  en  dessous  à aubes  planes  enibotlées  dans  un 
coursier.  — Aotts  suivrons  ici  une  marelie  un  pcu.dill»*- 
rente.  Considérons  la  eoloniie  liquidé  qui  se  trouve  eoin- 
jirise,  à une  épo(|ue  donnée,  entre  deux  sections  AB,  A'B' 
pei'pendiculaires  au  courant,  Tune  en  a’moiit  di*  la  roue, 
l’antri-  en  aval. 


Soient  . 

V la  vitesse  moyenne  sur  la  section  AB; 

, e'  la  vitesse  inovenue  sur  la  section  A'  B'; 

/ la  haulenr  du  niveau  au-dessus  du  fond  du  eotirsiei 
sur  la  section  d'amont  ; 

/'  la  hauteur  atialogue  sur  la  section  d'aval  ; 
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(^)  II'  volume  fie  l’eau  i|iii  ir.ifeise  diaijiie  seriioii  dans 
l’uniiéde  Icinps.j 

F la  composante  des  actions  de  la  mue  sur  la  ocdonne 
liquide  en  sens  contraire  du  courant  ; ' 

P la  somme  des  composantes  paiallèles  au  courant 
fie  toutes  les  antres  pressions  que  supporte  la  eoloune 
liqtiide; 

0 la  densité  du  liquide  ; ^ 

m la  masse  de  l’une  de  ses  molécules  ; 

X la  distance  de  cette  molécute  à un  jtlau  fixe  parallèle 
a rime  des  sections  extrèiries,  cette  distance  étant  coinptéi' 
positive  dans  le  sens  du  courant. 

• Exprimant  «pic  les  composantes  liorizontales  des  forces 

perdues  se  font  équilibre  sur  la  («donne  considén'c.  il 
vient  ' ^ ^ • 

/V  . <1‘  jr . • ^ 

s ■ • + , 

• . «.  * 

* fp  X * 

1 a somme  2'"  dérivée  de  la  quantité  de 

mouvemeut  de  la  colonne  liquide,  prise  par  rapport  au 
temps.  Puisque  le  mouvement  est  jiermanent,  l’accrois- 
sement de  la  quantité  de  mouveiuent,  pendant  l'instant 
infiniment  petit  (U  qui  suit  l’e'poijue  considénie , . se 
réduit  à la  dilTéreme  entic  les  «[uantilés  de  mouve- 
ment des  deux  petites  parties^du  liquide  «pii  travcrslni 
les  plans  fixes  A' R',  AB  pendant  le  même  instant,  sav«m- 
— oQf/tXe.  I.a  dérivi'e  est  donc  cQ(e' — e). 

Par  suit.-,  — p(^)  (F— e).  ,.  , 

l.a  somme  P comprend  la  pression  atmosphérique,  la 
résistance  due  au  frotii’ment  coniie  les  parois  dtt  eonr- 
sicr,  et  enfin  les  pressions  exercées  par  I«t  lifpiidc  adja- 
cent aux  extrémiti's  de  la  colonne.  I.es  composantes  lin- 
li/.ontales  des  pressions  «pii  |ii ov ieiineiit  de  1 atmosphère. 
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l'oni  cyiilciunu'nl  uiu”  somme  nulle.  La  résisiain  e (jui 
Mail  flu  fiotleiuenl  csl  peu  considérahle,  vu  la  petilo 
loiif^ucur  lie  la  roloime;  on  peut  la  négliger.  Ainsi  P sc 
rt'dtui  à la  souiinc  algébrique  des  piessions  exercées  aux 
extréiuilés  de  la  colonne.  Si  l’on  observe,  que  les  aires  des 

seciions  AB,  A' B'  sont  respec  liveincul  il>ienl 

/ Q ' /'  Q 

1>  = i?0  - - — CO  - i, 

OU  bien,  puisque  Z' i>'  = /e, 

- . p= ig-pQ/Y,- - 4-V  • •• 

La  pression  b’  mesure  l’ellprl  horizontal  que  supporte 
la  roue.  Ou  peut,  sanserl’cur  considérable,  supposer  celte 
force  appliquét;  sur  la  eireonférencc  extérieure,  laquelle 
possède  à pou  près  la  viu'ssc  e',  cl  négliger  le  travail  utile 
provenant  des  actions  verticales  ;’alors  on  aura 

F.*'  = T.,  • ' 

« 

SubsliuiaTil  ces  valeurs  dans  Tcnjuation  (i),  il  vient 
T,=  pQe'(.’-0- 

Loi  sque  les  quantités  e,**Q,  / sont  données,  la  vitesse 
e'  qui  rend  un  maximum  l’ex'preasion  préeédciUe  du  tra- 
vail moteur,  vérifie  l’équation  dérivée,  ' 

(r)  ~ l ï ~ Pr  ? 

u' 

ce  <|ui  donne  une  valeur  du  rapport  - un  peu  supérieure 


. î 

a - • 
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Qiiaïul  cil  exj>i'iiu<‘]()  eu  niolics  ciilics,  l ou  moUos,  o 
ol  y'  eu  mènes  par  seconde  cl  T„  en  kilofnamniéues , la 
(iirmule  devient 

T«  = IQ2Q  e'  (i*  — »’)  — 5oo  Q/ ^ — ,7  ) • 

(>lte  formule  est  due  àM.  lîelanger.  Avant  cet  aiUeiir, 
(111  négligeait  la  dilféreiice  du  nivean  eu  amont  et  eu 
aval  de  la  roue;  eu  sorte  tpic  le  second  terme  de  la  for- 
mule disparaissait,  bien  qn’il  ne  soit  nulleineul  négli- 
geable vis-à-vis  du  premier. 

Les  roues  eu  dessous  à aubes  planes  n’uliliseiit  ((u  uni; 
faible  fraction  de  la  puissance  absolue  de  la  ebute-,  son»  ^ 
'ce  rapport  elles  sont  bien  inlérieiires  aux  roues  dont  nous 
avons  parlé  ou  dont  nous  parlerons  dans  h suite,  ( .e  de- 
faut vient  eu  grande  partie  de  ce  ((ue- l'eau  i«t  forcée 
de  changer  brustpiçracnl  sa  vitesse  pour  prendic  celh 
des  aubes. 

5.  Houe  en  fhsssous  A aubes  courbas  emboîtées  rions  un 
coursicr.~M.  Poncelet  (')  évite  rinconvénieDt  que  nous 


(')  M<^moirc  sut  tes  rou^'s  ù aubts 
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\eiions  de  signaler,  en  remjilaçanl  les  aubes  planes  par  des 
aubes  cyrmdiiijucs  présenlanl  leur  eoncavilé  au  eouranl. 
Lacourbuie  de  ces  aubes  est  à volonté,  pourvu  qu'elle 
soit  cou  lin  ue  ; on  fait  ordinairemcni  la  section  circulaire. 

.Adinettoiis  que  les  molécules  liquides  arrivent  sur 
l'aube  avec  une  vilc.sse  e,  tlirigée  dans  le  plan  tangent  au 
premier  élément  de  la  surface,  et  que,  pendant  le  temps 
ficii  considérable  que  chaque  molécule  reste  en  contact 
avec  l’aube,  cette  surface  puisse  être  considéi-ée  comme 
SC  niouvant  parallèlement  à elle-même  dans  la  direction 
de  la  vite.sse  e,  avec  une  vitesse  constante  e',  égale  à cellé 
delà  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Cali-ulons  dans 
celle  bvpoihèse  le  travail  qu’une  molécule  liquide  de 
masse  m tran$m<;liraii  à la  roue,  si  le  mouveraeiU  de 
celle  molécule  n’était  nullement  gêné  par  le  li(|uide  al- 
llncnt,  et  que  le  frottement  contre  la  saiface  de  l'anb»- 
fût  négligeable.  ’ i , . ^ ■ 

Le  mouvement  de.  translation  commun  à l’aube  et  a la 
molécule  liquide,  pendant  (ju’elk's  sont  en  contact,  n'aur.i 
pas  d'inllnence  sur  leur  mouvement  relatif;  de' sorte  «jue 
la  molécule  liquide,  après  s’ètrc  élevée  sur  l’aube,  ae- 
(juerra,  en  descendant  au  bas  dç  la  surface,  une  vitesse 
relative  égale  et  contraire  à la  vitesse  relative  e — v’ 
((ii’elle  possédait*  à*  son  arrivée.  La  vitesse  absolue  de  la 
molé<'ule  liquide  à sa  sortiiMle  l’aube  sera  donc 

V 

La  force  vive  perdue  pcndan('son*action  sur  l’aiilx"  sera 

[v* — (ae' . — = 4 "'e'  (r  — c'), 

et  le  travail  coniinutiiqué  .à  la  roue,  _ ' ’ 

I 

w 

— r'). 
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Il  »!ii  rt‘'suluM|tif,  cil  rc|>ré.seiitant  par  Q le  vol  unie  il’caii 
admis  (laiiâ  lu  roue  pendaut  l'iuiilc  de  temps,  le  travail 
moteur  serait  donné  par  la  formule 

T"=  — ‘'')i 

si  nos  hvpotlièses  étaient-  réalisées.  Le  maximum  du  ira- 
\ail  moti'ur  répondrait  .à  - = et  serait  éjîal  à la  puis- 
sance absolue  de  la  chute. 

' Mais  les  suppositions  sur  lesquelles  se  fonde  relte 
théorie  sont  trop  éloignées  delà  réalité,  pour  qu’on  doive 
rcgaixlcr  la  formule  obtenue  comme  représentant  avec 
quelque  exactitude  le  travail  de  la  roue  à aubes  courbes. 
Il  parait  fort  diirieile  de  donner  à ce  sujet  une  théorie 
l omplétemenl  satisfaisante. 

I-es  expériences  ont  appris  ipie  le  maximum  de  l’ell'et 
Utile  répond  à ^ ^ 0,55  , et  ne  dépasse  pas  les  0,70  de  la 

puissance  absolue  de  la  chute. 

Quand  011  exprime  Q en  mètres  cubes,  e et  e'  en 
mètres  par  seconde,  et  T..,  en  kilogramniètres,  on  a sen- 
siblement : 

Pour  des  chutes  de  2"’ et  au-dessus  , 

T„=  02Qe'(i'  — /); 

• V 

Pour  des  chutes  de  i“',tioà  a‘",  , . ' 

T,=  i32Q»'  (v  — k'); 

Pour  «les  chutes  aiHlcssous  de  i"',5o, 
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0.  Houe  à aubes  pla- 
nes pendantes  dans 
un  courant  à grande 
section, — On  n’a  pas 
.encore  une  tliéorie 
exacte  de  la  roue  à 
'aubes  planes  pen  - 
dames  dans  un  cou- 
rant à grande  section. 
On  connaît'trop  peu 
le»  lois  du  lîtouve  - 
meiii  des  iluidos  pour 
être  à même  de  calculer  directeraenl  l'aclinn  du  courant 
sur  les  aub(»i.  Les  premiers  gê-omèircs  ■(')  ijui  ont  traité 
cette  (fuestion  ont  admis  que  laprcs.sion  est  pniportion- 
iielle  au  carré  delà  vitesse  relative,  conformeineut  à l’iiy- 
j>ot!icse  étudiée  dans  la  Section  précédente.  Mais  les  for- 
mules auxquelles  ils  sont-  parvenus  ne  s’acconlaiil  point 
avec  les  résultats  deJ’expéricnce,riiypothêse  a été  rejetée. 

M.  Poncelet  a rcconmt  que  le  travail  transmis  est  re- 
présenté assez,  exactement  par  la  formule 

T«  = 800  Â i’c'  { (1  — c'  ) , 

dans  latpielle  .A  est  l’aire  de  la  partie  immergée  de  l'aube 
verticale,  exprimée  en  luètres  carrés;  e'  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  cette  aire,  exprimée  en  mètres  par  se- 
conde; e la  vitesse  du  courant,  mesurée  h la  surface ;.T,„  le 
nombre <le  kilograinmêtres  fournis  en  une  seconde.. 

Celte  formule  exprime  que  le  travail  moteur  est  égal  à 
celui  qui  serait  transmis,  si  l'eau  agissait  constamment 
sur  une  seule  aube  placée  dans  une  position  verticale,  en 
exerçant  une  pression  iiioporlioniidle  à, la  vitesse  t’ du 


l'oM  Uo.'^.sol.  Ni  {fmf/tnnott/frif,  t II, 


DigitiZ' 


Zt 


HYI)tUlnV^•A^UQl  E.  537 

courjiit  et  :)  la  diHérence  i*  — i''  cnlix’  la  vitesse  du  couraiii 
et  celle  de  l’auhe. 

f 

D’ajn-ès  la  formule,  le  niaximum  du  travail  répondrait 
à - = mais  l'expérience  a montré  qu’il  est  préférable 

1/ 

de  prendre  - = o,4«- 

7..  Ailes  (les  moulins  à vont,  — INous  supposerons 
l’arbre  qui  porte  les  ailes  parallèle  à la  direclituidu  vent, 
et  la  surfaa;  des  ailes  engendrée  par  une  ligne  droite  de 
longueur  coiisian le,  cpii  glisse  sur  un  bras  perpendicu- 
laire à l’arbre,  en  restant  elle-même  perpcndieulairc  à 
ce  bras.  Ccsl  la  disposition  la  plus  ordinaire,  et  aussi 
celle  qui  pafaîi  susceptible  <lc  donner  les  meilleurs  ré- 
sultats, 

ISous  partagerons  la  surface  de  l’aile  en  éléments  com- 
pris entre  deux  génératrices  cousécuiivcs,  et  nous  cou*i- 
dérerons  chacun  de  ces  éléments  comme  situé  dans  le  plan 
déterminé  par  le  bras  et  par  l’une  des  deux  génératrices; 
l’aire  de  cet  élément  aura  pour  mesure  le  produit  de  la 
largeur  de  l'aile  par  la  plus  courte  distance  des  deux  gé- 
nératrices. 

Soient 

l la  largeur  constante  de  l’aile  ; 

r la  distance  de  l’axe  à l’un  des  édéments  de  la  surface; 

/‘o  cl  c,  les  valeurs  extrêmes  de  r; 

y l’angle  que  le  plan  de  l’élément  considéré  f.iil  avec 
la  direction  Ai  vent; 

e la  vitesse  du  vent; 

fd  la  vitesse  angulaire  de  l’arbre  qui  porte  les  ailes; 

P la  densité  de  l’air,  on  le  poids  d’un  volume  d’air  égal 
à runilé  divisé  par  Iç  nombre  g]' 

h un  eoefiicieni  constant  que.  l, observation  délermi- 
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D après  l’)ij-])ollièsi'  admise  dans  la  Section  préewU-nle, 
la  pression  cxeri’éc  par  le  vent  sur  rélüment  de  l’ail(;sora 
le  produit  des  constantes  k el  p par  la  surface  W/  ct  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément.  Or  la  projection  de  la  vitesse  du  vcnl.sur  la  di-^ 
reciion  de  la  normale  est  esînç,  et  la  projection  de  . 
la  vitesse  de  réléinent  lui-mème  est  w/'cosy;  donc  la 
))i  essioti  sera 

X ,s/(vsinŸ  — w 7 cosv)’ f/e. 

11  en  résulte  que  le  travail  moteur  élémentaire  aura 
]>onr  valeur 

/■  jSr/  (v  sinç  — « r coS'p)’  tir.wr  cos'^  (it\ 

et,  si  le  mouvement  est  uniforme,  le  travail  moteur  dé\er 
loppé  pendant  l'unité  de  temps  sur  l'aile  entière  sera 


{■) 


r't 

Aol  I (<7  sinç  — ojr  ens»)’  ur  cos^  r/r. 


Supposant  données  la  largeur  des  ailes  cl  les  distaïues 
•le  leurs  extrémités  à l'axe,  on  peut  déterminer  la  cour- 
Imre  de  la  surface  des  ailes,  de  manière  que  le  travail  mo- 
teur ait  la  pltis  grande  valeur  possible,  ijuclle  que  soit  la 
vitesse  angulaire.  Ccci  revient  à trouver  la  fonction  de  r 
qui,  substituée  à <f,  rend  un  maximum  l’intégrale  (i). 

Puisque  cha([ue  élétnenl  de  l’intégrale  ne  dépend  (|ue 
d'un  seul  élément  de  la  surface,  et  en  aucune  façon  des 
éléments  voisins , la  somme  sera  un  maximum,  si  le  tra- 
> ail  exercé  sur  cliatiue  élément  de  la  surface  est  séparé- 
ment un  maximum.  Or,  pour  qu’il  en  soit  ainsi,  il  faut 

(jue  la  fonction  comprise  sons  le  signe  dérivée 

nulle  rclativeiuenl  à la  \ ariable  Egalant  la  dérivée  « 
7.éro,  après  avoir  supprinu'  le  l'acietir  (esiit^  ■ — !»/'C<>s'^j, 
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ijiii  lie  s.iiirait  èliv  mil  sans  i|iic  le  (ravail  ne  soit  nul 
lui-mènie,  il  vionl 

(2)  2 («'  cosf  ■+■  w/- sine)  cos^  — siny  [v  sin  » — ur  cose)  = o ; 

d’où  l’oii  tire 


Celle  dernière  équation  délermine  la  forme  la  |iliis 
avantageuse  des  ailes,  pour  une  vitesse  angulaire  qui  eji 
dans  un  rapport  donné  avec  la  vitesse  du  vent.  Le  radical 
y est  pris  avec  le  signe  car  autrement  langy  serait  né- 
gatif, cl  le  vent  frappant  les  ailes. par  derrière,  le  travail 
ne  serait  plus  moteur. 

Pour  épuiser  complètement  la  question  du  maximum 
■l’ellet,  il  faut  encors;  trouver  (|ucl  est  le  rapport  de  la 
vitesse  angulaire  des  ailes  à la  vitesse  du  vent  qui  assume 
le  plus  grand  travail,  quand  la  surface  des  ailes  vérifie  l’é- 

ipiatron  (3). 

Celte  valeur  du  i-apport-  annule  la  dérivée  de  l’inté- 
grale ( I ) , prise  par  rapport  à w en  v consitlérant  (p  comme 
une  fonction  de  fji  donnée  par  l’équation  (3).  x\insi,  nom- 

luanl  V la  fonction  comprise  sous  le  signe  J‘i  on  a l’éipia- 
lion 


l'i 


dans  laipiclle  on  doit  substituer  sous  le  signe  j la  va- 
leur (3)  de  l'angle  après  avoir  formé  les  dérivées. 

Mais,  dans  eclte  substitution,  la  liérivée  ' disparaitia 

,ty 

com|)lélemcnl  (2),  eu  sorte  qu'on  n’aur.i  pas  .à  tenir 


5jo 
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compte  tlu  terme  — ~ Prolilaiil  des  autres  siiiiplitica- 
tioris  que  l’équation  (2)  peut  apporter  dans  la  valeur  de 


-7^  1 ou  arrive  à la  formule 

(J  <i> 


£ 


' / • \ '■eos'is 

V («’  sinœ  — urc.ttsif  ) — : rir—  o, 

' SU)  y 


L intéiçl'atioii  devient  facile  <|uaud  on  prend  pour  va- 
riable l’angle  (f.  En  elfet , les  valeurs  à substituer  sous  le 

signe  / sont  (2) 

e ) — 3 ros’o)  <’  r 4-  Cos'  O 

c = •=-  — : T-  ) <lr  = 4—  -r— — « î ; 

ow  sinycosi>  3w  sin’ycos'ij)  » 

elles  cliangent  ré(|uatiou  précédente  en  < elle-ei , 

( I — 3 eos'o  ) (1  4-  ros’if  ) 


£ 


sin^y 


(lf  = O, 


où  (fo  et  représentent  les  valeurs  de  gi  correspondantes 
aux  distances  r„  et  r, , exprimées  en  fonction  de  ces  di- 
stances par  la  formule  (3).  Or,  sous  cette  forme,  on  trouve 
aisément  l’intégrale  indétinîc 

/{,)=  _log(^taog^,j.  ^ ■ 

L’équation  <(ui  détermine  le  rapport  - est  donc 

/(ÿ‘)  — /{?»)  = o- 

.Malbeui'cusemcnt  cette  é([uation  est  ti’op  compli(}uée 
|M»ur(pi’on  puisse  s’en  servir  commodément  dans  la  pra- 
tique. 11  sulliia  de  savoir  que  Coriolis  ('),  atiquel  est  dù 


' ) Du  calcul  de  Vrffri  dv$  machines.  aïo;  i8i9. 
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»•:  calcul,  a tonipaié  les  icîsultals  tic;  l’analyse  avec  ceux 
tic;  l'observalion,  cl  a trouvé  un  accord  salisfaisam  en  pre- 

3 

liant  le  coefKcicni  A égal  à -• 

2 

D’antre  part,  les  expériences  do  C.oulonih  (')  et  de 
.Sinealcui  (’)  ont  inoiilré  tjuc  la  valeur  la  plus  avanla- 

1 <•'  ■ 2,32,7 

geuse  du  rapport  - est  comprise  entre  — et  — -• 

Dans  ces  conditions,  si  l’on  noniiiic  A la  surface  de 
l'une  dt's  (juatre  ailes  exprimée  en  mètres  carre'-s,  et  e la 
vitesse  du  vent  cxpriiucH;  en  mètres  par  seconde,  le  travail 
moteur  T„  transmis  par  les  ailes  peut  se  calculer  par  la 
formule  empincpic 

T,  = O,  iSAi'’''"'. 

8.  Calcul  lia  travail  développé  par  la  vapeur  dans 
les  machines.  — Nous  considérerons  une  machine  à dé- 
tente, et  nous  supposerons  que  la  vapeur  agissant  sur  le 
piston  conserve  une  même  température  pendant  toute  la 
durée  de  son  action;  en  sorte  cpi’il  faudra  concevoir  que 
les  parois  du  cylindn;  restituent  h la  vapeur  la  tempéra- 
ture cju’elle  perd  nécessairement , lorsqu’elle  change  de 
volume  en  agissant  par  détente.  Cette  température  con- 
stante de  la  vapeur  sera  celle  de  la  chaudière. 

Soient 

la  surface  du  piston  , exprimée  en  mètres  carrés; 

H la  hauteur  du  cylindre  diminuée  de  l’épaisseur  du 
piston  , exprimée  en  mètres  ; 

h la  portion  de  la  hauteur  H f|ue  parcourt  le  pistou 
pendant  que  la  vapeur  agit  à pleine  pression  ; 


(')  Théorie  àcs  m/tchincs  umpUs. 

(’)  Hcchfrches  r:ep<'nnirniaict  iur  l’eau  et  Ir  vent  ^ouvrajje  tntüuU  tle 
ruiigiai!»  pRr  Girard  V 
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j>  Ja  imssioii  lie  la  ilaiis  la  i liaiiiliùre  sur 

I cciitiinètri' carré,  exprimée  en  kilogrammes; 

P la  pression  de  la  vajieur  dans  le  condenseur,  ou  1,1 
pK  Ssioii  aimospliériquc,  s'il  n’y  a pas  de  coudensem*. 

Le  travail  moteur  que  produit  la  vapeur  pendant 
qu’elle  agit  ,â  pleine  pression  , est  évidemment  le  produit 
de  la  pression  par  le  volume  que  décrit  le  piston,  e’est-  ' 
a-dire  loooo  p CL  h kilogrammètre.s.  ' ■ . • 

.Si  1 on  nomme  cr  la  hauteur  variable  de  la  partie  du 
cylindre  que  remplit  la  vapeur  lorsqu’elle  agit  par  dé- 
leiite,  la  pression  pendant  la  détente  stir  un  centimètre 

carré  de  la  surface  du  cylindre  est  — i d’après  la  loi  de 

MarioUe^  par  suite,  le  travail  prfMluît  pai-  la  délcnlc  a 
p(Mir  expressiïHi 


I OOOü  P 


Jh  ^ 


I I * • 

I oooo  J)  £l  h loj»  “ 


lU" 


Le  travail  résistant  de  la  vapeur  qui  se  trouve  dans  le 
condenseur,  pendatit  tojite  la  course  du  piston , est  i^al  à 

-r-IOODO//  Il  H*'™. 

Réunissant  toutes  ces  parties,  on  obtient  le  travail  de 
la  vapeur  pendant  la  course  eutière  du  piston, 

• ' T i / 1 R n \ 

= I oooo  P a h ( I log — — 1 

/<  P h] 

Le  quotient  de  cette  quantité  par  le  nombre  de  courses 
simples  du  piston  eit  une  minute  et  par  le  produit 
60X75,  sera  le  nombre  de  chevaux  qui  mesnre  la  force 
théorique  de  la  machine. 

F.e  travail  théorique  l’„,  peut  encore  s’écrire 

(t)  * 

I -+■  log  L k-  I 
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*11  iioiimiaiii  |(,  volimi.;  .;iigeiKlir  |>.ii  le  |)isl<.n  dans  sa 
VOtirse  pendant  ! admission  de  la  vapeur,  exprirnt-  en 
moires  cubes,  et  /;,  la  pression  que  la  vapeur  exen  e après 
la  détente  sur  i ceniimètre  c arré  de  la  surface  du  cylindre. 

On  juge  (»miTumc'-nienl  de  la  bonté  d’uuc  machine  par 
la  quan  tité  tic  travail  que  lui  coininunicjuc  i kilogramme 
de  bouille  dans  sa  combusiiou.  Cherclions  l'expression 
de  cette  ([uantité  de  travail. 

l’on  nommé  n le  nombre  d’unités  de  chaleur  (')  que; 
1 on  peut  iiüliser  dans  un  Ixm  foyer  par  kilogramme  de 
combustible  brûlé,  le  poids  o dti  comlnislible  nécessaire 
|X)ur  trausfonner  un  poids  q d’eau  à la  température  /'  en 
vapeur  a la  tempéralure.  t est  donné,  suivant  !\J,  Re.» 
gnault  (*),  par  la  formule 


, _ , -t-i),3o5  ! . 

n 


D’autre  part,  suivant  les  lois  de  Gay-Iaissac  et  de  Mal 
J iolte,  si  I on  admet  que  le  litre  de  vapeur  à la  tempéra- 
ture du  11)0  degrés,  sous  la  pression  de  T atinosphèit-, 
pose  oe",^c)i,  et  que  l’on  prenne  le  coéllicicnt  de  dilata- 
tion de  l’air  égal  è o,oo366,  le  volume  e d’un  poids  <7  de 
vapeur,  sous  la  pression  /> , à la  température  t,  est  re- 
présenté par  la  formule.. 

I -l-o,oo3b()/  . ' ' 

, . . =1,2777  y • 

.Substituant  celte  valeur  dans  l’expression  du  travail  T,„ 
et  divisant  le  résultat  par  o,  on  aura  le  travail  tliéoriqne 
produit  par  t kilogramme  de  combustible,  lorsqiK-  la 
chaudière  est  alimentée  par  de  l’eau  h la  température  de 


( ' ; L'.mitc  ch.Vlour  est  la  qnaniite  do  clialcnir  n.^«,irc  pour  olov, 
.10  O ,l..î;roa  r .kgro  relia, adr I.1  lom,H:r.it,.w.  do  ,,  kiloEr.ammo  d oau. 

) SUm.  (/,•!  Si-,  4r  l'it'nt,  l.  X\l,  -p.  yjS; 
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A (.Ifgrcs  cfiiligruiles,  cl  la  vapeur  pruiluitc  à la  teiupéra- 
Uire  t. 

Un  kilo  gramme  de  coke  pur  ou  de  houille  de  première 
qualité  développe  par  sa  eombusliou  7p5o  unités  de  cha- 
leur 5 mais  h?s  meilleurs  foyers  n’en  utilisent  guère  plus 
de  la  moitié.  On  doit  donc  prendre  pour  ces  eomhustibles 
n = SSaS. 

Alors  la  formule  qui  exprime  le  travail  produit  par 
I kilogramme  de  houille  devient,  en  passant  des  loga- 
rithmes népériens  aux  logarithmes  vulgaires  -, 

(A,  45  038  9.5  (,  4-,,3.3L„g£  - € 

Les  températures  t et  t'  se  mesurent  sans  peine  avec  un 
thermomètre;  la  pression  p est  donnée  par  le  manomètre  ; 
la  pression  /7,  se  déduit  de  p par  la  loi  de  Marioltc  ; 

P\  =p  enfin  la  pression  p'se  déduil  de  la  température  r 

de  1 eau  dans  le  condenseur  par  la  formule  de  M.  Re- 
guault  (')  : ' 

Log// = O A «• — rp',  ■'  . 

dans  laquelle  on  a * 

n = I ,87 16575, 

Log è = 2, i34o33q, 

' Loge  = 0,61 16485,  ' • : ' 

I.og?  = o,oo6865o3G, 

I.Ogp  = I ,qy6724l). 

La  formule  (A)  donne  un  travail  notablement  supé- 


\ Mr'm.  ilel  Jcail.  ihi  Sc.  J(j  P,iris,  t.  XXI . |i.  Tu, S;  lP'17. 


» I 

Digitizee  V 


inniionYNAMiyL'E.  .'>43 

rieur  à celui  (jiii  csl  réalisé  inùme  dans  les  meilleures 
machines.  Celte  dillérence  vient  du  refroidissement  de 
la  vapeur  dans  les  cylindres,  des  fuites  de  vapeur  et  des 
résistances  passives  qui  ont  été  négligées  en  établissant  la 
formule.  Dans  les  appliealions , il  faudra  multiplier  le 
nombre  que  donne  la  formule  par  un  coefficient  de  cor- 
rection variable  avec  l’espèce,  la  force  et  l’état  d'entre- 
tien de  la  machine.  Par  exenqdc  , s’il  s’agit  d’une  machine 
à détente  et  .à  condensation,  on  multipliera  le  nombre  (A) 
par  0, 3o  ou  0,33  pour  une  machine  de  4 à 8 chevaux, 
par  o,4<)  ou  O, ‘JJ  pour  une  machine  de  4o  à jo  chevaux, 
et  par  o,6G  ou  0,82  pour  tinc  ma<-hine  de  jo  à 80  che- 
vaux. 


FIN  nll  lOMF.  SECONTl. 


A.  M D.  C. 


II. 
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Paj7«*  li(]no  3,  remplacft  la  formule  pitr  celle-ci  : 


7î  Hgnr  19,  au  heu  rfe  on  a , liiez  on  a,  an  cardes  ax<»s  rcclan- 
RiilairoR. 


l’n(»0  10,  ligne  6,  au  lieu  de 


X P* 

"IT 


lisez 


‘ El 

3 •> 


/&»rf.  , I igné  7 , au  lieu  rfc  1 — . . . , Usez  J • 

Page  5.>,  ligne  ifi,  au  lieu  de  — 7«,  lisez  -h  7f. 

Page  28,  ligne  7,  au  lieu  de  enveloppe,  lisez  mobile. 

Page  29,  ligne  3,  au  lieu  de  — 2^,  Usez  2 s. 

Page  36,  ligne  *»  en  mnaitant,  au  lieu  de  V 2 t = or  X aire,  lisez 

V = 2 rr  r X aire. 

Page  56.  ligne  n,  au  lieu  de  sans  altérer  In  hase  et  les  grands  cétés, 
hsez  sans  altérer  les  grands  côtés  et  la  surfaee  du 
triangle. 

Page  78,  ligne  » en  montant,  au  heu  de  |V\ , User 
Paj;ç  I0/|,  ligne  1,  au  heu  de  de  P/*,  lisez  Vp. 

Ihid.^  ligne  2,  changez  dj  en  o'«. 

Page  10.1,  ligne  3,  nu  heu  de  ds  ^ lisez  Hz. 

Page  106,  ligne  ii,  an  heu  de  t 4^,  hsez  r — . 

ds  dr 


Page  108,  ligne  12,  nu  heu  de  {x  — 3/3)’,  lisez  ( r +- 2 )•  . 


Page  112,  ligne  a,  au  lieu  hsez 

P.ige  ligne  1 pii  montant,  au  heu  de  Berlin,  lisez  Paris 

d*  u d^  U 

Page  i5fi,  lignes  8,  9 et  i3,  au  lieu  de  j hsf* 

Page  i8<5,  ligne  u,  au  lieu  de  Omn  ^ lises  O' nin 

Page  î88,  ligne  9,  au  hewde  elle  s’écarte  peu  d'une  jierpondiculaire  H 
la  ligne  des  rentres,  hsez  I une  de  ses  branches 
s’écarte  peu  d'une  perpendiculaire  h la  ligne  OA  - 


s 
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Page  193,  duiib  la  ligure,  remplacez  la  lettre  iiifêneui’O  O'  par  la  lettre  O. 
Pa(je  3^3,  ligne  3 cri  montant,  au  ücu  de  (’onimenturia  Petrop. , 1717,. 

page  i36,  Usez  Cemmenrarri  172C,  p.  iü(>. 

Page  aaS,  ligne  8,  au  heu  de  lisez  p'a-^pa', 

lhid,y  ligne  ûu /rVu  r/t' e et  — sont  mils,  /i/ea  ^ est  nul , 

<it  (U 

Page  a'|0,  ligne  i en  montant,  au  lieu  de  lisez  — x. 

Page  aS/|,  ligne  5 en  montant,  au  lieu  de  a{oLl^^)f  lisez 
Page  'diî,  ligne  fi,  au  heu  de  2n,  lisez  nh. 

,-*r 

F dr,  lisez  = — a I F dr. 
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